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INTRODUCCIÓ.

Aquest treball es centra essencialment en l'estudi de la reducció de corbes el-
liptiques sobre un cos de nombres K. Aquesta línia de investigació, l'objectiu de la
qual és la determinació (mòdul isogènia) de totes les corbes el·líptiques amb con-
ductor prefixat sobre K, fou iniciada fa uns 30 anys, per a contrastar la conjectura
de Shimura-Taniyama-Weil a Q. Aquesta important conjectura analítico-modular,
enunciada ja l'any 1955 per Taniyama i precisada més tard per Shimura, sosté que
tota corba el·líptica E definida sobre Q és una corba de Weil, o modular, és a dir,
existeix un morfisme no-constant Q-racional: Xo(N] —> í?, on N és el conductor
de E i Xo(N] és la corba modular respecte del subgrup To(N) < SL^^Í}.

Aquesta conjectura implicaria, a més, que les classes d'isogènia de corbes el-
liptiques sobre Q amb conductor N fixat, estarien en correspondència bijectiva
amb les formes modulars parabòliques de pes 2 respecte de To(N) que són vectors
propis de l'àlgebra de Hecke amb valors propis racionals. Aquesta bijecció tindria
la propietat que la transformada de Mellin inversa de la sèrie L de cada corba
coincidiria amb la forma modular corresponent. (Per una formulació més precisa
de la conjectura, vegi's, per exemple, [Tal], [Sil2], [Hu]).

La conjectura de Sh-T-W ha estat provada per a corbes amb multiplicació com-
plexa i verificada numèricament -és a dir, comprovant que els dos conjunts esmentats
tenen el mateix cardinal- per a corbes amb conductor N petit (vegi's [Ogl], [Og2]).
Es de remarcar que, gràcies a una recent i valuosa aportació de Ribet (cf. [Fre]),
es té que la conjectura de Sh-T-W implica la conjectura de Fermat.

Com a conseqüència dels treballs de Weil ([We]) i Jacquet-Langlands ([Ja-La])
que generalitzen als cossos globals la teoria clàssica de Hecke sobre les transformades
de Mellin de les sèries de Dirichlet, es formulà una conjectura generalitzada de Sh-
T-W, el plantejament de la qual fuig de l'àmbit d'aquest treball. Cal fer notar,
però, que aquesta conjectura es troba encara en un estadi incipient en quant a
contrastació ([El-Gru-Me], [Krà]).

El problema de la determinació de les corbes el·líptiques sobre un cos de nombres
K amb conductor prefixat, es pot enfocar des del punt de vista modular, és a
dir, caracteritzant els invariants j d'aquestes corbes. En cada cas, per un teorema
de áafarevic, n'hi haurà un nombre finit. Donat un sistema complet de corbes
representants d'aquests j, s'obtenen totes les altres (mòdul isomorfisme) mitjançant
torcements d'aquestes (quadratics, si j ^ O, 1728).

En el nostre treball seguirem aquest plantejament modular i, per això, iniciem
la Memòria fent un estudi complet, en el Capítol I, de l'acció dels torcements
quadratics sobre el tipus de reducció de la fibra especial del model u-regular, v-
minimal d'una corba el·líptica E\K, per a cada valoració discreta v de K. De fet,
tota la dificultat per a explicitar aquesta acció es concentra en el cas de v\2 i de
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torçar per un caràcter x ramificat a v. Els resultats obtinguts vénen recollits en
els teoremes 1.1, 1.2, 1.3 i el corol·lari 1.3, la demostració dels quals es basa en una
elecció d'un model de Weierstrafi convenient per al torcement Ex, per tal d'aplicar-
li de manera còmoda l'algorisme de Tate (cf. [Ta2]). Així mateix, aquests càlculs
ens permeten trobar la relació entre els discriminants minimals de E i Ex. Aquesta
relació ja havia estat explicitada en alguns casos per Silverman [Sill] i Stevens [Ste],
suposant sempre x no-ramificat sobre els primers de reducció additiva de E.

Utilitzant la relació entre els discriminants minimals, podem donar la relació
entre els conductors geomètrics de E i E*, una vegada coneixem el nombre de
components irreductibles de la fibra especial del model u-regular, u-minimal de Ex.
Aquest nombre és complicat de calcular quan tip(Ex) = I*. A la seva computació
dediquem la darrera secció del capítol.

En el Capítol II de la Memòria abordem el problema de la caracterització modular
de les corbes el·líptiques sobre K amb bona reducció fora d'un conjunt S finit de
primers. Per això, considerem prèviament, en la secció 1, el problema local, ja
plantejat per Serre i Tate [Se-Ta], que consisteix en la descripció del conjunt J(u),
on:

J(u) = {j ç K; 3 una.c.e. E\K amb j ( E ] = j i bona reducció a v}.

Com ja remarcaren Serre i Tate, la dificultat en la descripció de J ( v ) es situa en
els casos u|6 [Se-Ta, p. 509].

En els teoremes 2.1, 2.2, resolem aquest problema donant una caracterització de
J(u) en funció dels polinomis de 2-torsió, 3-torsió (segons si v\3 o u|2, respect.)
d'una corba el·líptica amb invariant absolut j. Per a la demostració d'aquests
teoremes, utilitzem algunes idees contingudes en el Capítol I.

Els casos j = O, 1728, foren resolts per Neumann [Neum] així com la caracterit-
zació de J(u) quan v és no-ramificat sobre 2 ó 3.

En la secció 2, tractem el problema global, és a dir, donat un j € K localment bo
(j € -/(ü), per a tot v fora de S) trobem en el teorema 2.3 una condició necessària i
suficient, senzilla i computable, per a que j sigui l'invariant j d'una corba el·líptica
sobre K amb bona reducció arreu, fora de S. En la demostració d'aquest teorema
ha estat fonamental el punt de vista de Neukirch [Neuk] sobre l'obstrucció global
d'un problema local i l'aprofitament de la dualitat de Tate-Poitou. Els resultats
d'aquest capítol foren anunciats a [Co2].

En la secció 1 del Capítol III, aquests resultats es fan molt més explícits per a
corbes el·líptiques amb conductor trivial sobre cossos quadratics (Teoremes 3.1, 3.2,
3.3). L'existència d'aquestes corbes fou primerament observada per Tate, després
d'haver provat la seva no-existència sobre Q (cf. [Ogl]).

Podem citar com a treballs pioners en aquest camp, els de Stroeker ([Stro]) i
Setzer ([Setl], [Set2]) (vegi's també altres contribucions posteriors com: [Las], [Pi],
[Krá], [Col]).
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En la secció 2, caracteritzem l'existència de corbes el·líptiques amb conductor
trivial i model minimal global sobre K (cos quadratic), en funció de la classe de
Weierstrafi de E, on E és una c. e. amb conductor trivial i j (E) — j . La demostració
d'aquest resultat es basa simplement en les propietats de la classe de Steinitz d'una
extensió quadràtica de K no-ramificada en els primers finits. Finalment, com a
aplicació dels resultats del Capítol III, obtenim redemostracions de resultats ja
obtinguts per Setzer [Set2] i Stroeker [S tro], així com d'altres resultats especials.

Com a conseqüència del corol·lari 3.2.1, provem que no existeixen corbes el-
liptiques en un cos quadratic amb conductor trivial i invariant j amb traça nul·la.

Suposant el nombre de classes de K primer amb 6, donem condicions necessàries
i suficients per a la realització de les solucions enteres (x, y) de l'equació el·líptica:

y = x3 - 1728u, u£UK, x,y

com a coeficients de Weierstrafi 04, ce (resp.) d'una corba el·líptica definida sobre

Notem que aquest és un problema de realització global dels coeficients c4, ce, en
contrast amb el problema de realització local, ja resolt per Kraus [Kra].

Cal dir que els resultats continguts en els Capítols II, III són efectius, en tant
que donat un subconjunt finit de K ens permeten decidir i trobar tots els elements
seus que són invariants j d'alguna corba el·líptica sobre K amb bona reducció fora
de 5.

Tots els resultats que apareixen etiquetats a la Memòria són originals, tret de les
proposicions 2.1, 2.2, dels exemples 3 i 4, dels lemes 3.1, 3.3 i, potser, del lema 3.2.

En quant a notació, al llarg de la Memòria sempre K denotarà un cos de nombres.
OK, M K els seus anell d'enters i grup d'unitats respectius.

S serà el conjunt de les valoracions discretes de K.
Donada u 6 S, normalitzada per v(K*) = Z, notarem per Kv, OV,UV, la com-

pleció a v i l'anell dels enters i el grup d'unitats corresponent.
7T serà un uniformitzant per Ov i kv = Ov/(ir} el cos residual. Finalment,

posarem:
p — char(fcv), e = v(p).

Vull agrair a en Gerhard Frey, Joseph H. Silverman i Glenn Stevens el seu interès i
la seva amabilitat, així com a en Peter Schneider les seves indicacions tan oportunes
sobre un article de Neukirch.

Dono les gràcies, també, a tot l'equip del Seminari de Teoria de Nombres de
Barcelona, que any rera any m'ha anat contagiant del seu entusiasme per aquest
món de les corbes el·líptiques.

Tots els consells que l'Enric Nart m'ha volgut donar han estat decisius per a la
realització d'aquest treball i també per a la meva formació. A ell li estic especialment
agraït.
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CAPITOL 0. PRELIMINARS.

Aquestes pàgines pretenen ser només un breu recull d'algunes definicions i resul-
tats bàsics en la teoria de les corbes el·líptiques i que han estat fonaments per al
nostre treball.

Per a més detalls us remitim a la bibliografia ([Tal], [Ta2], [Sil2], [Hu], [Ne]).

1. Equació de Weierstrafl d'una corba el·líptica.

Una corba el·líptica sobre K : E\K, és una parella (E, O) on E és una corba
no-singular de gènere 1 definida sobre K i 0 és un punt A'-racional de E (l'element
neutre del grup dels punts de E). Tota corba el·líptica E\ K té un model pla cúbic
de la forma:

2 i , 3 p 2 i iy + ü\xy -\- o3y = x -+• o2x -f- a4x + og

on o¿ 6 K i x, y denoten les coordenades en el pla afí. Un tal model s'anomena
equació de Weierstrafi (afí) de E\K. Seguint la notació de Tate (cf. [Tal]) definim
els següents coeficients:

- Q t O À * 7 0
62 = a\ + 4a2 6g = of Og — 010304 + 4a2ae + a2a3 — a4

64 = ai a3 + 2d4 c4 = ò2 — 2464
66 = a2 -f 4a6 c6 = -b\ + 366264 - 21666.

Definim, també, les següents quantitats:

c3

A = -ò268-863-2762+9ò26466, j = -±.

A s'anomena el discriminant de l'equació de Weierstrafi i j, l'invariant j o invariant
absolut de E.

Es tenen les relacions:

«,-«,-* lT28A = c^d.

Finalment, posem:
dx

2y -f* OL\X ~\- Q3

/ — c4 2
/ ~*~ n *J Lf * \ n* ** *, L· II

linOU J\ 1 al C4C6 ^F U
ce

7 - | c4 (mod A'*4) si c6 = 0 (-4=» j = 1728)

. c e (mod K* ) si c4 = 0(<=$> j = 0)

4
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w s'anomena l'invariant diferencial associat a l'equació de Weierstrafi. 7 s'anomena
l'invariant 7 o l'invariant de Hasse de E\K.

Un model de Weierstrafi de E\K és únic llevat d'una transformació de coorde-
nades de la forma:

x = tz2x' + r

y = u3y' •i-vïsx' +í,

amb r, s, t, u € K, u ̂  0.
Fent aquest canvi, obtenim una nova equació de Weierstrafi per a E\K:

y •(- (i-\xy -j- CL^y — x -f- a-^x -f- Q4x 4- QR

i es satisfan les relacions següents:

ua\ — a\ + Is
r\ t O

u a2 = 0,2 ~ sai + 3r — s

u3a3 = a3 + rai +2t
4 1 O

i ___ • | O«« f 4 _l_ M O \« i O*,^ Occí

R 1 *? ^ *?
it otg = dg "l~ ^"^4 -h r <i2 "1" ^ — ̂ 3 — ̂  — rtüi

tt26'2 = 62 + 12r

u454 = 64 + r62 + 6r2

u8ò; = b8 + 3rfe6 + 3r264 + r362 + 3r4

u4c4 = c4, u12A' = A, u~1w'=w
U6C6 = C6, j' = j, 7' = 7.

Fent els canvis de coordenades:

(i) r = 0, s = — oj/2, í = —as/2, u = —

/ • • \ ~^2 /^ ~Û3 Û1&2 1
Í111 T* ~~ •——.—• Q ^~ — fit IS T ^~ •"— • ̂ — i ~««>«^ 71 ^1 11 1 í ^— . «J — U| / ¿j. b — ^^ > Lfc —v ; 12 w ' 2 24 6

podem aconseguir unes equacions de Weierstrafi curtes per a E\K, del tipus:

y2 = x3 + Ax2 + Bx + C

on
(i) A = Ò2, B = 864, C = 1666

(ü) A = 0, B = -27c4, C = -54c6.

5
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REMARQUES:

1) Sempre que utilitzem un canvi de coordenades amb r = s = í = O, u € K*,
direm que estem dividint l'equació de Weierstrafi per u.

2) Hem vist, per les fórmules anteriors, que si E i E1 són corbes el·líptiques
isomorfes aleshores j = j1 . Utilitzant les mateixes fórmules, no és difícil
veure que el recíproc també és cert (sobre la clausura algebraica: /?). De
fet, els invariants (j, 7) ens parametritzen les classes d'isomorfisme de corbes
el·líptiques sobre K (veure torcements).

2. El grup d'automorfismes.

Sigui E\K una corba el·líptica i posem:

Í
2 si j (E) ? O, 1728

4 si j (E) = 1728

6 sij(£) = 0

A'n, GR\K denoten el grup de les arrels n-èssimes de la unitat i el grup de Galois
absolut de K, respectivament. Aleshores es té el següent isomorfisme de GR\K-
mòduls:

Aut(E) S Mn.

Utilitzant equacions curtes de Weierstrafi per a E, es prova fàcilment que l'aplicació:

[ ] : ¿í,,—» Aut(£)

és un isomorfisme de grups, que commuta clarament amb l'acció de

3. Equació de Weierstrafi v -minimal. Discriminant minimal.

Fixem u € S i considerem una equació de Weierstrafi de E\KV amb coeficients
a¿ € O,,. Diem que aquesta equació és v-minimal si t>(A) és mínima. Quan p ^ 2, 3
hi ha un criteri de u-minimalitat molt senzill:

L'equació de Weierstrafi de E\OV és u-minimal

<í=> t>(A) < 12 o u(c4) < 4.

En general, hi ha un algorisme de Tate (cf. [Ta2]) que determina si una certa
equació és minimal.

El discriminant minimal de E\K es defineix com l'ideal enter de K següent:

V(E\K) = E «(A.) • v
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on Au és el discriminant d'una equació de Weierstrafi u-minimal de E.
Un model minimal global per a E\K és una equació de Weierstrafi amb coeficients

a¿ € OK i discriminant A satisfent: (A) = T>(E\K).
Si K té nombre de classes 1, tota corba el·líptica sobre K té model minimal

global. En general, l'existència d'aquest model ve caracteritzada per la classe de
Weiestrafi de E\K (Vegi's Capítol III).

4. Reducció.

Fixat u € S i donada una equació de Weierstrafi u-minimal de E\KV, sigui E
la corba reduïda, és a dir, la corba obtinguda reduint els coeficients de l'equació
mòdul 7T. Aleshores:

(a) Diem que E té bona reducció a u (o sobre A'v) si E és no-singular (és a dir,
és una corba el·líptica sobre kv) <<=>• v(A) = 0.

(b) Diem que E'ié reducció multiplicativa a u (o sobre .K't,) si E és singular i té
un node <=» u(A) > O, u(c4) = 0.

(c) Diem que E té reducció additiva a u (o sobre Kv) si E és singular i té una
punta •$=* u(A) > O, v(c4) > 0.

En els casos (b) i (c) diem que E té mala reducció a v.
Si E\K té reducció bona o multiplicativa a tot v G S direm que E té reducció

semistable (a K).
La variació en la reducció d'una corba el·líptica quan es fa una extensió del cos

base ve donada pel següent:

TEOREMA (DE LA REDUCCIÓ SEMISTABLE).
Sigui E\KV una corba el·líptica.

(i) Si L\KV és una extensió no-ramificada, aleshores E té la mateixa reducció
(bona, multiplicativa o additiva) sobre Kv i sobre L.

(ü) Si L\KV és una extensió finita i E té reducció bona o multiplicativa sobre
Kv, aleshores conserva la mateixa reducció sobre L.

(iii) Existeix una extensió finita L\KV tal que E té reducció bona o multiplicativa
sobre L.

Finalment, direm que E té bona reducció potencial a u (o sobre Kv] si existeix
una extensió finita L\KV tal que E té bona reducció sobre L.

Es senzill veure que E té bona reducció potencial a u si i sols si j (E) € Ov.

5. El model v-regular, v-minimal.

Quan es considera la corba el·líptica E\KV com un esquema E —> Spec(Ov),
definit per l'equació de Weierstrafi u-minimal, pot resultar ser un esquema no-
regular (per exemple, si É té mala reducció a v). Resolvent les possibles sin-
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gularitats de .E, es demostra (cf. [Né]) que es pot obtenir un esquema projec-
tiu de dimensió 2 C/Spec(Ov), regular, la fibra genèrica, C x Spec(íít,),

Spec(0,,)
del qual és isomorfa a E/KV (sobre Kv\ i minimal respecte a l'aplicació C — >
Spec(Ov) (és a dir, no pot existir una factorització C — > C' — > Spec(0v) tal que
C x Spec(Kv) -^-* C' x Spec(Kv) sigui isomorfisme). Un esquema C amb

Spec(O«) Spec(Ou)
aquestes propietats és únic, llevat d'isomorfismes. C s'anomena el model u-regular
u-minimal de E sobre Kv (també, per alguns autors, el model minimal de Néron
de E sobre Kv). La seva fibra especial C = C x Spec(fcr) presenta un dels

Spec<0w)
10 tipus que apareixen a la taula 1. Per a conèixer el tipus de la fibra especial
-que notarem d'ara endavant tipr(.E) o, simplement, tip(JS) si u € S és fixada- cal
disposar d'una equació de WeierstraC u-minimal de la corba E.

Si p T¿ 2, 3, això ens permet llegir directament el seu tipus a la taula 1.
Si, per contra, p = 2, 3, haurem de reduir l'equació inicial a un dels 10 models

minimals que apareixen a la taula i que s'anomenen models u-estàndard.
En general, hom pot trobar (per a qualsevol p), un model u-estàndard (i, per

tant, una equació minimal) de E mitjançant l'algorisme de Tate ([Ta2]) a partir
d'una equació de WeierstraC sobre Ov qualsevol.

REMARQUES (TAULA 1):

1. En aquesta Memòria utilitzarem només els símbols de Kodaira i posarem:

iipv(E) = (símbol de Kodaira corresp.)

per a expressar el tipus de C (a u 6 £).
2. Per a, p = 2, v € S i tipv(.E) = IJ, es té, per un model v-estàndard de E:

u(A) = 6 «=>• u(a6 - a2a4) = 3.

En efecte, el resultat és immediat a partir de la igualtat:

A = 0^4 — 404 — 4fl2<ï6 — 27og + 18020406.

8
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I
I 6. Torcements.

I Sigui E\K una corba el·líptica. Un torcement de E és una corba el·líptica E\K
tal que E i E' són isomorfes a K.

Considerem el conjunt Twist(.E) de corbes el·líptiques que són torcements de E,
• identificant-les mòdul Jf-isomorfisme. Tenim, de fet, que:

Twist(E) = {E'\K(mod tf-isom.); j (E1) = j (E)}.

• Donada E' 6 Twist(.E), sigui $ : .E' —> £J un .^-isomorfisme de corbes el·líptiques.
Aleshores, hom pot considerar el 1-cocicle:

I • C : GW—» Aut(£)

• i la seva classe [Q € H1(G^i¡^, Aut (£?)).
Recíprocament, donat un 1-cocicle C i hom pot considerar el cos de funcions de

• E : K(E}ç amb l'acció de GR\K torçada per Ç, és a dir:

. ' € GKIK, f € K(E)< : j" := a(/)C(<r).

1 . _ G
Sigui JF1 = K(E)(.

 R\K, el subcos fix per aquesta acció. Aleshores es demostra que:

| (i) Existeix £' € Twist(E); F S #(£').
(ü) Les assignacions anteriors donen una bijecció:

I .
Twist(^) ^==» #((?#!/<•, Aut(E)).

• Sigui n com en l'apartat 2. De l'isomorfisme Aut(.E) = ^tn tenim:

I *i d'aquí concloem que Twist(.E) és canònicament isomorf a K*¡K* . L'isomorfisme

I ve donat per:
T : Twist(£)—» K*/K*n

• essent 7, l'invariant 7 definit a l'apartat 1.
Donat D 6 K*/K*", podem definir, doncs, la corba torçada de E per D com:

ri ¿J ~r\ *•
FJ \~^ JL

I
I
I



I
Concretament, si escollim una equació de Weierstrafi per a E curta, del tipus

I y2 = x3 + ax + 6,

• aleshores la corba ED presenta la següent equació de Weierstrafi:

y2 = x3 + D2ax + D3b, si j (E) $ O, 1728
• y2 = x3 + Dax, si j (E) - 1728

I Suposem fj,n C K i sigui
X • GK\K —> A«n

extensió K(\/D}\.
de manera equivalent, el torcement de E pel caràcter x com:

I

• un caràcter corresponent a una extensió K( -\D)|-K, D E K*/K*n. Podem definir,

Si considerem x com a cocicle i la seva classe dins íí1(G/f|^-, Aut(-E)):

aleshores, existeix un /^-isomorfisme

| $ ; Ex —> E tal que

|
per a tot cr € GK\K, P £ E, P — (x, y).

I Quan n = 2 (x caràcter quadratic), l'acció de GK\K sobre $ vindrà donada per:

™ o, equivalentment,

• per a tot u 6 GK\K, P Ç. E.

I

I

I

I

I
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CAPÍTOL I. TIPUS DE REDUCCIÓ DELS TORCEMENTS.

Sigui K un cos de nombres i E\K una corba el·líptica definida sobre K. Consi-
derem una extensió quadratica amb caràcter \ i notem Ex el torcement de E per
X- El nostre objectiu és:

(1) Estudiar la relació entre el tipus de reducció de la corba E i el de la corba

(2) Donar una fórmula que expliciti la relació entre els discriminants minimals
d'ambdues corbes.

§1. Els casos no-ramificat i semistable.

Sigui D 6 K* /K* , n = 2, 4, 6, i considerem el torcement de E per D, que
notem ED. Fixem v e S i posem L = K( \/Z>).

PROPOSICIÓ.

(i) Si L\K és no-ramificada a v, E i ED tenen el mateix tipus de reducció a v.
(ü) Si L\K és ramificada a v i E hi té reducció semistabie, aleshores ED hi té

mala reducció additiva.

DEMOSTRACIÓ:
L'apartat (i) és conseqüència immediata del teorema de la reducció semistable i

del fet que E i ED són isomorfes a L.
Per a provar (ü), suposem que ED tingués bona reducció a v. Llavors considerem

un punt P 6 E[l], on ( l , p ) = 1. Sigui $ : ED — > E el ^-isomorfisme tal que:

$-^y) = ((^)2x,(</ÏÏ)3y).

Posem, doncs, P = (XQ, yo) i escollim-lo tal que xoyo ^ 0. Pel criteri de Néron-Ogg-
Safarevic (cf. [Tal], [Sil2], per exemple) tindrem que les extensions K(xo,yo)\K i
K(( VJ9)2xo, ( vD)3yo)\K són ambdues no-ramificades a u, fet que és contradictori:

K( v^D, ^)

*iM£e«, ^^ ' ^^

K('^} K(!/5^ K(^

^xit* X>¿/^p ^^^-^ ffc ' T* ^^^
^y'CJ'V^v^* 7* ^^v. Jls'*f'"^ TL * T

K

12
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Finalment, suposem que E té reducció multiplicativa a u, i considerem, per /

I prou gran, pn p( x, les representacions mòdul / associades a J5, Ex, respectivament,
on x és el caràcter quadratic de l'extensió L\K. Siguin G¿, H i, i > O, els grups de
ramificació corresponents a GKV\KU, GK\LW, respectivament. Aleshores:

* dimp, E[l]/E[l]G° = 1.

I

I

I

I

I

I

Quan p = 2, el nombre de grups de ramificació de l'extensió LW\KV és 2e ó 2(e —
A;) — l(k < e), en particular, és més gran o igual que 1. Per tant, el grup:

és no-trivial. Així, x(Gi) = {±1}- Per tenir E reducció multiplicativa a u, p, és
moderadament ramificada a u, és a dir, p,(Gi) és trivial. Per tant, pt x(Gi) =
x(Gi) • p,(Gi) és no-trivial. Aleshores, Ex no pot tenir reducció multiplicativa.

Suposem, doncs, p ^ 2. En aquest cas, el nombre de grups de ramificació de
C1

LW\KV és 1 i, per tant, -rr- és trivial. Com que dimp, JS[/]G° = 1, podem escollir
HI

una base de la /-torsió tal que la representació s'escrigui:

( 1 n(n\\

O /$(cr) y

G
Sigui a Q un generador del grup cíclic —-. Llavors, hem de tenir /?(<TO) = — 1- En

GI
efecte, ja que si 0(<y0) = -1, de G0/H0 = Z/2Z i el fet que p,(^r) = id Vr € Z,
obtenim que p,(Ho) = id. Però en aquest cas,

I

I

• i això contradiu el fet que Ex té reducció multiplicativa a Lw (i no bona reducció).

I Concloem, doncs, que p, (ÍTO) = í „ 0\ °( } amb — /3(cr0) jí 1. Però aques-
V u -P(ffo) J

ta matriu no deixa fix a ningú (llevat del (0,0)). Per tant, dimF, Ex[l]G° = 0. És a
. dir, Ex té reducció additiva a v (cf. [Ba-La], [STN]) I

COROL·LARI.
Suposem que E tingui reducció semistable a v. Aleshores E i ED tenen el mateix

tipus de reducció si i sols si L\K és no-ramificada a v.

13
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§2. La fórmula dels discriminants minimals.

' Sigui L\K una extensió quadràtica amb caràcter x- Suposem que L\K és no-
ramificada a tots els primers de K que divideixen 2 i a tots els primers en els quals
E té mala reducció. En aquestes hipòtesis, Silverman prova [Sill, Th. 3] la següent
relació entre els discriminants minimals de E i Ex:

(1.1) T>(EX\K) = T>6(x)-T>(E\K)

on ï'(x) és el discriminant de l'extensió L\K.
De fet, la fórmula anterior continua essent certa en el cas que x sigui

en algun primer en el qual E hi tingui reducció multiplicativa. Això es
resseguint la mateixa demostració que dóna Silverman.

ramificat
pot veure

Quan hom intenta llevar més condicions sobre la ramificació de x apareixen ja
anomalies. Així ho veié Stevens [Ste] quan va calcular, per K = Q, una fórmula
suposant només x no-ramificat sobre els primers de reducció additiva de E,

£>(.EX|Q) = 77~12 • ï>6(x) • "P(.E|Q)

on
J 2 si 8|P(x) i E té b.r. supersingular al 2

\ 1 en altre cas.

obtenint:

I Anem a tractar alhora les dues qüestions plantejades a l'inici del capítol, mitjançant

1
•

1

1

1

1

1

1

1

l'algoritme de Tate. Fixat u € S i donada una corba el·líptica E, amb
minat model u-estàndard, i un caràcter quadratic x qualsevol, trobarem

un deter-
el model

u-estàndard de la corba Ex i la relació entre els dos discriminants minimals que
denotarem localment per fiv , on:

I2hv = v(D(E\K)} + 6v(D(x}) - v(T>(Ex\K)}.

hv serà, doncs, el factor de correcció local de la fórmula (1.1). Per tant, la fórmula
global entre els discriminants minimals es podrà escriure:

•T^/ 171 Y 1 Tsr\ ,„ ~ 1 2 'T^O f t , \ *T}f 17* 1 ]j*^\UyíL/* \1\ ) = r) • L> (x) • L>{Ej\l\ )

•amb u(r/) = hv , per a tot u 6 S.

REMARQUES:

1. Notem que sempre es té:

v(X>(E\K)) + Gv(D(x)) - v(D(Ex\K)) = 0 (mod 12).
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En efecte, si Av, A* són els discriminants de dos models u-minimals de
.E, Ex, respectivament, aleshores:

u(Ax) = v(d?Av) (mod 12)

mentre que v(X>(x}) = v(d) (mod 2), per a tot v € S.
2. En la demostració del teorema de la reducció semistable, es prova, de fet, que

si x és no-ramificat a u, aleshores Ex presenta el mateix tipus u-estàndard
que £7, és a dir, tip(JEx) = tip(E) a u. A més, la fórmula de Silverman (1.1)
ens diu que hv — 0. Per tant, suposarem a partir d'ara

PROPOSICIÓ.
Suposem p ^ 2 i sigui u G S i x

X ramificat a v.

un caràcter quadratic ramificat a v. Aleshores
es té el resultat següent:

DEMOSTRACIÓ:

tip(£)

lo
lo
II
III
IV
1*

i;
IV*
III*
II*

tip(EX)

IS
I*

IV*
III*
II*
lo

II
III
IV

hv

0
0
0
0
0
1
1
1
1
1

Per ésser p ̂  2, podem aconseguir sempre un model de Weierstrafi v-estàndard
de la forma:

)

y2 = x3 -f a2x2 + a4x + <z6.

Per tant, la corba

(1.2) y2 = x8 H

Ex tindrà un model:

- o2 dx2 + a4<¿2 r + a6d
3, d ZK*/K*\ v(d) = 1.

Si E presenta un dels cinc primers tipus u-estàndard, el model (1.2) resulta ser
minimal i el seu tipus es llegeix de manera directa a la taula 1.

En els altres casos obtenim el model minimal, dividint (1.2) per u = ir. Finalment i
per a calcular el nombre de components de la fibra especial en els models !„, I*,
utilitzem la igualtat

Suposarem, d'ara

v(j) = — f, que també es satisfà en característica 3 I

endavant, p =

«(«):=

2. Fixem u € S

= v(D(K(^/a}\K

15
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Sigui E una corba el·líptica sobre K i considerem una extensió quadràtica K(\fd)\K
ramificada a u, amb caràcter \. Podem suposar, sense restricció, u(d) = 0, 1.

REMARQUES 1:
f 2e + 1 si v(d) = 1

1. Es té, per tant, ¿(d) = < .
' V ' V ' \ 2(e - fc), k < e, si v(d) = 0

2. Suposem u(d) = 0, ¿(d) = 2(e - k}, k < e.
Aleshores existeix x 6 Ov tal que:

v(x2 — d) = 2k + 1.

En efecte, siguin Ow, Ov els anells d'enters de Kv(vd], Kv,
Llavors, existeixen a, 6 € Ov, (a, 6, TT) = 1 tais que:

(a + bVd\

3. Recíprocament, essent
d) = 2i + l, 0 < i < e.

En efecte, suposem <

— í*7 1

respectivament.

f. [Nar], [Se]). Prenent normes, obtenim:

u(a2 - ò2 d) = 2fc + 1.

u(d) = 0, suposem que existeix x 6 Ov amb u(x2 —
Aleshores, 6(d) = 2(e — i).

}ue existís y € Ov tal que:

y2 = d (mod 7r2*) amb i < k < e.

Llavors, v(x2 — y2) = 2i + 1 però d'aquí: v(x — y) -f v(x — y

Definim les constants a#, /

CÍE = <

h-.

ïs associades a E com:

0 en altre cas

' 4 si tip(JS) = II*

3 si tip(E) = III*
2 sitip(£) = IV*,i:, 15

+ 2 y ) > 2 i + 2 !

0 en altre cas.

LEMA 1.1. Suposem p = 2, v e S. Donada c G N, c > 0 i .E una corba el·líptica
sobre K, existeix un model de We¿erstraJ3 v-minimal de E, satisfent alguna de les
següents condicions:

(i) ü(68) > c.
(ü) ^(òg) < c i u(í>s) ^ 0 (mod 4) sempre que 4u(í>e) > 3ü(6g) i 4i>(02) > u(fes)-
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DEMOSTRACIÓ:
Suposem v(68) < c, u(68) = 0 (mod 4) i 4u(66) > 3u(68), 4v(62) > u(68). De la

relació:

tenim també: 2^(64) > i>(68).
Sigui a £ K tal que 68 = a4 (mod Tr"^8)"*"1). Aleshores, fent el canvi de coorde-

nades r = a, obtenim un nou model de Weierstrafi minimal per a E amb

,

En els enunciats i demostracions dels teoremes que segueixen, utilitzarem el
següent model u-minimal per a E:

(1.3) y2 + a,\xy + a^y = x + a2x2 -f a4z + a&

on els coeficients a¿ vénen descrits pels models u-estàndard (veure taula 1) quan
tip(-E) T¿ II, 15, II*, I*, i en cas contrari vénen descrits pel següent lema:

LEMA 1.2. Suposem p = 2, u.€ S. Sigui E una corba el·líptica sobre K.

(a) Si tip(E) = II, I£, IP, existeix un model v-estàndard de E satisfent:
(al) u(68) ^ 0 (mod 4) quan: u(62) > ¿(d) + aE, u(í>e) = 8(d} + /3£ i 3u(òg) <

4u(6e)-
(a2) u(a4) > 3, u(a6) = 3 quan tip(E] = 1J.

(b) Si tip(E) = II, existeix un model v-minimal de E satisfent:
(bl) u(a3) > 2, v(a2) = 1, u(a4) > 3, u(a6) > 4.
(b2) u(68) =¿ O (mod 4J quan: u(62) = ¿(d), u(66) > 8(d) + 3, u(68) < 4è(d] i

(b3) u(66) ^ 3¿(d) quan: u(62) = ¿(d) i u(68) > 4í(d).

DEMOSTRACIÓ:
(a2) és conseqüència de l'equivalència:

»(A) = 6 <=>„(<>« -a2a<) = 3

(veure remarques (taula 1)).
Per a provar (b3), suposem u(6e) = 36(d). Sigui r € K t. q. u(6e + r262) > 3¿(<¿).

Fem la trasllació per aquest r per a obtenir el model desitjat.
Finalment, (al) i (b2) són conseqüència immediata del lema 1.1 1
Donada, doncs, la corba E amb model u-minimal (1.3), la corba Ex té el model,

no necessàriament minimal, següent:

(1.4) y2 =a: 3 +a 2 i 2 +a 4 i+4

17
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on
a2 = cí62 Og = 16d366

04=8^64 A'=212d6A..
Si v(d) = 0, sigui a 6 Ov t.q.:

1

1

1

1

1

1

1
•

1

1

1

1

1

1

1

1

¿S^(mod ,-'«-).

Aleshores, fent el canvi s = c^a, t — 4^030*, obtenim el següent model per a Ex:

(1.5)

on

TEOREMA 1.1.
ad 6 K*/K*\
v-minimal (1.3).

y2 + a\xy + a3y = i3 + a'2x
2 + a4x + a'6

t

uj = 2a\oc

.

a4 = 8d[a1a3(d - a2} + 2da4]
I - « / > j 2 r 2 / j 2\ i i

Gg ^ iDCt [G3ÍCÍ — Oi ) -f" 4uU6J

A' = 212d6A.

Suposem p = 2. Sigui v € S i x un caràcter quadratic, associat
ramificat a v. Sigui E una corba el·líptica sobre K, amb model
Llavors, es té:

(i) Siv(b6)-(3E < 6(d] < v(bi}-aE, ¿(d) ¿ v(b6)-f3E quan tip(E) = íí, JJ, 13*;
o si 2(v(b2) - OLE] < 28(d] < 3u(ò2) - u(66) + 3, posem:

íip(£x) =

v(b6) + 26(d) = i + 6/, 0 < i < 6. AJeshores:

II, IQ, ÍJ* segons i = 0, 2, 4 respectivament i hv = /.

(ü) Si 26(d) > max(3u(&2) - u(66) + 3, 2(u(ò2) - aE + 1)), aleshores:

(iii) Si v(d) =•
tip(E) = .

(iv) Si tip(E)
Aleshores

1

2

0, 6(d) < min(u(&2) — a#, u(6e) — 0E — 1)), 6(d} ^ u(62) quan
*, aleshores:

1
íip(£x) = tip(£), /i,, = -6(d).

¿t

= III, Iir, ü(d) = 1, ¿(d) < min(i;(62) - a£, u(66) - ̂  - 1).
es té:

18



I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

tip(£) hv

III
III*

III*
III

e
e+1

DEMOSTRACIÓ:
De les hipòtesis de (i) obtenim les desigualtats següents:

3i>(62) - ü(66) > 2¿(d) - 2

u(66) < max(<5(íf) + Sag — 1, <5(d) + PE}-

Si u(d) = O, torçant per x obtenim un model (1.5) satisfent:

ü(a¿) = 4e + u(66) + 2Jb + 1, on ¿(d) = 2(c - Jfc).

Posem u(6«) + 4e + 2fc = i + 6(1 + Jfc), t = O, 2, 4. Dividint per u = vl+k tenim:

v(a^u-3) > ^-^ v(A'«-12) = 12(e - fc - /) + v(A).
o

Si v(d) — 1, torçant per x obtenim un model (1.4) satisfent:

Dividint per u = TT' tenim:

v(a'6u-*) = i + 1

Si u(64) > '

Si ü(64) <

u(a;ií-
4) = (2: + 2 + e + 3u(64) - 2ü(66)).

o

i u /> » - 4 N ^aleshores v(a^u *)>

qualsevol cas, s'obté:

aleshores de 468 = 6265 — ̂ 4 tenim ü(64) = e H—^—- i, en

Finalment, v(a'2u
 2) > i

o

u(A'u~12) = lie + 6 + u(A) - 12/.
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Això prova (i).
De les hipòtesis de (ü) tenim:

«(a,)>3t,(fl1)-W + 2.

Si v(d) — 0, torçant per x obtenim un model (1.5) satisfent:

Dividint per u =

v(à'2u~2

v(a'3u~3

u(a2) = u(62) + 1k + 1, on 6(d) = 2(e - k).

- 7r«(«i)+*) obtenim:

) = 1 v(a'eu-6) > 4
) ^ 3 víA-u ) — 12c -j- u(A) — 12(u(di) — fc)

=: 6o(a) -\~ u(A) — 6u(o2).

Si v(d) •= 1, obtenim un model (1.4) satisfent:

Dividint per u =

Si tip(£) = I0

Si tip(£) ̂  I0

Finalment,

v(a'2) = v(b<2) + 1.

= Kv(a^ tenim:

v(a',u-2) = 1

v(a'±u~*} = 3e + 2 + u(64) - 2u(62).

i u(62) > 0, aleshores v(b6) = 0 i de les hipòtesis tenim:

aleshores es té 17(64) > v(a\) + 1. En qualsevol cas, ^(a^u^4) > 3.
-

v(a'6u~6) = 4e + 3 + u(66) — 3u(62) > 5

i v(A'u~12) = 12e + 6 + u(A) - 6u(62).

Això prova (ü).
En les hipòtesis de (iii) tenim necessàriament: tip(£) ^ IQ, li/, IV, IV*. Obtenim,

en torçar per x, un model (1.5) amb:

v(a() = e + v(ai)

\ > 2e + C*E + 1 en altre cas
v(a'3) - e + v(a3)

J4e + u(a4) si tip(E) = III, III*

\ > 5e + PE + 1 en altre cas

\ > 6e + /?£ + 2 en altre cas.

20
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Per tant, dividint per u = 2, obtenim un model minimal amb u(A'u 12) = f (A).

I Això prova (iii).
Finalment, en les hipòtesis de (iv), torcem per x i obtenim un model (1.4) amb:

I tV(ÜA¡ = 4e -f-

Dividint per u = Tre+aE, tenim:

• v(a'2u-2}>2-

I

• i de u(A'u-12) = u(A) + 6 - !2aE s'obté:

— hv = e + OLE

Això acaba la demostració |

I El teorema 1.1 descriu completament el comportament dels torcements qua-
dratics ramificáis en u G S, p = 2, quan E presenta un dels següents tipus:
lo, I,/, III, IV, IV* o III*. En particular, se'n desprenen els corol·laris següents:

I COROL·LARI 1.1.1.
En les hipòtesis del teorema 1.1, si E té reducció multiplicativa o bona reducció

m ordinària a v, aleshores:

v(a'J!tu~'1} = v(a^) + 2 —

va'u-6 > 5

I DEMOSTRACIÓ:
Es conseqüència immediata de l'apartat (ü) del teorema.

| COROL·LARI 1.1.2.
En les hipòtesis del teorema 1.1, si E té bona reducció supersingular a v, aleshores:

• (a) Si 26(d) > 3u(62) + 4, es té:

•

• (b) Si 26(d) < 3u(62) + 4, posem 26(d) = i + 6/, O < t < 6, favors:

tip(Ex) = II, I£, IF, segons i = 0,2,4 respectivament i hv = /.

1
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DEMOSTRACIÓ:
Es conseqüència immediata dels apartats (i) i (ü) del teorema 1.1,

condicions de supersingularitat (u(62) > 0, v(&e) = 0) 1
en imposar les

Anem ara a completar la descripció del comportament dels torcements quadratics
quan iip(E) = II, I*,, I* i II*, mitjançant els dos teoremes que seguidament enun-
ciem i demostrem.

TEOREMA 1.2. Suposem p = 2. Sigui u 6 S i x u11 caràcter quadratic, associat
a d € K* /K* , ramificat a v. Sigui E una corba el·líptica sobre K,
a v de tipus íí, í*, o íí* i model v-minimal (1.3) satisfent: 8(d) =
¿(d) < 1^(62) ~ aE- Llavors es té:

(i) Si 4<5(d) < 3u(68) - 4pE i 6(db*) = 0, posem:

4¿(d) -1- fa = i + 6/, 0 < » < 6. Aleshores:

tip(Ex) — ÍQ, ÍV, ÍV* segons i = 0, 2, 4 respectivament i hv =

(ü) Si 4¿(6266) < 4u(ò2) - u(68) + 2, 4<5(d) > 3u(68) - 4/3E i 4(6(
4/3# — 3u(68) + 2, posem:

~

4<5(d) -|- u(68) + 4^£ = t + 8/, 0 < t < 8. Aleshores.

íip(Ex) = ííí, ííí* segons i = 2, 6 respectivament i /iv = /.

(iii) Si 4¿(&266) > 4u(62) - u(68) + 2, 4<5(d) > 3u(68) - 4^£ i ¿(
3(<5(6266) - u(62) - 1) + PE, aleshores:

1
íip(E*) = F,, h, = -[¿(d) + V(6a) - «5(6266)].

2

(iv) En altre cas, posem:

4<5(d) — ¿(dòg) + /?£; = z + 6Í, 0 < i < 6. Aleshores.

íip(E*) = íí, ÍJ¡, ÍJ* segons z = 0,2,4 respectivament i hv = 1

DEMOSTRACIÓ:
De u(66 - a§) = 2e + w(a6) i u(66) = ¿(d) + /?£ es té: ¿(Ò6) = ¿(d)
En efecte, quan v(d) = 1 és clar, ja que u(òe) = ¿(d) (mod 2). Si v(

6(d) = 2(e — fc), aleshores u(6e — a|) = v(6e) + 2fc + 1, i el resultat
propietats del discriminant.

amb reducció
: u(66) - PE i

= /.

¿66) - ¿(d)) <

d66) - ¿(d) <

d) = 0, posem
segueix de les

Considerem el torcement quadratic de E pel caràcter associat a 6$, <lue denotarem
E*. Sigui hi el factor de correcció local de la fórmula dels discriminants minimals
corresponent a aquest torcement.
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Semblantment, denotem per JE?** el torcement quadratic de E* pel caràcter as-

I sociat a d&e, i sigui /i** el respectiu factor de correcció local. Aleshores, E** i Ex

són -FT-isomorfes i, per tant,

m

I

I

I
A més, de les relacions:

• 12/1*, = v(V(E\K)) + 66(d) - v(D(E*\
_ 12h*v*=v(D(E*\K))+66(db9)-v(D(E**\K))

s'obté:

• Considerem el següent model de Weierstrafi per a E*:

a -7\ 2 i * i * 3 i * 2.7) y +O1xy4-a3y = x + a2x

• # f * I

Aquest model s'obté de (1.4) en fer el canvi:

I 5 = 64, í = 46g, u = 2.

• Tenim, doncs, 6*. = 63^6, ^e = ^6 'l ^a desigualtat:

(1.8) 3u(6£) - ü(6J) = 3u(62) - u(66) > 2S(d) - 2 > 2¿(d66) - 3

' ja que 6(db<¡} < è(d).
Suposem, primer, 3u(6s) > 4u(66). De (1.8) i la relació:

* (1.9) 4Ò8 = 6266 - b\

tenim: 3u(64) > 2u(ò6) i u(A) = 2u(66).
Posem 3ó(d)-+ v(66) = t + 6/, O < » < 6. Llavors, tip(£*) = I0, IV, IV*, segons

i = 0, 2, 4 respectivament i fo* = /.
En efecte, de 36(d) + v(b6) = 4v(b6) (mod 6), posem:

23



il
I
I

Dividint el model (1.7) de E* per u = irr obtenim:

H V\CLiU~ J = ~ V[diUV I / - g

u(A*u~12) = u(A) - 2v(ò6) + 2i = 2t.I / * — 2"\ ^
U(QO^ /

3

Suposem 3v(0g) < 4u(6g). Pel lema 1.2 tenim que u(6g) ^É O (mod 4). Fem el
• següent canvi al model (1.7) de E*:

s = a ~ T' on

I

I a = O si u(020e) = 1 (mod 2) i
A ;>

i = O (mod 2).

• Obtenim, doncs, un nou model:

I

I

= x + a x + a

on

ai = 64

I , , , 2 ^2^6 2
a, = 0g — 645 — s = —• et

4

«3 - °6

a —- __ c/i
4 — —*Ü6*I

Observem que 2v(s) > u(og), amb igualtat quan u(6g) = O (mod 2), ja que de la
• relació (1.9) es té:

Q10Ï ¿(b b ï = í v(b2b6)-v(bs) + l si v(b8) = 1 (mod 2)
( ' } ( 2 6 ) \<v(bM-v(b8) si u(68) = O (mod 2).

™ D'aquí concloem:
U(a2) = u(^8 — 04-s — 52) > u(0g), desigualtat estricta quan u(6g) = O (mod 2).

I Si 4<$(Ò20e) < 4^(62) — v(og) + 2, en aquest cas per (1.10) hem de tenir necessària-
ment u(68) = 2 (mod 4). Posem:

I 4<5(d) + u(6g) = i + 8/, O < i < 8.

I

I

I
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Aleshores, tip(.E*) = III, III* segons i = 2,6 respectivament i h* = 1.

I En efecte, posem 2u(66) -\—^—- = - + 4r i dividim el nou model de E* per

u = Trr. Així obtenim:

I ,' -« , -« ,' -n>^H v I CL A \JL I "•* "™" • i/l Cto i* ï ^^^^ w . W4 *•" I rt ™ V * / •""•

¿

I

• ü

| Si 4<5(62ò6) > 4u(ò2) - u(68) + 3, llavors:

|
tip(£^*) = I*, /l* = ~[<5(d) + l>(&2) — ¿(^2^6)]-

2

W, y v^v() / ~ \ V O / ^ ^v

fc
u-

12) = ü(A) - -4r^ + 3¿.

I En efecte, en aquest cas u(a2) = u(62í>e) — 6(¿>2&e) + 1- Dividim per u = •rr'sW
i obtenim:

I v(a'2u-*) = 1

—4 ^(^s)u(a4u~ ) > — 2u(o2) + 2o(62Ò6),

I amb igualtat quan v(b%) = O (mod 2),

I víb·yU j — ̂ (o2os) ^ 2

I u(A*u~12) = u(A) + 6<5(626e) — 6u(62).

• A més, de ^(a^u"3) — ̂ (a^u"4) = v(u) — v(s) deduïm (veure taula 1):

_ ( 4u(66) - 3v(68) si v(68) = 1 (mod 2)

• V~ \ u( í> 8 )+46(fe 26 6 ) -4u(6 2 ) -4 si v(68) = 2 (mod 4).

Finalment, torcem E* per d&g-

I Si u(6gií~6) > 6(dbe} + ¡3Ef + 1, aleshores de (1.8): t^òju"2) > ¿(<i66)+ a£;., amb
desigualtat estricta quan tip(£?*) = I*. Per l'apartat (iii) del teorema 1.1 tenim:

I
• 25
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i de (1.6) hv = h*.

I Si u(&*;U~6) < è(db&) + PE*, de nou per (1.8) estem en les hipòtesis de (i) en el
teorema 1.1. Per tant, posem:

• v(b*&u~*) + 2S(db6] = t + 6/, 0 < t < 6.

_ Aleshores tip(£**) = II, I*,, II*, segons i = O, 2, 4 respectivament i /i** = / . .De

I (1.6) i h*v = ~[6(d) - v(b6)} + v(u) tenim hv = ~[3¿(d) + v(b6) - 6(db&] - i\.

I

I

I

*w w

Així obtenim, en cada cas, les condicions del teorema I

I TEOREMA 1.3. Suposem p — 2. Sigui v 6 T, i E una corba el·líptica sobre K amb
model v-minimal satisfent: i>(62) < 2e + 1, u(6e) > 4. LJavors es té:

| (i) Si u(66) < 3u(62), 3u(68) > 4u(66) i ¿(Me) = O quan u(68) < u(62) + v(b6),
posem:

• 3u(62) + ü(66) = i + 6/, O < z < 6. Aleshores:

• tip(£*) = IQ, IV, IV* segons i = O, 2, 4 respectivament i /i* = /.

(ü) Si u(6e) > 3u(62), u(&g) ^ 4^(62), aleshores:

I /i*=u(62) i íip(E*) = Í0, ív, segons u(68) = 4t;(62) o u(68)>4u(ò2), respectivament.

• (iii) Si ü(68) = 2 (mod 4J, v(68) < min(4u(62), u(66) - ü(&2)), 3u(68) < 4v(b6] i
4<5(6266) < 4t>(66) - 3u(68) + 2, posem:

™ 4u(62) + u(68) = i + 81, O < i < 8. AJeshores:

I

(iv) Si <5(6266) ¿ O, v(
• 3u(68) + 3, posem:

tip(E*) = ÍIÍ, 111* segons i = 2, 6 respectivament i /i* = /.

O < i < 6. AJeshores:
•

tip(£*) = II, JQ, II*, segons i = O, 2, 4, respectivament i h* = /.

I On E* denota el íorcemení quadratic de E pel caràcter associat a 62
 J

/i*, e] factor de correcció Jocai de la fórmula dels discriminants minimals
m corresponent.

26



I
I
I

DEMOSTRACIÓ:
• Considerem el següent model de Weierstraü per a E*:

(1.11) y2 + a\xy + a*3y = x3 + a*6

on
a* = 62 Û6 = W

| a*=M 4 A' = (62)6A.

Aquest model s'obté de (1.4), en fer el canvi:

I S = ¿2 t — 4¿2&4 U = 2.

I Suposem, primer, i>(6e) > 3u(62), w(6g) > 4u(62); dividint el model (1.11) per

|

u = TTv(b obtenim:

u(ò^-2) = 0 v(a*6) = v(b6) -

I on v(A) = 6u(62) si u(68) = 4u(62)-
Això demostra l'asserció (ü).
Suposem u(&e) < 3u(&2) i u(&s) ^ ^(62) + u(6e)- De la relació:

• (1.12) 468 = Ò266 - bl

I tenim: v(b±) = 1^(62) + w(66) i u(A) = 2u(66). Posem:

3u(62) + u(66) = z + 6 / , 0 < i < 6 .

~ Dividint (1.11) per u = TT' tenim:

.

• Per tant, tip(-E*) = IQ, IV, IV*, segons i = O, 2, 4, respectivament.
Suposem, a partir d'ara, u(&s) < min(4i>(02), 1^(62) + v(&e))- Fem el següent canvi

I al model (1.11) de E*:
M4t - a -- __? on

a = O si u(6266) = 1 (mod 2) i

I

I

I
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Obtenim, així, un nou model:

1

1

|̂H

1

1

1

1

••

|
•i

1

|̂
H

1

1

1

on

_

y + fljxy -f- d$y = x -{- CL±X -\- ag,

1 = 02 < = -*62
í,3 L

». t i O* «' 1,21. 4L L *2 2 "6 ^.2
Ug — f2v4 "' ^t U6 — U2uti ti»2u4 i/ — et .

De 2u(64) > u(£>8) i del fet que:

( v(b2b6) - v(bs) + 1 si u(68) = 1 (mod 2)

1 < «(6266) - w(6s) si v(68) = 0 (mod 2)

tenim v(a'6) = vfâbs — b^t — t2) > 2u(62) + u(ò8), amb desigualtat estricta quan
u(68) = 0 (mod 2).

Concloem,

amb igualtat
Si 3u(68) >

i de la relació

Posem 3u(62)
Dividint el

per tant:

quan v(bs) = 0 (mod 2).
4u(Ò6) i ^{b^be} = 0, de la desigualtat:

(1.12) tenim:

2u(64) = ü(62) -f u(66) < 4u(62) .

v(a'3) = v(b2) + v(b4)

i v(A') = ü(A) + 6u(62) = 2u(66) + 6u(62).

+ u(66) = t + 6/, 0 <i < 6.
nou model de E* per u = TT' obtenim:

v(cL>iU~3} = — i)fa«u"~6) > iV *J / rt V D / — —

Això completa la demostració de l'asserció (i).
Si 4u(66) > 3u(68), u(68) = 2 (mod 4) i 4<5(è26e) < 4v(6e) — 3t>(68) + 2, posem: j
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Dividint per u = TT' obtenim:

_4 t / u _ 2 2 + ¿
v(a*u ) - 2 v( 2U ) - 4

v(a6u ) _ — v( 6u ) _ —

i u(A'ií~12) = u(A) 7- — - + — . D'aquí es desprèn l'asserció (iii) del teorema.
¿a £

Finalment, si:

4<5(6266)>4u(66)-3i;(68) + 3, ¿(Me) ¿ 0

posem: 3u(62) + v(6e) — ¿(&22>6) = i + 6/, 0 < i < 6, i dividim per u = TT', obtenint

t,(«iu-«)=ï + l . «(*,«-•)> 2 + ¿

v 4 y ^~* £* V 2 / ~^ o6 3

i u(A'u~~12) = u(A) — 2u(6e) + 26(626e) + 2i.
Això prova la darrera asserció del teorema 1

COROL·LARI 1.3. Suposem p = 2. Sigui u € S i x un caràcter quadratic, associat
a d € K* / K* , ramificat a v. Sigui £ una corba el·líptica sobre K, amb reduccic
a v de tipus í£ i mode] u-minima] (1.3) satisfent: 8(d] = v(b2) i 8(d) < u(í>e) — 3
Liavors es te':

(a) Si 8(db2) = 0, aleshores:

tip(Ex) = tip(E*) i hv = h;.

(b) Si 6(dò2) • <5(ò26e) 7^ 0, 46(626e) > 4u(6e) — 3u(68) + 3, 4<5(d) > max(u(68)
4(u(68) — ̂ (òe))), aJeshores:

(bl) Si 3¿(<¿62) < min(36(626e) — 3, 36(d) — u(6e) + ^(^2^e) + PE* ~ 3a£« ) es
té:

íip(£/x) = íip(£*) i /i = /i*.

(b2) Si 6<5(dfe2) > max(96(d)-3t;(66) + 9, G8(d)-2v(b,} + 28(b2b,) + 2(0E. -
GE* +1]) es té:

1
tip(í/x) = J^, /iv = ¿(d) — ^:^(db2}.

2

(b3) Si ¿(d62) — ¿(626e) i 3¿(d) > 2¿(626g) + f (&e) ~ /^E* ~H Sag» aleshores:
(b3.1) Si 3u(68) > 4v(66) i Í(d66) = 0, posem:

36(d) + v(66) = ¿ + 6/, 0 < ¿ < 6. Es té:
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tip(Ex) = ío, JV, IV*, segons i = 0, 2, 4 respectivament i hv — 1.
(b3.2) Si 3u(68) < 4v(06), 4¿(d) > 4¿(fe266) + w(58) — 2 i4¿(doe) < 4u(06) —

3ü(os) + 2, posem:

4[£(d)-f /?£.] +u(68) = i + 81, 0 < i < 8. Es té:

tip(Ex) = III, HI* segons i = 2, 6 respectivament i hv = 1.
(b3.3) Si 3u(68) < 4v(66), 4¿(<í) < 4¿>(¿>2&6) + v(bs) - 3 i ¿(d&6) < u(66) +

3[¿(6266)-¿(d)-l], esté:

2

(b3.4) En a/tre cas, posem:

38(d} + v(b6) - 6(db6} = ¿ + 6/, 0 < i < 6. Es té:

íip(Ex) = II, I*,, II* segons i — 0, 2, 4 respectivament i hv — 1.
(b4) En aJíre cas, posem:

3¿(d) + v(b6) - S(db2) = i + 6/, 0 < i < 6. Es té:

íip(Ex) = 11, IQ, II* segons i = 0, 2, 4, respectivament i /iv = /.
(c) En aJíre cas:

(el) Si 2<5(d62) > 3<5(d) - v(b6) + 3 es té:

1

tip(Ex) = I*,, hv - 8(d) - -<5(<#>2).

(c2) Si 46(d62) < mm(4u(66) - 3u(68) + 2, 4¿(d) - u(fe8) + 2) posem:

4¿(d] + v(bs) = i + 8/, 0 < i < 8. Es té:

íip(Ex) = III, III* segons i = 2, 6 respectivament i hv = 1.

(c3) En aJíre cas, corn en (b4).

DEMOSTRACIÓ:
De u(62 — c t j ) = 2e + 1 i u(62) = <5(d) es té:

í(6,) = í(d).

En efecte, quan u(d) = 1 és clar. Quan u(d) = 0 posem 6(d) = 2(e — k), aleshores
u(62af) = u(62) + 2fc + 1 i apliquem les propietats del discriminant.
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Denotem per E** el torcement quadratic de E* pel caràcter associat a d62, i
sigui /i** el corresponent factor de correcció local de la fórmula dels discriminants
minimals. Aleshores:

tip(£**) = tip(Ex) i, de les relacions:

12h*v = vCD(E\K)) + 6¿(d) - v(D(E*\K))
12C = v(V(E* \K)} + 6¿(d&2) - v(D(E" \K}}

obtenim:
1

" 2
Es té també, (vegi's demostració del teorema 1.3)

h*v = v(u).

Per a ¿>(d62) ^ 0, obtenim les condicions del corol·lari, aplicant el teorema 1.2
subcàs (b3) i el teorema 1.1 en els altres casos.

§3. Determinació de i/ quan iip(Ex) = I*. La fórmula dels conductors.

Suposem p = 2. Per a u € S, sigui x u11 caràcter quadratic, associat a d

al

e
K* /K* , ramificat a v. Sigui E una corba el·líptica sobre K amb model u-minimal
(1.3). Suposem que es satisfà alguna de les següents condicions:

A. 26(d) > max(3u(62) - u(66) + 3, 2(u(62) - aE + 1)).
B. tip(E) = I*,, i/' senar, v(d) = 0, ¿(d) < min(u(62) - 1, u(66) - 3).
C. tip(£) = II, i;, ir, 6(d) = v(b6)-pE, ¿(d} < v(b2)-aE, 46(6266) > 4u(62) —

ü(68) + 2, 4í(d) > 3u(68) - 4^£ i ¿(d66) - ¿(d) < 3(6(ò266) - V(Ò2) -l} + j3E.

Aleshores, pels teoremes 1.1 i 1.2 tenim:

tip(^) = i:-
Anem a calcular t/, en cadascun dels casos A, B i C.í 7

Considerem el següent model u-estàndard per a Ex:

(1.13) y2 + a\xy + a^y = x3 + a^x2 + a^x + a*6

(u(a*) descrites a la taula 1).
Per un càlcul senzill es té:

(1.14) u(6*) = i/ + 4,
\ / \ O / *

(1.15). u( A*) = 1̂  + 2^(62) + 4, quan u > 2^(63) -2.

A.O Suposem que es satisfà la condició A i u(d) = 0.
Existeix un model de Weierstrafi minimal de E amb les propietats:

(1) v(b6) £ 0 (mod 4) quan: 4u(66) > 3u(ò8) i 4u(62) > u(68).
(2) u(a6) = 1 (mod 2) quan: v(66) > ü(o6) + ¿(d) - 1 i u(a6) < 3u(62) - ¿(d).
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En efecte, la propietat (1) és conseqüència immediata del lema 1.1, ja que v(bi ) <
8(d). Per a la propietat (2), suposem u(&e) > v(aG')+8(d) — 1, u(ae) < 8^(62) — 8 (d) i
u(ae) = 0 (mod 2). Fent una trasllado per í, podem aconseguir: v(aç —í 2 ) > f(ae),
i de 2^(03) > u(a6) + ¿(d) — 1 tenim:

v(a6 - ta3 - í2) > u(a6).

Aquest procés té un nombre finit de passos ja que v(aG) està acotat.
Notem que aquest nou model de E continua satisfent la condició A.
Obtenim un model minimal per a Ex (vegi's demostració del teorema 1.1) dividint

el model (1.5) de Ex per u = Tr"^01^*, on 8(d) = 2(e — k}. Tenim, doncs, u(62

u(62u-2) = 8(d).
Sigui r € Ov tal que:

M = li«- + W + Sr»íi.-' + r«í4«-' + 3r\

Quan r = 0, posarem u(r) = +00.
A. 0.1 Suposem u(6e) > 3u(Ò2)5 u(a6) > 8^(62) — ¿>(d) + 1. Llavors,

V«=*(A)-«. ( t>) + 4(í(d)-l).

En efecte, si u(a4) > 2u(62) - 8(d) + 1 tenim i> > 2u(62) - 2 i aplicant (1
obtenim el resultat.

Si u(a4) < 2^(62) — 8(d] + 1 aleshores:

u(a4u~4) = u(a4) + 2(6(d) — v(b2))

v(a'6u~6) > 2v(a'^u~'1) — 1 i, per tant,

i/ = 2u(a4u"4) - 4 = 2u(a4) - 4u(62) + 4(6(d) - 1).

Finalment, el resultat s'obté de les relacions:

u(6g) = 2u(a4)

A. 0.2 Suposem u(í>6) < 3i>(í>2), ^(65) < ^(ae) + 8(d). Llavors,

i/ = t>(A) - 6v(62) + 4(6(d) - 1).

En efecte, de u(a'6u~6) = u(66) - 3u(62) + 2í(d) + 1 tenim:

«(«iu-XxniníMaiu-^MaX*)-!),
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Per tant:

• 4w(r) =

Si u(68) < 2(u(66) - «(62)), llavors:

I v(6J) = v(b'su~8) = v(b&) - 4u(62) + 45(d)

I i w(A) = v(b*bs).
Si u(68) > 2(u(66) - v(62)), llavors:

• I v(6J) = 4ü(r) i v(A) = v(6g).

I
En els dos casos apliquem (1.14) per a obtenir el resultat. El cas u(6g) = 2(v(ò6) —
u(62)) s'evita en el nostre model minimal.

A.0.3 Suposem v(66) > u(a6) + ¿(d) - 1, t>(68) < 2u(a6) - 2u(62) + 26(d) - 3,
aleshores:

i/ = u(A) - 6u(62) + 4(5(d) - 1).

En efecte, de v(a'6u~6) > u(as) - 3u(62) + 35(d) tenim:

4v(r) > 2u(a6 ) - 6u(62 ) + 65(d) - 2

i ü(&$) = u(68u-8), amb v(A) = u(6|68).
A.0.4 Suposem v(be} > v(ae) + S(d) — 1, v(a$) < 3u(62) — 8(d) i u(68) > 2t!(ae) —

2t>(62) + 25(d) - 3, aleshores:

v = 2v(a6) - Qv(b2) + 6(6(d) - 1).

En efecte, de v(a'6u~6) — u(ag) — 3u(62) + 36(d) i u(68) = v(ala$ — a\} tenim:

v(a'6u~6) <

i, per tant,
4u(r) = 2u(ae) - 6u(62) + 66(d) - 2,

on en el nostre model u(a6) = 1 (mod 2). Finalment es té:

A.0.5 Suposem u(6«) = v(a6) + 8(d] - 1, v(a6) < 3u(62) - 6(d), u(68) > 2u(a6)-
2u(62) + 2<5(<á) - 3, aleshores:

Si 26(d66) < 2u(66) -

i/ = v(68) - 4u(62) + 4(5(d) - 1).
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Si 28(db6] > 2v(b6) - 2u(62) - v(bs) + 28(d):

v = u(A) - 6u(62) + 2(3¿(d) - 8(db6) - 2).

En efecte, la igualtat u(&e) = v(a6) + 6(d) — 1 implica v(a6) = 1 (mod 2)
el subcàs anterior, es té v(bg) = v(a\a$ — a2).

Considerem el model (1.5) per a J5/*, on ara escollim a Ç. Ov tal que:

CL zzz Oi [ 1Ï1OU 7T )

JL — / \2/ j 26~é( dfrg )"4" vid &6 ) \
CtOfi = ( 030; J (mod 7T J.

Tenim, doncs,

u(4) = v(16d2(dbe - (a3a)2)) = v(66) - 6(db6) + 6e + 1,

si ¿(d66) ̂  0. Per tant,

4u(r) > 2u(ò6) - 6u(62) + 66(d) - 2¿(d&6), si ¿(d66) ̂  0

i d'aquí, si 26(d6e) < 2u(6$) — 2u(62) — ̂ (fes) + 28(d) es té: ^(63) = v(b'au'
Si 2¿(d66) > 2v(b6) - 2u(62) -.v(ò8) + 2¿(<¿), tenim

5(d66) ̂  0 i u(a'6u~6) < min(2u(a3u~3), 2u(a^u~4) - 1).

Per tant, 4u(r) = 2u(66) - 6u(62) + 68(d) - 26(db6) i 'v(6J) = 4u(r).
Finalment, de 6(d66) < 8(d) tenim u(68) > 2(u(è6)-u(62)) i d'aquí u(A)
A la taula 2, donem un recull de tots els resultats en el cas A.O.
A.l Suposem que es satisfà la condició A i v(d) = 1.
Escollim un model minimal de E que satisfaci: u(fes) ^ 0 (mod 4) si:

3u(6g) i 4u(62) > v(bs). L'existència d'un tal model és immediata a partir
1.1.

i, com en

-8).

= 2ü(66).

4u(66) >
del lema

. Obtenim un model minimal per a Ex (vegi's demostració del teorema 1.1) dividint
el model (1.4) de Ex per u = irv^ai^. Sigui r € Ov com en el cas A.O.

A. 1.1 Suposem u(í»e) > 3i>(62), aleshores:

, = v(A)-6v(i,2) + 4W)-l).

En efecte, en aquest cas tenim i/ > 2^(6^) — 2, on u(62) = 8(d] i aplicant (1.15)
obtenim el resultat.

A. 1.2 Suposem u(66) < 3u(62), v(b6) = 0 (mod 2). Aleshores:

i/ = v(A) - 6u(62) + 4(5(d) - 1).
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En efecte, de u(aeií~6) = u(&e) — 3u(62) + 4e + 3 tenim:

4u(r) >

I Si v(bs) < 2u(66) - 2u(&2) aleshores u(6£) = u(6gu~8) i v(A) = v(b¡68).
Si v(o8) > 2u(66) - 2u(62) aleshores de v(a'6v,-6) < 2v(a'4u-*) - 1 tenim 4u(r)

2u(66) - 6u(62) + 4£(d) i v(òj) = 4v(r), amb v(A) = v(ig).

I El cas u(&s) = 2u(6e) — 2u(62) no es dóna en el nostre model.
A. 1.3 Suposem t>(í>e) < 3u(62), v(&e) = 1 (mod 2). Aleshores:
Si 26(db6) < 2ü(66) - 2u(62) - v(b8] + 26(d):

M i/ = v 6

• S

v = w(A) - 6u(62) + 2(3í(d) - 6(d66) - 2).

™ En efecte, fem el següent canvi al model (1.4) de Ex : t = 4da, on

| db6 = a2(mod )rae^(«.)+.(«i))i

^ Tenim, doncs:

• v((a¿ - t2)u-6) = u(66) - 3u(62) - 6(db6) + 6e + 4, si ¿(dò6) ̂  0.

• A partir d'aquí es procedeix com en el subcàs A. 0.5.
B. Suposem que es satisfà la condició B. Aleshores:

Si 26(d) > i/ + 3 : v = 2(i/' - ¿(d) + 1).

• En efecte, prenem el model u-estàndard per a E (vegi's taula 1). Obtenim un model
minimal per a Ex (vegi's demostració del teorema 1.1) dividint el model (1.5) de

I Ex per u = 2. Sigui r € Ov com en els casos anteriors. Tenim:

v(4u-«) = v(6.) - 6(d) + 1

I v(a'4u-4) > v(a'3u-3) + 1

u(agu~6) < 2u(a3U~3), per tant,

4u(r) = 2u(66) -

. 36
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Si v(i>e) > 26(d) llavors v(68) = v(68).

I Si v(66) < 26(d) llavors v(68) = 4v(r).
C. Suposem que es satisfà la condició C.
Sigui E* el torcement de E pel caràcter associat a 65- Hem provat a la de-

lí mostració del teorema 1.2 que tip(£1*) = I*,, amb model v-estàndard obtingut en
™ transformar el model (1.7) per s = — i u = 7r2( t>(6a6«)~ í(6z6«)) i t/ donada per:

| , _ f 4v(66) - 3u(68) si u(68) = 1 (mod 2)
V ~ \ v(68) - 4v(62) -(- 4(¿(6266) - 1) si v(68) = 2 (mod 4).

• Sigui E** el torcement de E* pel caràcter associat a db&. Tenim, doncs, v(Ex] =

"(£**)•
• C.l Suposem u(68) = 1 (mpd 2). Aleshores:

I + ó : v =

• Si 6(db6] — 4<5(d) > 4/3E — 3v(68) + 3 : v = 2(4é(d) — 3u(&8) — 6(d66) + 4/3^ -f 1).

I En efecte, només cal aplicar el resultat del cas B a E**.
C.2 Suposem v(68) = 2 (mod 4). Aleshores:

Si 6(db6) - 6(d) < <5(6266) - u(62) - ^-^ + PE-

I
v = v(68) - 4v(62) + 4(é(6266) - 1).

* Si

I v — 28(d) + 6<5(6266) - 26(db6) - 6u(62) + 2/3s - 4.

I En efecte, considerem el model v-estàndard de E*. Obtenim un model minimal per
a Ex dividint el model (1.5) de E** per u = 2. Sigui r € Ov com abans, és a dir,
la trasllació de x que ens passa de l'anterior model minimal al model v-estàndard

• de Ex. Llavors tenim:

u-*} = v(b6) -

> 2v(66) - 6u(62) + 6<5(ò266) - 26(db6).

I Si v(68u~8) < 2u(66) - 6u(62) + 6<5(6266) - 2¿(d66) aleshores u(6*) = v(68u-8).
Si v(68u-8)>2v(66)-6v(62)+6(5(6266)-2¿(d66) aleshores v«u-6

1, 4u(r) = 2v(66) - 6u(62) + 6<5(6266) - 2S(db6) i v(6J) = 4u(r).

I
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REMARQUES:

(1.1) Si tip(E) = I0, !„, Ill, IV, III* o IV* i es satisfà la condició A, aleshores:

v..

aquesta igualtat surt clarament en aplicar A.O, A.l a cadascun dels tipus
esmentats.

(1.2) El coneixement de v en els casos A, B i C, ens permet calcular-la també
en tots els altres casos, els quals es poden presentar quan tip(E) = I*/ i
6(d) < u(62), 6(d) < u(66) - 3. Un camí és:
(i) Si ¿(d) = u(62), apliquem el teorema 1.3, per a classificar E* i tot seguit

els algorismes A, B o C al torcement de E* per c?62.
(ü) Si 6(d) < u(&2) (i v1 és parell), donem dues opcions:

(a) Prenem un model minimal de E que compleixi les propietats següents:
(1) u(68) ^ 0 (mod 4) quan: 4u(66) > 3u(68) i 4u(62) > v(68).
(2) w(ò6) ̂  3u(62) quan u(68) > 4u(62).
Un tal model sempre existeix, pels lemes 1.1 i 1.2, ja que ^(62) <2e + l.

Ara estem en condicions d'aplicar el teorema 1.3 i procedir com en (i).
(b) Considerem el model u-estàndard de E. És un càlcul senzill veure que,

si 2ó(d) ¿ 2u(66) - v(6s) es té:

v = 2(u(66) - 6(d) - 2) quan 28(d) > max(2u(66) - t>(58),

v = v' en altre cas.

En particular, quan 2S(d) < i/' + 4 tenim v = v' .
Finalment, en el cas 26(d) = 2u(&e) — u(68) procedim com en (a).

La fórmula dels conductors.
Sigui E\K una corba el·líptica definida sobre K amb discriminant minimal

V(E\K] i conductor geomètric J\f(E\K] (cf. [Og3], [STN]). Per un caràcter quadratic
X, considerem la corba el·líptica Ex amb discriminant minimal T>(EX\K) i conduc-
tor geomètric Af(E*\K).

Donat u € S tenim,

/„ = v(V(E\K) + l-mv

fx = V(T>(E*\K) + l-mx.

On notem /„ = v(M(E\K))t fx - v(M(E*\K)} i mw, mx denoten el nombre de
components irreductibles (llevat de multiplicitats) de la fibra especial del model
u-regular, u-minimal de E, Ex, respectivament.
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A partir de la relació entre els discriminants minimals d'ambdues corbes, hom pot
donar, doncs, una relació entre els conductors geomètrics respectius que, localment,
es podrà escriure així:

f * _ f — fWTV Y\\ 4- m — m* — 1 9hjv jv — \ju{LS{s\. j j i- inv — iii>v i¿-nv.

EXEMPLES:

1) Quan la fórmula de Silverman (1.1) sigui certa & v (és a dir, per hv =
tindrem:

2) Si x és no-ramificat a u, aleshores:

f * — fJ v — J v-

3) Si p T¿ 2 i x és ramificat a v, aleshores de la proposició de la pàg.
tenim: /* — fv = 0, llevat quan tip(E) = lo, li/, I*., I*.- En aquest
/ * — fv = 2, 1, —2, —1, respectivament.

4) Suposem p = 2 i x ramificat a v. Obtenim fx — fv dels teoremes 1.1,
1.3, el Corol·lari 1.3 i el càlcul de ra£ (quan tip(Ex) = I*).

(4.1) En les hipòtesis del teorema 1.1 (i) tenim:

/í-/.-2í(d) + m.-a<ò.)-l.

= 0)

15
cas

1.2,

(4.2) En les hipòtesis del teorema 1.1 (ü), quan tip(JE) = I0, !„, III, IV, III*,

1 '

1
1
ü

1

1

1

1

1

1

IV*, tenim:j

f f - f v = 2ó(d) + mv-v(&)-l.

(4.3) En les hipòtesis del teorema 1.1 (iii), amb 28(d) < i/ + 4 si tip(£) =
tenim:

/*-/» = o.
(4.4) En les hipòtesis del teorema 1.1 (iv) tenim:

fí-f.-o.
(4.5) En les hipòtesis del teorema 1.2 (i) tenim:

f -26(d) si i = 0

" 1 -26(d) + 2 si t = 2, 4.

(4.6) En les hipòtesis del teorema 1.2 (ü) tenim:

«-/-. 2 -«--ft W-

39
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(4.7) En les hipòtesis del teorema 1.2 (iii) tenim:

/v* - /v = 66(6266) + WE - 6u(62) - v - 4

on v ve donada per C.I, C. 2 (vegi's pàg. 37).
(4.8) En les hipòtesis del teorema 1.2 (iv) tenim:

En les taules que segueixen, explicitem per a v G S, p = 2, e = 1, per a un
caràcter quadratic x ramificat a v -amb v(d) = O a la taula 3 i amb v(d) = 1 a
la taula 4- i per a una corba el·líptica E amb model u-minimal (1.3), el tipus de
reducció de Ex així com les relacions locals entre els discriminants minimals i els
conductors geomètrics de E i Ex.
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Taula 3 (cont.)

tip(E)

IV

III'

ir

v(62) = 2

t;(62) > 2
v(b2) = 2

v(b2) > 2

v(b6) > 6

,.(h-\ «v(oe) — o

S(db6) = 2

6(db6) = 0

tip(EX)

I'0

It (v=2)

III*

¡t (v=3)

ir

ir

k

hv

i
i

i
i

i

i
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v(V(Ex)) - v(D(E)}

0

0

0
0

0

0
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ÏÎ J111

IV

n/*1 V

T T T*111

ï ï*1 1

i>(62) = 0

v(62) > 0

v(66) = 2

,,(h*\ — Tv\°6) — «

v(66) = 2

t l f / l - ï v, 0(;VU6/ •* *"

v(b2) = 2

w(62) > 2

w(62) = 2

t)f/>o1 ^> 2

v(i2) = 2

t i f / M Ï s. 9

tip(E

v(b2) = 2

- j^ /v-^ --> 0

w(6j) = 2

«(62) > 2

w(66) = 6

w(66) > 6

u(66) = 6

n(h*} 7v\°6) — <

)

w(68) = 2

?jf/)o^ ^ 9

6(d66) = 2

fi(fíh^\ n

Taula .<

5(d66) = 2

6(d66) = 0

«(68) = 9

w(68) > 9

1

<ap(^x)

^ (v=8)
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/O
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Taula 4(cont.)

IXJo

/»Ji/

t>(62) = 2

7)f/>^ ^> 9

v(6a) = 2

,,(hn\ "\v\°2) — «>

w(66) = 4

tiffed *>v\°6) — «

w(66) = 4

nf/i 1 fiv^°6j — 0
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CAPITOL II. CORBES EL·LÍPTIQUES D'INVARIANT j FIXAT I
BONA REDUCCIÓ.

Sigui K un cos de nombres. Podem descriure el conjunt de totes les corbes
el·líptiques definides sobre K, de la següent manera:

Per a cada j 6 K, j ^ O, 1728, considerem la corba el·líptica Ej, donada per la
següent equació afí de Weierstrafi:

j -1728 j -1728

amb j ( E j ) = j . Sigui Ell(j) el conjunt de totes les corbes el·líptiques que tenen el
mateix invariant j . Aleshores Ell(j) = Twist(.Ej) és un espai homogeni principal
sobre H1 (G K, Aut^-))^1^, 2/22) £ K*/K*\ És a dir, cada corba el·líptica
sobre K (amb j ^ O, 1728) és un torcement quadratic d'alguna Ej i ve, per tant,
parametritzada per la parella: (j € K, d € K* /K* ).

Considerem, ara, el següent problema:

Sigui Ells — {corbes el·líptiques sobre K amb bona reducció fora de S]

on 5 és un conjunt finit de primers finits de K. Com es pot descriure el conjunt
Ells mitjançant els paràmetres (j, d)?.

Es molt senzill veure que el conjunt de corbes de Ells amb invariant j fixat és
també un espai homogeni principal, però, sobre la cohomologia no-ramificada fora,
de 5. Tenim, doncs, que el conjunt Ellsr\Ell(j) és buit, o bé, si E € Ellsr\Ell(j),
tots els elements restants són torcements de E per caràcters quadratics no-ramificats
fora de 5. Per tant, el problema plantejat es redueix a detallar el següent conjunt:

Js = {j € K : existeix una corba el·líptica E\K amb bona reducció fora de S

El procediment que utilitzem per a la descripció de Js comprèn un estudi previ del
problema en el cas local.

Observem que, fixat u € S, podem descriure el conjunt de corbes el·líptiques sobre
el cos Kv com abans. El mateix podem fer amb el conjunt de corbes el·líptiques
sobre Kv amb bona reducció (a v). Però, ara, la cohomologia no-ramificada és
isomorfa a 2/22. Per tant, per a cada j € Kv(j =¿ O, 1728) hom té cap, o bé dues
corbes el·líptiques sobre Kv amb bona reducció i invariant modular j .

§1. El problema local.

Donada una valoració v E £, es defineix J (v) com el conjunt dels j G K tais que
existeix una corba el·líptica E, definida sobre K, amb j (E) = j i bona reducció a
v.

45



I
I
I

REMARQUES 2.1:

2) Donada j £ Ov, sigui E una corba el·líptica amb j (E} = j . Aleshores són

•

equivalents:
(i) j € J(«).

(ü) Existeix un torcement de E amb bona reducció a, v.
M (iii) Existeix D G K* ¡K*" ', n = 2, 4, 6, tal que ED té bona reducció a v.

Si A£ és el discriminant de E i j ^ O, 1728, tindrem com a conseqüència:

I V(AE) = 0 (mod 6)

• [vegi's Capitol 0].

Considerem, per j ^ 0, 1728, la corba el·líptica j£j, donada per la següent equació
I , de Weierstrafi afí:

54j

Aleshores es té:

• .) = 612 • — 4
(j - 1728)3

• De les remarques 2.1, hom obté, així, una condició necessària per a j 6 J (v):

v(j)>0, u(A(£j-)) = O (mod 6)

| o, equivalentment:

(2.2) v(j) > O, v(j) = 0 (mod 3), v(j - 1728) = O (mod 2).
•

Per a p ^ 2, 3, aquesta condició resulta ser suficient, cf. [Se- Ta], [Neum].
• Tenim, doncs, una descripció senzilla de J(v) per a p ̂  2, 3.

EXEMPLES 2.1:

| 1) Sigui E la corba el·líptica definida per la següent equació de Weierstrafi afí:

36 1I E : y2 +xy - x3 -
'

I

I

I
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Es té:
-,'2

I
I
I

Per tant, donats v 6 S, j 6 K amb u (j) = u(; - 1728) = O, E té bona
• reducció a u, és a dir, j 6 ./(u)-

De fet, la corba E j resulta ser isomorfa a E~l.
_ 2) Per p — 3, v € E, donem tres corbes el·líptiques amb invariant j satisfent
• (2-2), però, en canvi, j $ J(v):

3 \3/Q T
(a) K = Q(v/3), E : y1 = x3 - —z - £ amb ¿(E) = -3226. Fent el

1 4 2
canvi it = v/3, r = v/3(v/3 — 1) tenim, per l'algoritme de Tate, que
tip(E) = IV. Per tant, j $ J(v] (vegi's Cap. I, pàg. 15).

| (b) K = Q(v/3), E : y2 = x3 + 9x + 3v/3 amb j (E) = ^-j-, j - 1728 =

3326_

I

-- — . Fent el canvi r = — \/3, tenim que tip(£) = II*. Per tant,

J Í J(v}.

(c) K = Q(x/3), E : y2 = x3 + |(1 + v/S)* + (1 + v/3) amb j (E} =

I 3626( 1 + \/3)
— . Fent el canvi r = —1, tenim que úp(E) = II. Per

^ ^

I tant, j <£ J(v).
3) Per p = 2, v 6 S, donem tres corbes el·líptiques amb invariant j satisfent

(2.2), però, en canvi, j (£ J(v):
• . (a) K = Q(#2), E : y2 + 2xy + 2y = x3 + </2z amb j(E) =

O8fc i Q.3/9\3

. Per tant, v(j) = Se = 24. Però, Üp(E] = IIIV ' V ^
- ,.- .

1 (31 + 26^ + 23^)
i per tant, j £ J ( v ) (vegi's cor. 1.1.1, 1.1.2. del Cap. I).

(b) K = Q(\/2"), E : y2 = x3 - 3(21 - 17\/2> - 4(55 - 38v^) amb j (E) =

|
263(13-4\/2~)ij-1728 = 283(l-v/2)· Fent el canvi r = s = 1, trobem
que tip E = II i pels cor. 1.1.1, 1.1.2 del Cap. I, j $ J (v).

(c) K = Q(^). E : y* - x3 - x - amb ;(^) =^ ; ^v ;, y ^2-107 ^2-107 A ; .
24(1 H

I Fent el canvi r = 3, s = 3, u = y2, obtenim un model de tipus II amb
v(62) = 4 i u(66) = 7, per tant, pels T. 1.1, 1.2 del Cap. I, j $ J (v).

I El nostre objectiu és donar una descripció explícita de J(t>) per a p = 2, 3. El
cas no-ramificat ha sigut ja resolt per Neumann, [Neum], en els següents teoremes:

I

I

I

I



1
1
1
1
1

1
1
•

1•i
1
1
•

1
1
1
1
•

1
1
1
1
1

TEOREMA ([NEUM]).
p = 2, v(2) = 1, j e K:

. € J f v(j) = v(j - 1728) = 0 ó
3 (V) \ t ,( ,-)>12,t;(j) = 0(niod3;

TEOREMA ([NEUM]).
p= :3 ,w(3) = l , ¿ 6 t f :

. T, , í «(j) = «(j- 1728) =0 ó
J E J\V) s !' s

Definim per a j fixat, j ^ 0, 1728, els següents polinomis:

/ 2

y\ J ' -i *7OO "̂  1 *7OO "** l « 1 'TOO 1
J — 1 / ¿O J — i t ¿O \J — il ¿0 J

ïí \ 'f \ / i o 3 27j 54 j

</(z), /(x), són precisament els polinomis de les x-coordenades dels punts de 3-
torsió, 2-torsió, respectivament, de la corba E j; i posem:

,'2
A AVP \ fi!2 J
a 'A^jJ o 1728)3'

Utilitzarem el següent conveni: Direm que el polinomi h(x) 6 K [x] té una arrel
(mod 7T1), per a i 6 Z, si existeix r G K tal que v(h(r)) > i.

TEOREMA 2.1.
Sigui p T¿ 2 i sigui j € $„, j T¿ 0, 1728. Aleshores j 6 J(u) si i sois si u(A) = 0

(mod 6) i f (x) té una arrel mòdul Tr"^/2 .

DEMOSTRACIÓ:
Considerem, per j ^ 0, 1728, la corba el·líptica E¡, donada per l'equació (2.1).
Per la remarca 2.1.2, es té que, per una valoració u € S, j 6 J(v) si i sols si

existeix d Ç K* ¡K* , tal que E j té bona reducció a v.
En el cas p ^ 2, l'anterior condició és equivalent [vegi's Capítol I, pàg. 15] a

cadascuna de les següents:

- E j té bona reducció ó E J té bona reducció a v.
- tip(Ej) = IQ, IQ a v.
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Tenim també, clarament:

I «(£(£;)) = w(A) = 0 (mod 6).

Suposem, doncs, iip(Ej) = IQ. Aleshores, fent un canvi de coordenades, podem
• aconseguir un model:

(2.3) y2 = x3 + a'2x
2 + a'4x + a'6, a\ € Ov

I amb v(A') = 0.
De les fórmules del canvi de coordenades entre (2.1) i (2.3) obtenim:

| «X = f (r)

u12A' = A r e A', u £ K*

• i d'aquí:

vu = l9

<2'4>
«(/(r)) >

I Si tip(Ej) = ÏQ, -E7J tindrà bona reducció a u, i, per tant, podrem aconseguir un
model (2.3) per a EJ. Novament, de les equacions del canvi obtenim:

I «X = T3/(r/7r)

u12A' = 7T6A r e A", u e AT*

• i d'aquí:

(2.5)

t-(A) + 6
— Ï2-

. . .™ Això conclou la prova de la necessitat de les condicions del teorema.
Per a provar-ne la suficiència cal veure, en cada cas, que:

I u(A) = O (mod 12) =* tip(E¿) = I0

ü(A) = 6 (mod 6) =» tip(JS/) = IJ.

I Sigui r una arrel de f (x] (mòd 7rv^)/2). Veurem, en cada cas, que fent la trasllado
x1 = x -f r obtenim un model (2.3) de E j amb:

- 3
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Es clar que de a'6 = /(r) tenim:

«(A)
(2.6) t>K) = v ( f ( r ) ) > —£-.

Si f(A) = 0 (mod 12), podrem dividir per u = TT 12 i obtindrem un model per
a E j amb bona reducció a v.

«(A) — 8
Si t>(A) = 6 (mod 12), dividint per u = TT 12 obtindrem un model per a E j de

tipus IQ a v.
En efecte,

(i) P = 3, 0 < u ( j ) < 3 e .
Llavors, u(A) = 12e — u(j).
De (2.6) tenim que:

1 / 54; \

i, per tant, v(a'2) = u(3r) = 2e > — - — .

Vegem, ara, que:

(2.7) u(r + 3) >2c-u(j) /3.

Efectivament, de (2.6) obtenim, multiplicant per (j — 1728):

(j - 1728)r3 - 27jr - 54j = 0 (mod TT^+V(J))

és a dir, j(r + 3)2(r - 6) - (12r)3 = 0 (mod TT^+^ÍÍ)/») i de u(12r)3 = 6e tenim:

(2.8) 2v(r + 3) + v(r - 6) = 6e - v(j ).

Aleshores, u(r + 3) < 2e — u(j)/3 implicaria:

v(r - 6) = v(r + 3 - 9) = u(r + 3)

i 2u(r + 3) + u(r - 6) = 3u(r + 3) < 6e - v(j)

que contradiría (2.8).
Finalment, de

aplicant (2.7) tenim:

r/'(r) 0 v(j) u(A)
\ 4/ V·' V / / \J V ' / o -^ -^ **** i j-1 _ ^

O 0 0
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(ii) p = 3, v(j) = 3e, v(j - 1728) < 6e.

I Llavors, v(A) = 18e - 3w(j - 1728).
De (2.6) tenim que:

I , , 1 ( '54¿u ( r ) = — u1 ; 3 \j -1728,

i, per tant,

t,(4) = u(3r) = 3e - v(j - 1728)/3

I Finalment, de

u(3r2) = 5e - 2v(j - 1728)/3

I «(-^MV; - 1728;

• es té:

I (iii) p = 3, v(j) > 3e.
Llavors, u(A) = 3e -

• De (2.6) tenim que:

í \ - I /" 54j'

I
i, per tant,

I
/ 27j \

•

Finalment, de u(3r2) = e + 2u(j)/3, v -———- =v(j) es te:
\J -1700 '

I v(QA^ ^ e H—uf?) :
V 4 / — ' o V·' /

3

(iv) p = 3, v(j) = 3e, v(j - 1728) > 6e.
• Ara, u(A) = 18e - 3u(j - 1728) < 0.

De (2.6) tenim que:

I v(r) > 3e - iv(j - 1728)
2

i, per tant,

I
¿

iMÛo I ̂  4c — — U ( ? -v 2) - 2 u

I

I

I
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i de

I v(3r2) > le - v(j - 1728)

I -G^)--•<'-»">
I es té:

u(a^) > 6e —

|
( v ) p ^ 3 , u ( ; ) > 0 .

Llavors, u(A) = 2u(j).
De (2.6) tenim que:

H v (r

i, per tant,

I f i\ ^VÍCL^I ¿_

i de

* v(3r2)>2v(¿)/3

I f ^ ^ —U \j -1728 J

Í es té:
w(ai) > 2i

I t vi ) ï? T^ o. ^(7 ) —- U«
Ara, u(A) = -3w(j - 1728) < 0.
De (2.6) tenim que:

• v(r) > -v(j - 1728)/2

i, per tant,

u(4) > -u(j - 1728)/2 = -

I v(a'4) > -v(j

• Aquest cas acaba la demostració del teorema I

COROL·LARI 2.1.1.

I Sigui p T¿ 2, 3 i sigui j € Ov, j T¿ O, 1728. Aleshores j € J(u) si i sols si f (A) = O
(mod 6).
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DEMOSTRACIÓ:

I En efecte, en aquest cas, el polinomi f (x) té sempre una arrel, r, mòdul TT"
Per exemple, r = OI

COROL·LARI 2.1.2.
I Sigui p = 3 i j € Ov, j T¿ O, 1728. Aleshores j G J (v) si i sols si u(A) = O (mod

6) i f (x] té una arrel mòdul 7rv(A)/2 quan v( A) > 0.

•
DEMOSTRACIÓ:

En efecte, f ( x ) té sempre una arrel, r, mòdul yr"^/2 quan f(A) < 0. Per
exemple, r = 01

I COROL·LARI 2.1.3.
Sigui p — 3 i sigui j' € Ov, j T¿ O, 1728. Aleshores j 6 J(t>) si i sols si es satisfà

I alguna de les condicions següents:

(i) v ( j ) = v(j - 1728) = 0.
(ü) v(j) = 3e, v(j - 1728) > 6e, v(j - 1728) = O (mod 2).

I (iii) u(j) = 3e, u(; - 1728) < 6e, u(j - 1728) = O (mod 6) i f (x) té una arrel
/ i _9e--i«r7-1728l A(mod ^

(iv) v(j) < 3e, v(j) = O (mod 6j i f (x) té una arrel (mod «**-»(
(v) U0') > 3e' U0) = ° (mod 3), e = O (mod 2) i f (x) té una arrel (mod

DEMOSTRACIÓ:
En efecte, pel cas (i) vegi's l'exemple 2.1.1. Les condicions (ü) a (v) s'obtenen

I en explicitar u(A) i la relació u(A) = O (mod 6) en cada cas. En la condició (iii),
però, hom obté v (j - 1728) = O (mod 6) de v(j - 1728) = O (mod 2) i del fet que
la valoració de l'arrel de f (x) ha d'ésser 2e — v(j — 1728)/3 I

• REMARQUES 2.2:
1) La condició que, en l'enunciat del teorema 2.1, ha de satisfer el polinomi f (x)

I
és equivalent a l'existència d'un punt de 2-torsió racional mòdul Tr11^/2 per
a la corba el·líptica E j .

2) Per j € J(t>), p ¿ 2. Posem:

I n _ / * si U(A) - 6 (mod 12)
• ~ t 1 si v(A) = O (mod 12).

• En la demostració del teorema 2.1 hem provat que:

E j té bona reducció a v.

1 3) Del corol·lari 2.1.3, per u(3) = 1, s'obté de manera directa el Teorema de
Neumann per p — 3.

4) Per p = 2, v € S, l'invariant j de l'exemple 2.1.3 (b) satisfà les hipòtesis del
• Teorema 2.1. Però, en canvi, j ^ J (v).
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TEOREMA 2.2.
Sigui p = 2 i sigui j € Ov, j y¿ O, 1728. Aleshores j € J ( v ) si i sols si u(A) = O

(mod 6) i g(x] té una arre] mòdul 7r2v(A>/3.

Abans de demostrar el teorema, enunciem i provem el següent lema:

LEMA 2.
Siguin p = 2, v(j) > O, w(A) = O (mod 6). Si g(x) té una arrel, r, mòdul 7r2"(A)/3

aleshores, necessàriament, v(g'(r)) = u(A)/2.

DEMOSTRACIÓ:
Posem b = j ¡j — 1728, u = u(j), i considerem els polinomis:

g(x) := 3~50(3x) = x4 - 66x2 - 86x - 362

y'(i) := 3~Y(3x) = 4(x3 - 36x - 26).

(i) u > 6e.
En aquest cas, v(b) = u — 6e, u(A) = lu — 6e. El polígon de Newton de g(x] és:

2u-12e

2u-12e

si u < 12e si u = 12e si u > 12e

Per tant, en els dos primers casos la condició:

v(g(x)) > 2v(A)/3, x € Ov

u t u
implica u(x) = —• — 3e, mentre que en el darrer cas es té: v(x) > — — e.

£é - O

Si u > 8e, es té en qualsevol cas:

(2.9) v(x3 - 36x) > u - 5e

i d'aquí: v(g'(x}} = 2e + t>(26) = u - 3e.
Suposem u < 8e. Llavors:

u(x3 - 36x) = | - 3e + u(x2 - 36).
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Però de:
g(x] = (x2 - So)2 - 1262 - 86x

u
tenim u(x2 - 36) > ̂  - 2e.

£
Per tant, novament es verifica (2.9) i, d'aquí, el resultat volgut.

(n) u < 6e.
En aquest cas tenim:

v(b - 1) = 6e - u, = 12e - u.

Desenvolupant g (x] respecte de la variable x -f 1 tenim:
(2.10)
g(x) = (x + I)4 - 4(x + I)3 - 6(6 - l)(x + I)2 + 4(6 - l)(x + 1) - (6 - 1)(36 + 1)

g'(x) = 4[(x + I)3 - 3(x + I)2 - 3(6 - l)(x + 1) + 6 - 1].

Es té la relació:

(2.11) </(x) = xg'(x) - 3[6 - 1 + 2(x + 1) - (x + I)2]2.

Suposem, primer, u < 4e. Aleshores, t>(36 + 1) = 2e i pel polígon de Newton de
g(x] es té:

8e-u

7e-u

2e V
v\

u
v(x + 1) = 2e - -

Per tant, v(b - 1 + 2(x + 1) - (x + I)2) = 3e - j i de (2.11) s'obté la valoració

volguda per a <7'(x).
Suposem, ara, 4e < u < Qe. Aleshores, t>(36-f 1) = 6e — u i pel polígon de Newton

de g(x) es té:
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• 12e-2u. T /h/

I De (2.10): v(g'(x)) >8e-u

i de (2.11): v(b - 1 - (x + I)2) = 4e - |.
¿à

D'aquí:

I
I
I
I
I
I

1
I
1

i de (2.10) s'obté directament el resultat desitjat.
Suposem, finalment, u = 4e.
Si u(36 + 1) = 6e — u, s'aplica el mateix raonament del cas anterior.
Si u(36 + 1) > 6e — u, el polígon de Newton de ^(a;) serà:

v ( x + 1 ) > 3 e -

obé,
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v

6e-u \J

/
v(x*1 )> Be"u >3e- -̂ -

_ Per tant, en qualsevol cas tindrem:

• v(x + 1) > 3e - ^ = e

I i, de (2.10) obtenim: v(g'(x)) = 4e.
(iii) u = 6e.

Posem, ara, c — j — 172.8, w = v (c) i considerem els polinomis:

¿'(x) = 4(x3 -3JCX -2jc2).

1 Per hipòtesi, doncs:

2u(A)| •(««))S-5- + 4-, .e .
on u(A) = 24e - 3w. »,

• Es tracta de provar:

(2.12) «($'(*)) = ̂  + 3u; = 12e + |u;.

• Considerem el polígon de Newton de ff(x):

1

1

1

1

12e*2w
»

7e+w» /

/

1

1

1



I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

w
Aleshores tenim, u(x) = 3e + — .

¿i

Posem

¿f(x) = (x2 - 3¿c)2 - 12;2c2 - 8jc2x

af'(x)=±4[z(x2-3jc)-2jc2].

De la primera igualtat obtenim:

u(x2 — 3jc) = le + w

i, si it; > 6e, de la segona igualtat n'obtenim directament (2.12).
Si w = 6e, considerem el desenvolupament de g(x) respecte de (x + j):

Dibuixant el polígon de Newton:

8e

tenim: v(x + j) = 6e.
De la relació:

tenim que:

g(x) = x • g1 (x] - 3[x2 - cj]2

t>(x2 - jc) > 13e

ja que v(g'(x}) > 21e.
Finalment, de la igualtat:

_ jc + 2c(x

obtenim v(g'(x)) = 21e
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DEMOSTRACIÓ DEL TEOREMA 2.2:
Sigui d e K* / K**

següent:

(2.13)

amb A(^) = d6 A.
Pel fet de tenir Ej

(2.14)

tal que E* té bona reducció a v. Considerem el

-.2' _s 27.; * 54j 3
y ~ j- 1728" ~ j -1728

bona reducció a u, existirà un model

y2 -f a\xy + a'3y = x3 + a'^x"2 + a'^x + a6

amb w(A') = 0.
Per les fórmules del canvi de variables entre (2.13) i (2.14) (Cap.

i d'aquí:

(2.15)

u12 A' = d6 A

U
8b'8 = d*g(r/d) r e K, u € K*

6u(d) + v(A)
v(u) 12

v(g(r/d}) > 2w(A)/3.

model per E*

0) tindrem:

Això conclou la prova de la necessitat de les condicions del teorema.
Per a provar-ne la

hores afirmem que la
bona reducció a v.

suficiència, considerem r arrel de g(x) mòdul i\.2v(A)/3 Al e c
• ¿ilCO~

corba el·líptica E¡ , obtinguda torçant E j per d — /(r), té

En efecte, considerem el model (2.13) per £; i apliquem-li el canvi de coorde-
nades:

essent:
_ 1

x = u2x' + R
y = u3 y' + u2 Sx1 + T

1 2

Obtenim així una corba el·líptica isomorfa, amb model (2.14), on:

ai = 2/'(r) a'2 = g(r)
a'3 = 24/2(r) oi = a'6 = 0
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i A' = 212/6(r)A.
De les hipòtesis i el lema 2, tenim:

«í/MJ-grtr))-^-*.

Per tant,

/VÍA) \
v( A') = 12e + 6 í ^— - - 2e J + u(A) = 4u( A)

v(4) = ,(,(0) > f*(A)

,(a;) = 4e + 2ff>-2e)=.(A).

Finalment, per a poder dividir per 7rv(A)/3, ens cal veure que:

(2.16) u(ai) = v(2/'(r)) > -~ -.

En efecte, calculant el polígon de Newton de g ( x ) , sempre es satisfà:

u(A)
v(r) _ 6

(vegi 's demostració del lema 2).
A partir de l'anterior desigualtat, i utilitzant la relació:

g(r) = 3rg'(r) - (/'(r))2

s'obté directament (2.16). Això acaba la demostració 1

COROL·LARI 2.2.1.
Sigui p — 2, i sigui j 6 0t>, j T¿ 0, 1728. Aleshores j € J(v} si i sols si es satisfà

una de les següents condicions:

(i) v(j) < 12e, v(j] = 0 (rnod 12) i el polinomi g(x) té una arrel mòdul ?r3v(A).
A més, v(j - 1728) = 0 (mod 2) si v(j) = 6e.

(ü) u(j) > 12e, v(j} = 0 (mod 3).

'DEMOSTRACIÓ:
En efecte, la relació u(A) =0 (mod 6) és equivalent a:

(i) u(j) < 6e, u(j) = 0 (mod 6).
(ü) v(j) = 6e, v(j - 1728) = 0 (mod 2).

(ui) v(j) > 6e, v(j) = 0 (mod 3).
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De la igualtat:

I 9(x) = 3xg'(x) - [/'(x)]2

obtenim:

|

u(A)v(x) H ñ— = 0 (mod 2)

on
I ( 3e - v(j - 1728)/2 siu(j) = 6e

u(x) = < 0 si v(j] < 6e

I I uO)/2 — 3e si 6e < u(j) < 12e

d'aquí, doncs, tenim:

' e = 0 (mod 2) si v(j] = 6e

_ u(j) = O (mod 4) si 0 < v(j) < 12e, v(j) ^ 6e.

Finalment, quan v(j) > 12e, gr(x) té sempre una arrel, r, mòdul ir$v^. Per
I exemple, r = OI

COROL·LARI 2.2.2.

I Sigui p = 2 i sigui j € Ov, j T¿ O, 1728. Aleshores j € «/(u) si i sois si es satisfà
alguna de les següents condicions:

I (i) u(j) = f(j — 1728) = 0.
(ü) v ( j ) < 6e, v(j) = O (mod 12) i g(x) té una arrel (mod ir8e~^v^).

( 1111 Î1I *7 I ~~* f\^ 71 í 1 — 1 i s S 1 ""*~ ^ **̂  II / YY}f\fi s ï 1 /1ÍT*1 í'^liníl 9 T"TV^I f YY\/~\ft ^T ^ ~~ * \ J *"~ * / Jni i t ' l / í ™^ wC5 • i/1 / ^̂  J. i ^uO / ^̂  c ^̂  w i JJ*txU ^ i í íj \ tL· i v c LLI J d- cu i cj i JA^C/U /( y «

|
(iv) 6e < u(j') < 12e, u(j) = O (mod 12) i g(x) té una arrel (mod 7rsv(-?)~4ej.
(v) u(j) > 12e i v(j) = O (mod 3j.

I DEMOSTRACIÓ:
En efecte, pel cas (i) vegi's exemple 2.1.1. Les condicions (ü) a (v) s'obtenen del

• corol·lari 2.2.1, en explicitar v(A) en cada casi

™ REMARQUES 2.3:

I I) La condició que, en l'enunciat del teorema 2.2, ha de satisfer el polinomi </(x)
és equivalent a l'existència d'una x-coordenada de 3-torsió racional mòdul
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• 2) Per p - 2, j € J(v), sigui r € K una arrel de g(x) mòdul 7r2t;(A)/3. Posem
D = /(r). En la demostració del teorema 2.2 hem provat que:

| E j té bona reducció a v.

I
r ."

I

I



De fet, l'exemple 2.1.1 i la demostració del corol·lari 2.2.1 ens mostren que
podem prendre:

. -i,
D = ' 7^28' SÍ "(Í1 â

I

I

I

I

I

1 3) Del corol·lari 2.2.2, per t>(2) = 1, s'obté directament el Teorema de Neumann
per p = 2.

4) Per p = 3, v € S, l'invariant j de l'exemple 2.1.2 (c) satisfà les hipòtesis del
• Teorema 2.2, però, j ^ J(v}.

Fins aquí, hem donat unes condicions necessàries i suficients per a, donat un
I j Ç. K i una valoració u € S, tenir j € J(v), però amb j ^ O, 1728.
™ Neumann, en el seu treball [Neum], ja va resoldre el problema per a j = O, 1728.

Anem a enunciar aquests resultats, en les proposicions que segueixen, donant una
• demostració nostra de les mateixes, la qual ens serà útil més endavant (vegi's re-

marques 2.4).

•
PROPOSICIÓ 2.1.

Per j = O, v 6 S es té j € J (v) si i sols sip^3op = 3i K(^/^:$)\K és
no-ramificada av.

I DEMOSTRACIÓ:
Considerem la corba el·líptica E j, amb el següent model de Weiestrafi:

I E J · : y 2 + y = z3.

• Tenim A(£¿) = -27, j (Ej) = 0. Per tant, EJ té bona reducció a tot v € E, v /3.
• Sigui, ara, u € S, u|3 i suposem O € J(v). Denotem per E*, d 6 K*¡K* , la

corba el·líptica E j torçada per d, amb model de Weierstrafi:

• y2 = x3 + 24d.

• E^ té, per hipòtesi, bona reducció a u, per a un cert d. Aleshores, de

f) = -27 • 212 • d2

£)) = O (mod 12)

I

I

I

I

tenim: 3e + 2v(d) = O (mod 12) i d'aquí: e = O (mod 2).
Per a provar la suficiència, posem, per u Ç S, u|3:
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Vegem que Ei- té bona reducció a v. En efecte, fent el canvi:

| z = x' + r

u = t/

I™ amb r = — 47re/2, obtenim un model (2.14) .E' amb:

I ai = a'3 = < = O < = 3247Te

a'2 = -127T6/2 A(E') = -277T3e218.

• Per tant, v(A(JS')) = 6e, v(a£) = 3e/2, v(a'4) = 2e i podem dividir per ?re/2 I

PROPOSICIÓ 2.2.

I Per j = 1728, u € S es té j E J(u) si i sois si p ¿ 2 o p = 2 i K(^/:-ï)\K és
no-ramificada a v.

DEMOSTRACIÓ:
• Considerem la corba el·líptica E j, amb el següent model de Weierstrafi:

_ E j : y2 = x3 + x.

• Llavors, A(E¿) = -64, j (Ej) = 1728.
_ Per tant, .E¿ té bona reducció a u € S, per a tot v J(2.
| Sigui, ara, u E S, v|2 i suposem 1728 E J(u). Denotem per Ef, d E K*/K*\ la

corba el·líptica torçada per d, amb model de Weierstrafi:

| y2 = x3 + dx

. i A(E^) = -64d3.
| Existeix, doncs, per hipòtesis, un d tal que E^ té bona reducció a v. Per tant,

podrem trobar un model (2.14) £', amb u(A(E')) = 0. De les equacions del canvi
• de variables obtenim:

I usb'8 = -d2 + 6r2d + 3r4, r E K, u E K*

i d'aquí:

per tant,
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• sigui a € K* tal que:

-1 = a2(mod 7T2e), u € S, v\2

I i posem d = (a + l)2 — 1.
Vegem que E* té bona reducció a v. En efecte, fent el canvi:

I x = x1 + r

y = y' + sx1 + t

1 4 >

1 1 "T" Oi
amb r = —, s = 1, t = — •——, obtenim un model (2.14) E amb u(A(E )) = Qe i

or or
I

I
ui = 2 a4 = —(a + 2a + 2a + 2a + 3)

a , ^ 3 - a 2 4 = J-(a5 + 2a4-a-2)

• 4 = -2(1 + a)/a3

Per tant, v(a'l} = e, ^(03) > 2e, u(4) = 3e/2 i de a4 = 1 (mod 7r3e) tenim:

• a6 + 2a5 + 2a2 + 2a + 3 = 3(a2 -f 1) + 4a (mod ?r3e)

• a 5 +2a 4 -a-2 = 0(mod7T3 e)

• d'aquí:

Per tant, podem dividir per n* i això acaba la demostració 1

•

REMARQUES 2.4:
1) Per j = O, v € S, j e J(u) si'p = 3, sigui Ej la corba el·líptica: y2 + y = x3.

_ Posem:
• f 1 9Í n =É 3^H I X Oi // T*~ O

• £> = \47r3e/2 si p = 3.

•

Aleshores, en la demostració de la proposició 2.1 hem provat que Ef té bona
reducció a v.

2) Per j = 1728, u € S, j € J(v) si p = 2, sigui .E¿ la corba el·líptica: y2 =

I x3 + x.
Posem:

f i s i p / 2

• ~ \ (a + I)2 - 1 si p = 2

on a2 + 1 = O (mod 7r2e).

•

Aleshores, en la demostració de la proposició 2.2 hem provat que E? té
bona reducció a v.

I

I

I
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§2. El problema global.

Donat 5, subconjunt finit de S, definim els conjunts J(S\5'), Js així:

J(S\5) ={j e K : ; € J(u) per a tot u € S\5}
Js ={j € K : existeix una corba el·líptica E, definida a AT, amb j (E) •= j

i bona reducció arreu, fora de 5}.

REMARQUES 2.5:
1) J(S\5) D Js.
2) j € J(S\S) => v(j) > 0 per a tot v € S\5.
3) Donada j € J(E\S), sigui E una corba el·líptica amb j (E) = j i sigui

(<^v)t;€£\s S H KV /KV tal que -Edv té bona reducció a u, per a cada

v € S\5. Aleshores, són equivalents:

(ü) Existeix un torcement de E amb bona reducció arreu, fora de
(iii) Existeix D € íí1(Gj<·,//rl) tal que ED ié bona reducció arreu

S.
(iv) Existeix D € íf1 ((?#,//„) tal que:

d^/D e H^r(Gv,nn) per a tot u 6 S\S.

S.
, fora de

El nostre objectiu és donar una descripció explícita de Js, vist com a subconjunt
de J(S\S-).

Per això, notarem per:
n

Us(n) := {a € K*\a € Uv per v € S\5, a € A'v* per u € S U S00}

n( , )„: el símbol de Hubert local en u, relatiu a p,n i calculat, per tant, a Kv(fjin)
on

( 2 si j ñ¿ O, 1728J T
4 si j = 1728

6 si j = 0.J

TEOREMA 2.3.
Per a j € J(S\5), sigui (dt))l,e2\s € H K* ¡K* tal que E ¿v té bona

a v, per a cada u € S\5. Aleshores, j € Js si i soJs si:

f] „((*„, u), = 1 Vue¿/s(n)/(A-*nn¿/s(n)).
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DEMOSTRACIÓ:
Per v e E := S U S00, siguin:

GK = Gal(ff |K) , G'K =
Gv = G*1(KV\KV) , G'v =

_ Sigui H^r(Gv,Hn) el subgrup de H1(GV, ¿tn) dels torcements locals no-ramificats,
I i considerem: Q ff1(G r,//n), el producte restringit de Hl(Gv,nn) respecte de
" «62

H*f(G.,l*n).
• Considerem, també, el morfisme canònic de restricció:

p:H\G

• Donat j € J(Z\S), u 6 É, sigui:

_ J dv si u

• * ~ \ 1 si v

dv si u € S\5

€ S00 U 5.

Tenim, doncs, (£>„)„ e ü Hl(Gv,Hn).

Definim, ara:

Aleshores, per la remarca 2.5.3, són equivalents:
- j € J s
- (£„)„ e (Imp) • V.
Per la dualitat de Tate- Poitou (cf. [Neuk]) tenim que l'aparellament:

l(Gv^n)—> Z/nZ

I definit per:

{(at))v,

és una dualitat perfecta i Imp és autoortogonal per aquesta dualitat.
Aleshores:
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Anem, ara, a veure que:

• (2.17) V± = H W./W? x
t)€£\s

• En efecte, si (xv)v 6 F es té:

| n(z», !)« = !, si u € SU E00.

Mentre que, si u € S\5 llavors z^ 6 .ff^Gt,, ¿ín). Però, per ésser K(fj,n}\K no-
• ramificada a v (vegi's proposicions 2.1 i 2.2) tenim:

m* •L·V C -"nrv^'

Per tant, n(
xv,yv}v = n(xv,yv)^ = 1> ï/u €¿^v/^"-

I Recíprocament, donat (zt,)^ € Q H1(Gv,p,n) i tal que:
vÇE

|

{(a;«)u» (yu)ti) = 1

• definim, per VQ Ç. S\5:

I (fc)-(
Llavors:

s u = u0. ,
SI U yt U0.

Però de WB/WB
n = (^(G'^Mn))"1 tenim que (¿/«/I/;)-1 = H\T(G\nJ i, per tant,

xVoeH^r(GVoiljLn).
Amb això queda provat (2.17) i d'aquí obtenim:

. (Imp·V}·L = Impn J] ¿4/lCx J] {1} =¿/s(n)/(/Tnn¿/s(n)).
_ \v€S\S t;6SuE~

Finalment,

• (£>„)„ € (Irn/5)- V<=> {(!>.)„, u) = 1 Vu
^=» ü n(Dv,u)v = l Vu

_ v6E\S

I

I
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REMARCA 2.6:
• Del Teorema 2.3 es desprèn que, quan K = Q:

1

I
I
J

És a dir, en el cas particular dels nombres racionals no hi ha obstrucció local-global.

| Per a estudiar l'existència de corbes el·líptiques amb conductor trivial i invariant
j fixat, considerem S = </> i posem:

I J(S) :=

- J:=Js-

Observem que, en aquest cas:
• Us(n}=U+

on U'x denota el grup de les unitats totalment positives de K
M Donat j 6 «/(S), j ^ O, 1728, considerem el conjunt:

M ~ {v € S, v fí, u(A) = 6 (mod 12)}.

Per a u € S, definim dv € K com:

• í f (r) , si v|2
• dv = < 7T , SÍ V € M

[ 1 , en altre cas

on r 6 K és una arrel de g(x) (mòdul 7r2

• Tenim els següents corol·laris:

COROL·LARI 2.3.1.

I Per a j € «/(S), j i=- O, 1728, les següents afirmacions són equivalents:

(i) 3 € J
(ü) Existeix d £ K, satisfent:

v(d) = u(dv)(mod 2) Vu € S i

• d/dv = C?(mod T2e+,,(d/dv))5 a e ̂

• vgs
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DEMOSTRACIÓ:

I Notem que M. és precisament el conjunt de places, fora del 2, a les quals Ej té
mala reducció (vegi's remarca 2.2.2). Es desprèn, també, de les remarques 2.2.2,
2.3.2, que Ejv té bona reducció a u, per a cada u € S. Així, per la remarca 2.5.3,

• són equivalents:

(a) Existeix d Ç K tal que Ej té bona reducció arreu.

I (b) dw/d6fr¿P(G.,Z/2Z).

Això prova l'equivalència entre les afirmacions (i) i (ü) del corol·lari.
L'equivalència entre (i) i (iii) s'obté directament del teorema 2.31

• REMARCA 2.7:
Per les proposicions 2.1, 2.2, tenim que sempre:

I -
O € J(Z\{v <E E,v|3}), 1728 € J(Z\{v € E,«|2}).

De fet,

O 6 «/(S) <=$• K(\f—3\K és no-ramificada a totes les places finites de K.

| 1728 € </(£) <=>• K(v—ï)\K és no-ramificada a totes les places finites de K.

•
COROL·LARI 2.3.2.

Per a 1728 € J(E), tenim 1728 e J si i sols si:

•

I on a 6 K* satisfà: a2 + 1 = O (mod 4).
f

DEMOSTRACIÓ: Es conseqüència directa del teorema 2.3 i la remarca 2.4.21

• COROL·LARI 2.3.3.
Per a O € «/(S), íenim Q E J si i sols si:

I

f DEMOSTRACIÓ: És conseqüència del teorema 2.3 i la remarca 2.4.1. Per altra part,
es té:

| 6(47r3e/2,U)v = 6(7r3e/2 ,ü) t ) ·6(4,ü) i ;

I U(̂ ), = ,K'V)», .(4,.).-.tt.).l

• 69
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CAPÍTOL III. ALGUNS RESULTATS EN COSSOS QUADRATICS.

Al llarg d'aquest capítol, seguirem la notació següent:
K = Q(\A") sefà un cos quadratic amb discriminant:

J m, si m = 1 (mod 4)
\ 4m, altrament.

Posarem a, l'automorfisme no trivial de K i
7

la unitat fonamental, si m > 0

^/—ï, si m = — 1
c — \

j (1 + \7z3)/2, si m = -3

1. —1, si m < 0, m ^ — 1,— 3.

També denotarem per HK, H^- els grups de classes d'ideals de K
respectivament, i /i/<-, h^ seran els seus ordres respectius.

Finalment, utilitzarem la mateixa notació que en el Capítol II
J(S), J, EJ, /, flf, A, dv i M.

§1. Bona reducció i invariant j fixat.

ample i estricte,

en quant a J(u),

El nostre objectiu, en aquesta secció, és donar una descripció més explícita que
la del capítol anterior dels conjunts J(S), J, quan el cos base és un cos quadratic.

Abans, però, enunciem i demostrem un parell de lemes sobre unitats ?r-àdiques.

LEMA 3.1.
Suposem p = 2. Per a, u E Hv es té u 6 U% si i sols si es satisfà alguna de les

condicions següents:

(i) m = 1 (mod 8), u = 1 (mod 7r3).
1 i r~m* / 1 i í "~ \+ y/TTl f 1 1C \/Tn \

\ / \ s * * * O \ O /

(iii) m = 3 (mod 4), u = 1, m (mod n5).
(iv) m = 2 (mod 4), u = 1, (1 + v^)2 (mod 7r5).

DEMOSTRACIÓ:
Quan e = 1 (m = 1 (mod 4)), aleshores és ben conegut que u

u = a2 (mod ?r3), a Ç. Kv (cf. [Bo-Sha], per exemple). D'aquesta
s'obtenen, per un càlcul directe, els resultats (i), (ü) de l'enunciat
cal posar:

0 = 5!+ 2^2 (mod 7T2), si ^É 0 (mod TT)
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on Sj , 52 recorren un sistema complet 5 de residus mòdul TT. Quan m =

Suposem, ara, m = 2, 3 (mod 4). Per a provar la suficiència de les
(iii), (iv), considerem el polinomi:

F(x) = i2 - u

i sigui

( 1, y/m, segons u = 1, m (mod ir5) respect, i m = 3 (mod

1, 1 + y/m, segons u = 1, 1 + y/m (mod :r5) respect, i m = 2

Aleshores,

F(zo) = 0 (mod 7T5) i

F'(XO) = 2z0 ^ 0 (mod 7r3).

Per tant, existeix a € Uv tal -que a = XQ (mod TTS) i F(a) = 0.
Per a provar-ne la necessitat només cal desenvolupar la congruïtat

u = a2 (mod TTS)

escrivint a = 1 + 5i?r + 52?r2 (mod 7r3), on s,- 6 {0, 1}, i = 1, 2.
Notem, finalment, que podem prendre:

f 1 + y/m si m = 3 (mod 4)
\ y/m si m = 2 (mod 4) 1

LEMMA 3.2.
Suposem p ̂  2 i sigui u € Uv amb N(u) = 1 (mod p). Aleshores u € 1

si es satisfà alguna de les condicions següents:

(i) tr(u) = 2 (mod p).
(ü) tr(u) = —2 (mod p), p inert.

(iii) tr(u) = —2 (mod p), p no-inert, p = 1 (mod 4).
(iv) tr(u) £ ±2 (mod p), tr(u) ± 2 € Zj.

DEMOSTRACIÓ:
La propietat u 6 ¿/2 és equivalent a que la congruïtat:

it = a2(mod TT)
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tingui solució per a a € Ov. De:

(3.1) u2 - ír(u)u + 1 = 0 (mod p]

obtenim les dues congruïtats següents:

(3.2) (u + I)2 = u(ír(u) + 2) (mod p)

(3.3) (u - I)2 = u(ír(ti) - 2) (mod p).

Quan ír(u) = 2 (mod p), de (3.3) tenim:

u = 1 (mod TT).

Quan <r(u) = -2 (mod p), de (3.2) tenim:

u = — 1 (mod TT).

Llavors, —1 = a2 (mod TT). Observem que si p és inert l'anterior congruïtat sempre

té solució, ja que si í — ) . — — 1 aleshores í—21} = 1 i, per tant, existirà n e N

que (n^/m)2 = — 1 (mod p).
Si p és no-inert, aleshores a = a (mod TT), a € N, i la congruïtat anterior

solució si i sols si í — j =1.

Podem suposar, doncs, tr(u) ^ ±2 (mod p).

tal

té

La suficiència de les condicions (iv) és clara, a partir de (3.2), (3.3). Per a
provar-ne la necessitat, podem escriure utilitzant les mateixes congruïtats:

<r(u) + 2 = 72 (mod p)

tr(u] - 2 = r)2 (mod p) 7, 77 € Uv

d'aquí: 72 = (7(T)2 (mod p), r?2 = (r¡ff)2 (mod p) i, per tant, 7" = ±7 (mod TT),
rf = ±77 (mod TT).

Observem que el cas 7" = —7 (mod TT) i rf = —r\ (mod TT) no es pot donar,
que implicaria p inert i de (^r])" = 777 (mod p) i la congruïtat:

(lu - ír(u))2 = ír(u)2 - 4 (mod p)

tindriem u = a (mod p), a 6 N. Però així:

N (u] = a2 (mod p), per tant, a = ±1 (mod p) i

ír(tt) = ±2 (mod p) !

En tot altre cas, es satisfà (iv) |
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TEOREMA 3.1.
Suposem p = 3, i sigui j 6 Ov, j ^ 0, 1728. Es té j e J ( v ) si i sols si es satisfà

alguna de les condicions següents:

(i) v(j) = 0.
(ü) v(j) = 3e, v(j - 1728) > 6e, v(j - 1728) = 0 (mod 2).

(iii) 3|m, j = llu i u = 2 (mod ir3).
(iv) 3|m, j = 34+'u, i > 0, i £ 1 (mod 3) amb:

w = ±4 (mod 7T3) si i = 2 (mod 3)

6u = ±7T3 (mod 7T6) si i = 0 (mod 3).

DEMOSTRACIÓ:
Pel corol·lari 2.1.3 del Capítol II, j 6 J ( v ) si i sols si es satisfà la condició (i),

la condició (ü) de l'enunciat, o bé una de les següents condicions:

(3.4) e = 2, v(j) = 6, v(j - 1728) = 6 i /(x) té una arrel mòdul 7r9.

(3.5) e = 2, v(j) > 6, u(j) = 0 (mod 3) i /(x) té una arrel mòdul ir*+v(i).

Anem a veure, primer, que la condició (3.4) és equivalent a (iii). En efecte:
De /(x) = 0 (mod 7r9), x € Ov, tenim que u(x) = 2. Posem, doncs,

j = 27u, x = 3u;, u, u> € CV

Així, v(j — 1728) = 6 sii u = 2 (mod TT). Podem escriure, per tant,

j =27(2 + ATT), ; - 1728 = 27(-62 + ATT), A 6 Ov.

/ 3 54j \
eV(X J-172S)

Í I I T M ^——<u. \ ^— r

\ -62 + ATTy/

i d'aquí: w = 1 (mod ?r) o, equivalentment, w3 = 1 (mod ?r3).
Finalment, de /(w, A) = 0 (mod ?r9) obtenim A = 0 (mod 7r2).

o

Recíprocament, si es satisfà (iii) és immediat veure (refent els càlculs anteriors)
que/(3) = 0(mod7r 9 ) .

Tot seguit, vegem que la condició (3.5) és equivalent a (iv). En efecte, de /(x) =
(mod ír3"1""^)) tenim u(x) = v(j)/3. Posem, doncs,

j = 34+'u, t > 0, u € Ov
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amb

i escrivim

v(u) = 0, i = 2 (mod 3), o bé,

v(u) = 1, i = 0 (mod 3)

J 3^ w, w € Ov, v(w) = 0, si i = 2 (mod 3)

\ 3^w, w € Ov, v(w) = 1, si t = 0 (mod 3).

De la congruïtat:

1

1

1

•

obtenim si i =

i d'aquí, 2u =
Mentre que

i d'aquí Qu =

3 ü4/ _ Q / . V3 + »(Í)\
X j - 1728 - ° (m°d * }

E 2 (mod 3):

^3- 2u modT3

3^'t/ — 64

-u;3 = ±1 (mod 7T3).
quan i = 0 (mod 3):

3 6lí t J 6x
3i+t u _64 v '

±7T3 (mod 7T6).

Recíprocament, si es satisfà la condició (iv) és immediat comprovar que:

1
-

/(^S^1) = 0 (mod Tt3+v(iï) si i = 2 (mod 3)

/(=F3^7r) = 0 (mod w3+v(j)) si z EE 0 (mod 3) I

• TEOREMA 3.2.

1
1
1

1

1
1
1

Suposem p
alguna de les

(i) v(j) =

(iii) 2|m, j

(iv) m = 3

= 2, i sigui j € OD, j T¿ 0, 1728. És íé j € J(u) si i sols si es satisfà
condicions següents:

0.
12e, v(j) = 0 (mod -3).
- 1728 = 27u, amb:

v(2u + 4 + 7T2) = 5, o be', v(2u + 4 - ?r2) > 6.

(mod 4), j - 1728 = 28+iu, i > 0, amb:

v(u ± 1) = 3 si i = 0 (mod 2),

v(2u ± 7T2) = 5 si i = 1 (mod 2).
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DEMOSTRACIÓ:
Pel corol·lari 2.2.2 del Capítol II, j € J ( v ) si i sols is es satisfà la condició (i), o

la condició (ü) de l'enunciat, o bé, la següent condició:
(3.6)
e = 2, v(j) = 12, u(j-1728) = 0 (mod 2) i g(x) té una arrel mòdul 7^2-2*0-1728)

Vegem que (3.6) és equivalent a les condicions (iii) i (iv) de l'enunciat. En efecte,
considerem el polinomi:

7i(-r\ • (i 1 T0^4 , ^~5 . n \ . . . . . . . 1
9(X) • (J H¿o) ' 0 S1 1 . V ^ ò o l

x4 - 6j(j - 1728)x2 - 8 j (j - 1728)2x - 3;2(j - 1728)2.

De g(x) = 0 (mod 7^2+2*0-1728)) tenim:

v(x) = 6 + v(j - 1728)/2.

Podem escriure, doncs,

j - 1728 = 27+X i > 0, u € Uv

X = TT13 + ÍW,W£UV

2 = 7T2e, £ € W».

Expressem g(x) de la següent manera:

g(x) = (x2 - 3B)2 - 1252 - 8B(j - 1728)x

onB=j ( j -1728).
Així, v(B] = 26 + 2í, v(g(x)) > 60 + 4t.
Si i > 1, tenim:

(x2 - 3B)2 = 1252 (mod 7r60+4í)

V 25 ;
Per tant, pel lema 3.1, hem de tenir necessàriament m = 3 (mod 4). Així

x2 -35 n , j 2.
_ i i 7T |moa rr ;

i d'aquí u(x2 - 55) = 29 + 2i.
Posant, doncs, 5 = 213+t'u(21+'u + 27) obtenim:
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Si t = 1 (mod 2), de
v((we-^?+u) = 3

i (we J^)2 = ±1 (mod ?r4) (lema 3.1) es desprèn que v(u + 1) = 3 o v(u — 1) = 3.
Si î = 0 (mod 2), de

v((we T ; 2 + eu) = 3

tenim
u((7Tiü£-ü5tl)2 + 2u) = 5

on, ara, (Trwe"1^)2 = ±7r2 (mod 7r6).
S'obtenen, així, les condicions (iv).
Per a provar el recíproc, sols cal refer el procés anterior, per a trobar una arrel x

del polinomi g(x) . És immediat comprovar que per:

13+ Í

' 2 2 si t = l(mod 2), v(u + l) = 3

2^^/m si t = l(mod 2), v (u - 1) = 3
X = \ 12+'

2 2 7T si t = 0(mod 2), u(2u + ?r2) = 5

. 2^-ir^/m si t = 0(mod 2), v(2u - 7r2) = 5

es té g (x) = 0 (mod xM+W-m*)),
Finalment, considerem el cas i = 0.
De g (x) = 0 (mod 7T60) tenim:

v((x2 - 3B)2 - 1252) = v(BB(j - 1728)x) = 59

i d'aquí, posant B = £137r26u(2u + 27) tenim:

(3.7) u((u;2-3£13u(2u+27))2+4£26u2(2u + 27)2) = 7

i, en conseqüència,
v(w2 - 3£13u(2u + 27)) = 2.

Posant u;2 = 2A + 3£13u(2u + 27), A e Uv i substituint a (3.7) obtenim:

i;(A2 + £2V(2U + 27)2) = 3.

Pel lema 3.1, necessàriament, d = 2 (mod 4).
Si posem A = £13u(2u + 27) + aTr, a € Uv aleshores,

w1 = 2TTOC + 5e13u(2u + 27).

Per tant,
v(w2 - 5£13u(2u + 27)) = 3
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o, equivalentment,
v((irw£-6}2 + 2u + 4) = 5.

Però de v((w£~6}2 - 1) > 4 o v((u;£-6)2 + 1) = 3 (lema 3.1) es té:

v(1u + 4 + 7T2) = 5o v(2u + 4 — 7T2) > 6, respectivament.

S'obté, així, la condició (iii) del teorema.
Pel recíproc, només cal comprovar que quan

_ J 267T

~ \ 267r(l

S = 5

>6

aleshores g ( x ) = O (mod 7r60) I

REMARQUES 3.2:
En la demostració del teorema 3.2 s'ha provat que:

(1) Si j G J(u) satisfà la condició (iii) del teorema 3.2, aleshores una arrel r € K
de g(x] (mòdul 7r2t!<A)/3) és:

r =

3_7T

lu
37T

s

— (1 + v/m) si u ( 2 u + 4 - 7 r 2 ) > 6 .

(2) Si j G J(u) satisfà la condició (iv) del teorema 3.2, aleshores una arrel r 6 K
de g ( x ) (mòdul 7r2"(A>/3) és:

si i = 0(mod 2), v(u + 1) = 3

r = <
37T
3+i

2 2 u

si i = 0(mod 2), v(u - 1) = 3

si i = l(mod 2), u(2u + 7T2) =

; — \/rn si i = l(mod 2), v(1u — ?r2) = 5.

COROL·LARI 3.2.1.
Per a j Ç. K, j ¿ O, 1728, es té j € J(S) si i sols si :

(a) v(j] > O, v(j} = O (mod 3), v(j - 1728) = O (mod 2) per a tot v € S.
(b) Per a p = 3 i v(j) > O es satisfà alguna de les condicions següents:

(i) v(j - 1728) > 6e.
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(ii) 3|m, ; = 27(x + yx/m)/2, x = 4 (mod 9), y = 0 (mod 3).
(iii) 3|m, j = 34+'(x + yv/m)/2, t > 0, t ^ 1 (mod 3), amb:

x = ±l (mod 9), y = 0 (mod 3), si i = 2 (mod 3)

x = 0 (mod 9), y = ±— (mod 9), si i = 0 (mod 3).
o

(c) Per a p = 2 i uQ') > 0 es satisfà alguna de Jes condicions següents:
(ij v(j) > lie.

TTl
(ii) 2|m, ; - 1728 = 27(x + y y/m), y-x = — (mod 4),y = 0 (mod 2).

¿
(iii) m = 3 (mod 4), j - 1728 = 28+'(z + y v/m), ¿ > 0, amb:

x = (m - 3)/2 (mod 4), y = 1 (mod 2), si i = 1 (mod 2J

x = 1 (mod 2), y = 1 (mod 4), si i = 0 (mod 2).

DEMOSTRACIÓ:
La condició b (ii) s'obté del teorema 3.1, (iii) en fer:

N(x -4-1- y v/m) = 0 (mod 27).

Semblantment, la condició b (iii) s'obté de (iv) del teorema 3.1, posant:

N (x ± 8 + y x/m) = 0 (mod 27) quan t = 2 (mod 3)

i 3(x + y\fm) = ±.m\/m quan i = 0 (mod 3).

Finalment, les condicions c (ii), c (iii), resulten del teorema 3.2 (iii), (iv), pro-
cedint com segueix:

Quan 2|m, prenem TT = \/rn. Aleshores de

(2x + m + 4)2 - 4y2m = 0 (mod 32)

tenim:

y = 2 (mod 4)
— TTi

x + 2 = -— (mod 4).

Per altra part, de 2x + 4 — m + 1y^Jrñ = 0 (mod 8) tenim:

y = 0 (mod 4),
TTL

x + 2 = — (mod 4).
Zj
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Quan 2 /m, prenem TT = 1 + v/m.
Si » = 0 (mod 2), de

(x ± I}2 - y2m = 0 (mod 8)

tenim:
x = ±1 (mod 4), y = 2 (mod 4).

Si i = 1 (mod 2), de

(2x ± (1 + m))2 - (2y ± 2)2m = 0 (mod 32)

tenim:

y ± 1 = 2 (mod 4)

REMARQUES 3.2.3:
De la demostració del corol·lari 3.2.1 i les remarques 3.2 obtenim:

(i) Si j € J(v) satisfà la condició c (ü) del corol·lari 3.2.1, aleshores una arrel
r 6 K de g(x) (mòdul 7r2u(A)/3) és:

si y = 2 (mod 4)

si y = O (mod 4).
r = <

2(x

3(m + y/m)
. 2(i + y\/m)

(ü) Si j € J ( v ) satisfà la condició c (iii) del corol·lari 3.2.1, aleshores una arrel
r G K de g(x) (mòdul 7T2t)(A)/3) és:

si i = O (mod 2), x = 1 (mod 4)

r = <

2 + i
2 2 '(x + y^/m)

3(1 +

(z + y v/m")
3(m + y/m)

2 2 ' (x + y\/m)

si i = O (mod 2), x = 3 (mod 4)

si i = I (mod 2), y = 1 (mod 4)

si i = 1 (mod 2), y = 3 (mod 4).
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DEFINICIÓ: Sigui K amb A^(e) = 1. Donat un primer p 6 N, p / 2, direm que p
satisfà la condició (*) si i sols si:

I
I
I
I
_ (2) Si p|(ir(e) + 2) aleshores p és no-inert, p = 3 (mod 4).

I (3) Sip /(tr(e)+'2) aleshores ( -^^ ) = ( ̂  ~ } = -1.
V P ) \ P /

• Notarem per:

S* := {v € S, v j(2, tais que p satisfà la condició (*)}.

TEOREMA 3.3.
• Per a j e -/(S), j =¿ O, 1728, són equivalents:

• O) J € J.

I (ü) Existeix d Ç. K amb \N(d)\ = N i E v(dv) - v ] i tal que
\v€Z )

d _ j

I /(r) ~

M (iii) N(e) = —1, o bé, -/V(e) = 1 i es satisfà:

#(A^ n S*) = S w(/(r)) (mod 2>

I
DEMOSTRACIÓ:

I Pel corol·lari 2.3.1 (Capítol II), (i) és equivalent a l'existència de d € K tal que:

= ( ^v(dv)-v\B\

per a un cert ideal B de K, i

~ d

I /<r) ,M•per a tot u|2, a € /<". Podem suposar (5,2) = 1. Per tant, v ( -rr— = O, per a

I \/(r)/
tot u|2.

/ \
Finalment, la primera condició és equivalent a que l'ideal I S u(dv) • v j sigui

|

\u^ /
del gènere principal.

I

I

I
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També pel corol·lari 2.3.1, la condició (i) resulta ésser equivalent a:

TT(av,u)t, = 1 per a tot u 6 U^/U]^.
v6£

Ara, però,
U+ f {1} siN(e} = -l(m>0)

VJc 1 {1, e} si N (e) = 1.

Quan N (e) = 1, observem que per v Ç. S, v /2 tenim:

f (-l)«<d«) s i ' e g W j J
("v,£)u = s ,

1. 1 en altre cas.

Per tant, pel lema 3.2:

n^.o^i^ní/w.o.-í-i)*^™-'.
Però, per altra part, de Yl ((/( r)>£)" = 1 es té:

"E
n(/(r)^=n(/Wi£v

t>|2 «es*

Això acaba la demostració I

EXEMPLE 1:
Sigui K un cos de nombres arbitrari i suposem que (h#,6) = 1. En aquest cas,

tota corba el·líptica amb bona reducció arreu ha de tenir un model minimal global

1

1

•

1

1

1

1

J

[cf. Setl]. Considerem els invariants c4, ce d'un tal model de WeierstraB. Aleshores
satisfan la següent relació:

cl -d = 1728., utUK.

Per tant, el problema de determinar el conjunt de les corbes el·líptiques sobre
amb bona reducció arreu és equivalent a trobar les solucions enteres (x, y) de
equacions el·líptiques:

(3.8). y2 = x3 - 1728u, u e UK

tais que x, y puguin ésser realitzades com els invariants 04, ce d'alguna equació
Weierstrafi sobre OK-
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Donada una d'aquestes solucions, la corba el·líptica corresponent tindria invariant

•
•

j = x3 u 1. De fet, aquest problema és equivalent al de la descripció de J.
Més concretament, quan K és un cos quadratic es té el següent resultat:
Sigui (x, y) una solució entera de (3.8). Aleshores, x, ±y poden ésser realitzats

••
1

|

1

1

1•̂B

1

1

1

1

1

com els invariants c4, Ce d'una corba el·líptica sobre OK •»* i sols si u lx3 € J -és
a dir, u~lx3 satisfà les condicions del corol·lari 3.2.1 i el teorema 8.3-. En
cas, una manera de determinar el signe de y és la següent:

y en podrà ésser realitzat com l'invariant eg si i sols si:
y 2 / 1 2 6 "f" V f rJ^JÍu. } •. — ,.

/(r) ~
per a tot v\2.

DEMOSTRACIÓ:
Pels resultats de Setzer [cf. Set2], es té j ¿ 0, 1728. Sigui E\K amb b.r

que:

Aleshores j (E) = u~lx3, f (E) = — c4ce. Per tant, com que "f (E j) = —1,

aquest

.a. tal

j

Així, j (E) G J i -~ € Hnr(Gv, 2/22) per a tot v 6 S. D'aquí en surt la necessitat
dv

de les condicions.
Recíprocament, sigui E amb b.r.a. (i model minimal global) tal que j (E) =

u~lx3.
Posem A(.E) = u, v € UK- Aleshores:

3 — 1 3 11 — 1 *- t /3c4 = u vx , d on u v € UK

Cg = u~1vy2, d'on u~ !u € U]<.

Així, doncs, u~lv 6 ¿Y^. Posem u~lv = w6, w € UK- Tenim:

c4 = ¡j. • ui2x, on /z3 = 1

c6 = w3y.

Però com que a Q(\/— 3) no hi ha corbes el·líptiques amb conductor trivial [cf
hem de tenir /x = 1.

Finalment, de -^-, -^ € tf¿r(Gv,Z/2Z) Vu|2 en resulta w € H^r(Gv,
f ( r ) f ( r )

Vu € E.
_ j

Per tant, Ew tindrà b.r.a. i un model minimal global amb:

C4(E"-l) = x, c6(^-1) = y·

EXEMPLE 2.
Sigui j 6 OK, J / 0 J tzl <ïue ^rO) — 0» aleshores j £ •/(£)•
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DEMOSTRACIÓ:
Hem de veure que no es satisfan les condicions del corol·lari 3.2

lloc, observem que:

v(j) = 0 (mod 3) Vu € S <=» j = (nv/m)3, n 6 Z

En efecte, si u(j) = 0 (mod 3) Vu € S aleshores N (j) e Z3, per tant,
tal que j = n^m^/m = (n-^/ín)3.

.1. En primer

existeix n € Z

Vegem, ara, que (j, 3) = 1. En efecte, la condició b (i) del corol·lari no es satisfà
ja que la congruïtat:

j - 1728 = 0 (mod 36)

implicaria 1728 = 0 (mod 36)!.
La condició b (ü) tampoc es satisfà, per ésser tr(j) — 0. Finalment, la condició

b (iii) implicaria:

j = 34+' • ni • ̂  v/m, i = 0(mod 3), (na , 3) =

i , m 77i
n3 • — = ±— (mod 9)

O D

la qual cosa és contradictòria, ja que n3 = ±1 (mod 9).
En quant als primers dividint 2, es té per u Ç S, u|2:

v(j] > 0 <=* 2\j <í=* 16|n.

1

En efecte, l'única possibilitat és que 212|j. La condició c (ü) no es dóna ja que
tr(j) - 0 i la condició c (iii) implicaria: 1728 = 0 (mod 28+')!.

Seguidament estudiem la congruïtat:

v(j - 1728) = 0 (mod 2) Vu e S.

Notem que aquesta es satisfà sii |JV(j — 1728) | G Z2. En efecte,
estudiar és l'exponent dels primers inerts que divideixen j — 1728,
possibles són p = 2, 3. Pels arguments anteriors concloem que 3 /j
1\j — 1728 llavors ho fa amb potència exactament 6.

Finalment, provarem que l'equació:

(3.9) x3-(1728)2 = ±y2, x, y e Z

amb (x, 3) = 1 i 2|y =$• 26||y, no té cap solució.
Suposem, primer, (y, 2) = 1. De la factorització:

[x - (12)2][(x - (12)2)2 + 3(12)2x] = ±y2
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I tenim que l'equació (3.9) és equivalent al sistema:

J
\

x - (12)2 = ±y2

(x-(12)2)2+3(12)2x =

B substituint s'obté l'equació:

| y4±3(12)2y2+3(12)4Ty2
2=0.

Imposant que el discriminant ha d'ésser un quadrat s'obté:

' , (3.10) -3(12)4+4y2 = (2A)2, A e Z

I i així,

(3.11) 2y2 = T3(12)2 ± ÎA._ .

^1

Es un senzill càlcul comprovar que (3.10) només té les següents solucions:

I (y2 = ±259), A = ±227

I i cap d'elles satisfà (3.11) per algun y\.
Suposem, finalment, 2|y. Dividint l'equació (3.9) per 212 s'obté una nova equació:

• x3-(27)2 = ±y2, x, y € Z

' amb (x, 3) = (y, 2) = 1.
I Factorizant-la, la convertim en l'equivalent sistema:

f x - 9 = ±y2

| \ (x - 9)2 + 27x = ±y2

_ i procedint com abans s'obté:

(3.12)

M (3.13) 2y2

Es comprova fàcilment que (3.12) només admet com a solucions:

I (y2 = ±61), A = ±121

• amb cap de les quals es pot satisfer (3.13) I

I

I

I
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EXEMPLE 3:
Sigui j e Z, j T¿ O, 1728. Aleshores:

(a) j € J(S) si i sols si j = n3, j - 1728 € D • Z2, n, D e Z i tais que:
(i) D\M.

(ü) Si 3|n llavors 27|n - 12.
(iii) Si 2|n llavors 16|n, o bé, 16|n - 4, 2\D i D = m + 4 (mod 8).

(b) Per a j € «/(S), j 7^ O, 1728, tenim j € J si i sols si:
(i) m = 5 (mod 8), quan D = ±3 (mod 8).

(ü) 6D és una norma a AT, on 6 = ±1 i 6D = 1 (mod 4), quan 2 /D.
(iii) —D és una norma a K, quan 2|D.

Aquests resultats ja foren obtinguts per Setzer [cf. Set2]. Nosaltres en donem la
demostració següent,

DEMOSTRACIÓ:
Les afirmacions de (a) són conseqüència immediata del corol·lari 3.2.1. Posem:

n3 - 1728 = (n - 12)((n - 12)2 + 36n).

Vegem que si 3|n, les possibilitats b (ü), b (iii) del corol·lari 3.2.1 no es podem
donar, perquè en qualsevol cas impliquen j ^ Z3. Per tant, per b (i) 36|n3 — 1728,
o equivalentment, 33|n — 12.

Quan 2|n, la possibilitat c (iii) tampoc es dóna, ja que implicaria j £ Z.
Per a provar les afirmacions de (b), cal observar, en primer lloc, que si v G E

satisfà v(D] > O aleshores u(A) = 6 (mod 12) i, per tant, v(dv) = 1 (mod 2).
Mentre que, per a v\M i tal que v(D) = O es té v(dv] = O (mod 2). Observem
també que de j € Z sempre es té: v(dv) = v"(dv<>) (mod 2) Vu € E.

Per tant, per la condició (ü) del teorema 3.3, existeix un element t CL K amb
N (t) = ±D, i tal que d = ía, a € Z. Llavors, de:

-^ = a2(mod4), a € A', (a,2) = l

prenent normes obtenim:

(1) Si 2 ](D, per a (iii), i la remarca 2.3.2 del Capítol II, podem prendre:

-1, si 2 /n

j-1728'

Per tant, N (t) = 1 (mod 4).
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(2) Si 2\D estem, com hem vist, en la possibilitat c (ü) del corol·lari 3.2.1. Per

1

1

1
•

1

1

1

1

1

••
1

1

1

1

les remarques 3.2.1, una arrel r de /(x) és:

3(m + ^/rn) m t ¿ ̂
r 2x ' * 2 tmod4)

on j - 1728 = 27x.
/

Es un càlcul senzill veure que:

u(/(r)) = -1, «|2.

/ l \
Per tant, N í 1 = 2 (mod 4) i, a més,

\/(r)/

tr(f(r)J N ( f ( r ) )

Així doncs, com que m = D + 4 (mod 8) tenim:

N (-1.) , -D (mod 8).

Això prova la condició b (iii) de l'enunciat.

El recíproc és clar a partir de la següent propietat:
La congruïtat x = ±a2 (mod 4), x, a € K, (a, 2) = 1 té solució sii:

N (x) = 1 (mod 8) i: (m, 2) = 1, m |É 5 (mod 8).

N (x) = 1 (mod 4) i: 2|m ó m = 5 (mod 8) I

§2. Bona reducció i model minimal global.

Ens interessa, en aquesta secció, respondre la següent qüestió:
Donada una corba el·líptica sobre K, amb bona reducció arreu, existeix

ment quadratic seu amb bona reducció arreu i model minimal global?.
Abans d'envestir directament aquest problema, ens serà útil recordar el

un torce-

concepte
de classe de Weierstrafi d'una corba el·líptica, així com algunes de les seves propie-
tats. En tot el que immediatament seguirà podem suposar K un cos de
arbitrari.

nombres

Sigui E una corba el·líptica sobre K. Per a cada valoració u € E, considerem
un model u-minimal de E, amb discriminant Av i diferencial uv. Aleshores, el
discriminant minimal de £?, T)(E\K), és l'ideal associat al divisor E u(A

86
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Sigui, ara, una equació de Weierstrafi afí de £7, arbitrària:

fX» ,» ) -o

amb discriminant AF i diferencial ujp; i considerem el divisor:

_ /WF\
AF = S v í — J - u .

ves V ^ v /

Aleshores és fàciknent verificable que:

(i) Classe (Ap) € H K és independent de F.
(ü) Classe (12AF) = Classe (V(E\K)}.

Posem a(E\K) := classe (Ap). a(E\K) s'anomena la classe de Weierstrafi de E
sobre K.

REMARQUES 3.3.1:

(i) Vegi's l'article de Silverman [Sill] per una construcció de
/wp\ 1 / A ^ X

(ü) Observem que v [ — 1 = — v j — — ) per a tot u € E.
\ / * V , » / " l l i A /\u>v ) 12 \ AF/

Per tant, si E té bona reducció arreu, llavors:

1

En aquest cas, tenim també, a(E\K)12 = 1.

a(E\K) equivalent.

La classe de Weierstrafi de E\K ens caracteritza l'existència d'un model minimal
global sobre K, per a E, en el següent resultat:

TEOREMA ([SET!]).
E\K admet un model minimal global si i sols si a(E\K) = 1.

Com a corol·lari immediat, Setzer obté el següent resultat que
a la qüestió que inicialment hem formulat:

COROL·LARI ([SET!]).

respon parcialment

Suposem (h/<-,6) = 1. AJeshores si E té bona reducció arreu sobre A', E ha de
tenir un model minimal global.

Sigui Ex el torcement quadratic de E, associat a d € K* /K*
les classes a(E\K) i a(E*\K).

. Volem relacionar

Per això, sigui F(x,y) = 0 una equació de Weierstrafi de E tal que aa = 03 = 0. |

1

1

1

Llavors,
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és una equació de Weierstrafi per a Ex i es té:

I AFX = d6AF.

Per tant,_

I
I

I

•

I

I

Notem per a(x) '•= classe

I Observem que a(x) és justament la classe de Steinitz de K(\fd) respecte de A",
™ tal i com la definiren Artin [Ar] i Fròhlich [Fro]. En efecte, es té la següent igualtat:

- v(d)] • v (d).
/

| Obtenim, per tant, la següent relació entre les classes de Weierstrafi de E i de Ex;

_ (3.14) a(E* \K] = a(E\ K] • a(X] • classe (r?)

• / N
on r] = í S hv • v } , essent (hv)vez els factors de correcció local de la fórmula dels

|

V«€E J
discriminants minimals (vegi's Capítol I).

Recordem, finalment, dues propietats importants de la classe de Steinitz:

(i) a(x) = 1 sü l'extensió K(\fd)\K admet una base entera (és a dir, si OL és
un O/c-mòdul lliure).

(ü) Donada c € H K, existeix x tal que:

I a(x) = c.

• Aquesta darrera propietat fou provada per Fròhlich [Frò], la demostració del qual
és constructiva, i el caràcter x corresponent resulta ser sempre ramificat sobre els

_ primers que divideixen 2 i sobre un altre primer.
I De fet, Silverman [Sill] prova que es pot modificar la demostració de Fròhlich,

per a construir un caràcter x no-ramificat sobre un conjunt finit de primers prefixat.

I En aquest mateix treball, Silverman utilitza la propietat (ü) de la classe de Steinitz
per a demostrar el resultat següent:
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TEOREMA ([SiLl]).
Sigui c € HK. Donada una corba el·líptica E\K, existeix un torcement quadratic

Ex de E amb classe de WeierstraB:

a(E*\K) = c.

En particular, donada una corba el·líptica sobre A' amb bona reducció arreu,
existeix sempre un torcement amb model minimal global però, de entrada, no es té
cap control sobre la reducció d'aquest torcement.

Tornem, ara, al plantejament inicial d'aquesta secció, on K = Q(vM) és un cos
quadratic de discriminant M. Prèviament, però, necessitem estudiar les extensions
quadratiques de K no-ramificades als primers finits:

Extensions discriminantals de K.
Es elemental veure que M factoritza de manera única com a producte de dis-

criminants primers, entenent per discriminant primer un nombre enter del següent

••
1

1

1

1

1

1

tipus:
f—i

( — 1) *~p(p primer senar), —4, —8, 8.

Sigui, doncs, la descomposició de M següent:

M = MI . . . Mr, MÍ discriminant primer, i = 1, . . . , r.

Posem F := {7 = (7(l)...7(r)) G Zr; 7(t) G {0,1}, per a i = 1, . . . ,r}
7 € F, sigui:

M, := M*l) . . . M?™ .

M j s'anomena divisor discriminantal de M i a l'extensió quadràtica K(\f
l'anomenarem extensió discriminantal de K.

Vegem-ne algunes propietats:
Donat 7 € F, sigui 7 G F tal que:

7(z) = 1 — 7(1), per a tot i = 1, . . . , r

aleshores:

LEMA 3.3.

(a) K(^M-()\K és no-ramificada als primers finits de K.
(b) K(^/My) = K(^/My) sii 7' = 7 o 7' = 7.
(c) Sigui L\K una extensió quadràtica no-ramificada als primers finits

Aleshores L = A"(^/M7), per algun 7 G F.
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DEMOSTRACIÓ:
Per a provar (a) considerem el diagrama següent:

7)|Q) = M.7, = M7 i (M7, M7) = 1, per tant,

Finalment, de :

obtenim

Suposem, ara, per a provar (b), que:

7MV € K**

De fet, hem de tenir M7M7/ E O\. Però de:

f7M7, =

obtenim

' ) '
z, y e z ,

y, = x2 + y2M + 2xy\/M.

Per tant, xy = 0. Si y = O, aleshores 7' = 7. Si x = O, és el cas de 7' = 7.
La propietat (b) ens permet, doncs, comptar el nombre d'extensions discrimi-

nantals de K. Vegem que aquest nombre és justament 2a-1, on s és el nombre de
primers que ramifiquen a K o, equivalentment, el nombre de factors primers de M.

En efecte, considerem la descomposició de M en discriminants primers:

M = MI ... Mr.

90



I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Observem que, en qualsevol cas (M = 1 (mod 4), M ^ 1 (mod 4)), tenim r =
s. Així, el nombre de divisors discriminantals de M és 2s i identificant -per la
propietat (b)- dos a dos els divisors discriminantals obtenim el nombre d'extensions
discriminantals.

Per altra part, per la teoria de cossos de classes sabem que el nombre d'extensions
quadratiques no-ramificades en els primers finits de K és, precisament, el nombre
de subgrups d'índex dos (i u) del grup de classes d'ideals estricte H^ i aquest és:

aquesta darrera igualtat per la teoria de gèneres de cossos quadratics. Això prova
(c) I

REMARQUES 3.3.2:

(i) Per una altra demostració de l'apartat (c) del lema 3.3, vegi's [Go-Lu].
(ü) Obsevem que en la prova de l'apartat (c) del lema s'està comptant el nombre

de corbes el·líptiques sobre K amb invariant j fixat i bona reducció arreu.
És a dir, si j € J, aleshores:

on 5 és el nombre de factors primers de M.

Considerem c 6 H^ tal que c" = c. Una tal classe s'anomena ambigua estricta i
ve també caracteritzada per: c2 = 1. Per extensió, anomenarem a. c £ H K ambigua
si satisfà: c2 = 1 (a H^}.

Siguin pi, . . . , pa els divisors primers de M; aleshores el nombre de classes am-
bigües estrictes és 2S-1 i cada classe conté exactament dos divisors del tipus:

DEFINICIÓ: Direm que una classe c € H K ambigua és senar si c = classe (p,-t . . . p,^ )
amb (-/V(pj, . . . p j f c ) , 2) = 1. En altre cas, direm que la classe és parell.

TEOREMA 3.4.
Sigui E | K una corba el·líptica semistable. Existeix un torcement seu semistable

i amb model minimal global si i sols si a(E\K) és ambigua senar.

DEMOSTRACIÓ:
Suposem x un caràcter quadratic tal que E* té reducció semistable i model

minimal global. Aleshores, x es no-ramificat als primers finits i de la relació (3.14)
es té:

(3.15) 1 = a(E\K)a(x).
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Però, pel lema 3.3, x correspon a una extensió discriminantal de K : K(^M^}, 7

I F. Fent abús de notació escriurem a(M7) := a(x).
Explicitem a(M7). Per això, siguin pi , . . . ,p s els diferents divisors primers de

M, ordenats de manera que:

• Bvlu;. i = 1 s.PiPi, t = , . . . . ,5, pi <p2 < • ' • <P3.

Sigui M = MI ... MS la descomposició de M en producte de discriminants primers

tal que p¿|M¿, i = 1,..., s. Llavors, de a(M7) = classe í ̂  —u(M7) • v 1 obtenim:
2

Per tant, a(M7) és, en qualsevol cas, una classe ambigua senar (notem que quan
m = 2 (mod 4): classe (pi) = classe (pa .. .ps)).

De (3.15) tenim:
a(E\K] = a(M7).

Això prova la necessitat de les condicions.
La suficiència és clara, ja que de (3.16) es desprèn que (a(M7))7gr cobreixen

totes les classes ambigües senars de H K I

• f classe (p? (2 ) . . . pj(s)) si m = 3 (mod 4)
(3.16) a(M7) = { VF2 , / V '

• [ classe (p j . . . pa ) en altre cas.

I

I

COROL·LARI 3.4.1.
_ Sigui K amb e tal que tr(e) = O (mod 4) si m = 3 (mod 4). Aleshores, si E\K
• és una corba el·líptica semistable existeix un torcement seu semistable i amb model

minimal global si i sols si a(E\K] és ambigua.

• DEMOSTRACIÓ:
• En efecte, si m ̂  3 (mod 4) tota classe ambigua és ja senar.

Quan m = 3 (mod 4) siguin p i , . . . ,p a els divisors primers de M, amb Pi|2.
I De N(e) = 1, tenim:
HH /I i s+\& x-^/1 i y*\

I Per tant, (l+e)^ = (a)-pf1 . . .p?' , a, a¿ € N (i = l , . . . ,s). Però de N(l+e} =
2+tr(e) = 2 (mod 4), hem de tenir «i = 1. Així, classe (pi) = classe (p"2 • • • P?' ) I

_ REMARQUES 3.3.3:
• (i) Utilitzant les mateixes notacions que en la demostració del corol·lari anterior,

remarquem que quan m = 3 (mod 4) i tr(e) = 2 (mod 4) aleshores:

| classe (pi) T¿ classe (pj1 .. -p"') per a tot a¿ € N (¿ = l, . . . ,s).

I En efecte, això és equivalent a veure que tota classe ambigua principal és senar.
Però les úniques relacions a H K entre classe ( p i ) , . . . , classe (pa) vénen donades
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per: v/m, si m < O i v/m, 1 + e, si m > 0 ([cf. Ha, cap. 29]). Només cal veure,
ara, que 2 divideix N(\ + e) amb exponent parell. De <r(e) = 2 (mod 4) posem
e = x + y v/m", amb x = —I + 2°a, a, a € N, (a, 2) = 1, a > 1. Finalment, de
x2 — y2m = 1 tenim la relació: 20f+1(20f~1a2 — a) = y2m, d'on deduïm que a = 1
(mod 2) i de N (I + e) = 2(1 + x) s'obté el resultat.

(ü) Comptem corbes el·líptiques sobre K amb b.r.a. i model minimal global. Per
això, denotem per:

Ell(j)g = {E\K; j ( E ) = j i a(E\K] = 1}.

Siguin j € J i à € K* ¡K* tais que E j té bona reducció arreu. Pel teorema 3.4,
Ell(j)g n Ell<j> =¡¿ 4> sii a(Ej) és ambigua senar. En aquestes hipòtesis es té:

{ 1 si N(e) = -1

2 si N (e) = 1 i <r(e) = O (mod 4) quan m = 3 (mod 4)

4 si m = 3 (mod 4), tr(e) = 2 (mod 4).

Estem suposant sempre m > O, ja que en el cas imaginari Stroeker [Stro] demostrà
que Ei\\(j)g D E110 = <f>. Vegi's també l'exemple 4, més endavant.

En efecte, per (3.15), es tracta de comptar totes les extensions discriminantals
K(^rñl¡), 7 € F, satisfent: a(M^) = 1. Si N(e) = —1, l'única relació entre classe
(p i ) , . . . , classe (pa) ve donada per ^Jm, Si N(e] = 1, les úniques relacions vénen
donades per \Jm, 1 -f £. Si tr(e) = O (mod 4) quan m = 3 (mod 4), per (3.16),
només ens quedem amb la relació senar ^/m. Finalment, observem que a cadascuna
d'aquestes relacions li correspon una única extensió discriminantal si rn ^ 3 (mod
4) i exactament dues extensions si m = 3 (mod 4), ja que en aquest cas es té per
4 /M-y : a(M7) = a(—4MT).

COROL·LARI 3.4.2.
Sigui K amb ./V(e) = —1, (/i/c,3) = 1 i el 4-rang de HK zero. Aleshores, tota

corba el·líptica E\K amb b.r.a. admet un torcement amb b.r.a. i model minimal
global.

DEMOSTRACIÓ:
De a(E\K}12 = 1 tenim a(E\K}2 = 1 i apliquem el corol·lari 3.4.11

EXEMPLE 4.
Suposem m < O i sigui E\K amb bona reducció arreu, a(E\K}2 = 1 i j (E) 6 Z.

Aleshores a(E\K) és parell.

DEMOSTRACIÓ:
Com que j (E) 6 Z, deduïm de les condicions de Setzer (exemple 3) els següents

fets:
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En efecte, de a(E\K)2 = 1 tenim ±AF € K* , per a qualsevol model de Weier-

strafi F de E i, per tant, de j - 1728 = °^ ' obtenim ±D € K*\

2) (.0,2) = 1.
En efecte, si 1\D per a (iii) es té D = m + 4 (mod 8) i, així, D =

contradiu amb b (iii), ja que —D < 0, no és una norma a K\.
3) m = -1 (mod 8).
En efecte, de b (ü) i b (i): 8D > 0 i m = -6D, amb 6D = 1 (mod

2j
Considerem la corba el·líptica E j. Provarem que si d — —

V~\3 -
Efd té b.r.a.

612'2

de ci^/rñ = (1 + \/m)2 (mod 8), tenim:

±d//(r) = a2 (mod 8), a € K

on prenem

/(r) = | -24j

{ j -1728 S1 V^' >

I I O ^ 7 . !.. .. 1 J
Ti 1 TI 1 1 in /^n^ ri ÍTI í^ f fi 1~*" l — •• n^ KHH.̂ ^^ ^í"iti i Tn rtiio O l i i^ i fc1^^ ^ /"in / *"~

d'aquí, per la remarca 3.3.3 (i), «(.E^I-K') és pareil!

—m. Això es

8).

===== llavors
1728 1

a tot v 6 S i

6 (mod 12) i

REMARCA:
Kramer, de fet, a [Kra] demostrà el següent resultat: Si E és una corba el·líptica

sobre un cos quadratic imaginari amb b.r.a. i a(E\K)4 = 1 aleshores hem de tenir
j (E) € Z. Així, aquest resultat juntament amb l'obtingut a l'exemple 4 impliquen
el teorema de Stroeker [Stro] que afirma que sobre cossos quadratics imaginaris no
hi han corbes el·líptiques amb b.r.a. i model minimal global.
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