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Resumen

Esta tesis doctoral versa sobre el transporte electrénico en sistemas de baja dimension.
En particular, se utlizan diferentes formalismos para abordar fenémenos cuénticos en el
transporte electrénico en grafeno.

Por una parte, se estudia la interacciéon de intercambio en los procesos de transporte
electrénico dependientes del tiempo, mediante la teoria de trayectorias Bohmianas para
paquetes de ondas. Se demuestra que la densidad de estados en el espacio de fases puede
entenderse a través de la probabilidad de encontrar electrones con configuraciones simila-
res. Debido a la repulsion de Pauli, cada electrén ocupa una region 27 en el espacio de
fases. A través de la velocidad de los electrones, la densidad de estados electrénicos puede
relacionarse con la densidad de flujo electrénico. La importancia de este nuevo concepto se
hace evidente al tratar de modelizar la inyeccién de electrones en los nanodispositivos. En
particular se muestra que la inyeccién balistica en el grafeno es muy diferente de la inyeccién
en nanodispositivos convencionales (con dispersiones parabdlicas) debido a su particular
relacion de dispersion lineal y alta velocidad de Fermi. Este particular ritmo de entrada de
electrones en el grafeno también produce un cambio importante en el ruido electrénico a
alta frecuencia en el regimen balistico. Estos resultados abren nuevas perspectivas para el
estudio del transporte cuantico dependiente del tiempo para muchos cuerpos.

Por otra parte, con el fin de explorar los efectos de producir nanoondulaciones en el
grafeno, se realizo un estudio de las propiedades electronicas de transporte utilizando la
Teoria de la Densidad Funcional y la funciéon de Green. Se predice la formacion de transpor-
te cuasi-unidimensional en nanoondulaciones de grafeno, marcado por la cuantizacién de la
conductancia tanto para ondulaciones a lo largo de la orientacién cristalografica armchair
como de la zigzag.
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Abstract

This dissertation deals with electronic transport in low dimensional systems. In particu-
lar, quantum phenomena in electronic transport in graphene are addressed using different
formalisms.

On one hand, the exchange interaction in time-dpendent processes in electron transport
is studies with Bohm trajectories for wavepackets. It is shown that the density of states
in phase space can be understood through the probability of finding similar electron con-
figurations. Due to the Pauli repulsion, each electron occupies a region 27 in phase space.
Through the speed of electrons, the density of states (DOS) can be related to the density
of flux (DOF). The relevance of this new concept is evident when modeling the injection of
electrons into nanodevices. In particular, it is shown that ballistic injection in graphene is
very different from injection into conventional nanodevices (with parabolic dispersions) due
to its particular linear dispersion relation and high Fermi velocity. This particular rate of
incoming electrons into graphene also produces a significant change in the high-frequency
electronic noise in the ballistic regime. These results open new perspectives for the study
of time-dependent many-body quantum transport.

On the other hand, in order to explore the effects of producing nanoripples in graphe-
ne, a study of electronic transport properties using the Density Functional Theory and the
Green’s function was performed. Quasi-one-dimensional transport in graphene nanocorru-
gations has been predicted, highlighted by the quantization of conductance for undulations
along both it armchair and it zigzag crystallographic orientations.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Contexto

Los constantes avances en las tecnologias de fabricacion micro y nanoelectronicas han
permitido validar la extrapolacién que Moore realizé en 1965 sobre el nimero de tran-
sistores en los circuitos integrados (Ley de Moore [11]), llevandola hasta nuestros dias y
permitiendo incrementar exponencialmente las prestaciones de los dispositivos electronicos.
Sin embargo, y aunque el Chief Technology Officer de Intel afirmara en 2008 [12] que

I compare Moore’s Law to driving down the road on a foggy night. How far can
you see? ... We see no end in sight, and we've had 10 years visibility for the
last 30 years.

tarde o temprano el escalado en dimensiones de las arquitecturas tradicionales (More Moo-
re) se encontrard con limites fundamentales, relacionados con la fenomenologia (tipicamente
cuantica) que aparece en la nanoescala, que afectaran al correcto funcionamiento de los
dispositivos. De hecho, desde hace unos pocos anos ya podemos observar un estancamiento
en la frecuencia méaxima de operacion de los microprocesadores de los principales fabrican-
tes, cambidandose el énfasis hacia la reduccion del consumo de potencia o el aumento del
numero de cores fisicos dentro de cada chip.

Una de las rutas para conseguir la mejora de las prestaciones de los dispositivos electréni-
cos pasa por disenar nuevos dispositivos cuyo funcionamiento dependa precisamente de
esos efectos que limitan las prestaciones en los disenos tradicionales. Aqui se enmarcan
dispositivos como el diodo tinel resonante (RTD) [13] o el transistor de un solo electrén
(SET) [14]. Otra de las rutas aprovecha los nuevos materiales y procesos que la explosion
de las (nano)tecnologias en los ltimos 25 anos ha puesto a nuestro alcance. Por ejemplo,
la inclusién del 6xido de hafnio en las puertas de los MOSFETSs ha permitido continuar
con la reduccién de la longitud del canal.

Dentro del conjunto de nuevos materiales, y aunando fenémenos cuanticos, destaca el
grafeno (monocapa de grafito) por sus extraordinarias propiedades electrénicas y mecani-
cas, incluso a temperatura ambiente (ver la Sec. 1.5). Las expectativas de una nueva ge-
neracion de productos basados en este extraordinario material ha llevado a la Comisiéon
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Europea a financiar el Graphene Flagship [15], un proyecto con una duracién de 10 anos y
una dotacién total de 1000 millones de euros.

Asi, en este contexto, y en particular en el del transporte electrénico basado en efectos
cuanticos, se enmarca el trabajo de investigacién presentado en esta tesis.

1.2. Transporte cuantico

El transporte cudntico es un ejemplo de la dindmica cuédntica fuera del equilibrio [16, 17],
donde existe una constante interaccion e intercambio de particulas entre los reservorios y
el sistema cuantico abierto. Esto se hace especialmente evidente cuando las dimensiones
del dispositivo son pequenas [18, 19]: el acoplamiento de sistemas de escala nanométri-
ca (moléculas, puntos cudnticos, nanotubos, etc.) con ambientes macroscépicos (cudnticos
o clasicos) genera fluctuaciones, por ejemplo en la corriente electrénica de nanoestruc-
turas fuertemente influenciadas por la interaccién de Coulomb [3]. Esta dependencia de
los fendmenos cuanticos con el tiempo toma una gran importancia en los sistemas donde
coexisten varios estados estacionarios [20, 21], o en la medida de procesos fisicos de cor-
ta duracién (corrientes AC a altas frecuencias, procesos de ruido), que tipicamente son
ocultados en la medida de corrientes promedio (dc) [22].

Cuando se estudia tedricamente el transporte de electrones, se suelen considerar muy
bajas temperaturas y corrientes pequenas, de tal forma que se puede considerar que los
electrones no interactiian. La justificacién para esta dréastica simplificacion se encuentra
en la idea que sélo los electrones entorno a la energia de Fermi pueden participar en el
transporte neto, y el bloqueo de Pauli suprime completamente eventos de dispersion entre
electrones con menor y mayor energia al nivel de Fermi. Considerables esfuerzos se han
realizado para determinar correctamente el potencial efectivo global para los electrones en
la energia de Fermi, ya que las cargas positivas de fondo se apantallan en gran medida
por los electrones del dispositivo [23]. Sin embargo al ir disminuyendo las dimensiones del
dispositivo, esta aproximacién ofrece resultados alejados a los experimentos [24].

Uno de los tramientos mas comunes del transporte electrénico es la descripcion ab initio
limitada a un régimen de estados estacionarios de scattering y basada sobre el formalismo
de Landauer combinada con la teoria de la densidad funcional (Density Functional Theory
- DFT). Sin embargo esta aproximacion es criticada sobre bases tedricas fundamentales,
senalando principalmente defectos del funcional de correlacién de intercambio de la DFT
estética [25], tal como la discontinuidad de la derivada en la aproximacién de la densidad
local (Local Density Approximation - LDA) y la aproximacién de los gradientes generali-
zados (Generalized Gradient Approximation - GGA). Otra limitacién que se encuentra es
la ausencia de correlacién de intercambio en el formula de Landauer [26].

La necesidad de considerar la dependencia del tiempo y la interaccién de muchas
particulas (caracteristicas de la cudntica fuera del equilibrio) en el transporte electréni-
co de los nuevos dispositivos nanométricos conduce a la comunidad cientifica a establecer
una teoria mas amplia que solucione las dificultades previas. Una de las posibles soluciones
es la Teorfa de la densidad funcional dependiente del tiempo ( Time-dependent Density Fun-
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ctional Theory - TDDFT) la cual aplica la misma filosofia de la DFT de Kohn-Sham. En
esta teoria se reemplaza la ecuacion de Schrondinger dependiente del tiempo para muchos
cuerpos, por un conjunto de ecuaciones dependientes del tiempo para una sola particula,
cuyos orbitales tienen la misma densidad n(r,t) [26, 27]. Otros métodos para abordar el
problema del transporte cuantico fuera del equilibrio son: el funcional del grupo de renor-
malizacion|[28], el grupo de renormalizacién de la matriz densidad dependiente del tiempo
[29], la suma iterativa de integrales de trayectoria en tiempo real [30, 31], etc.

Si bien estos métodos y teorias logran solucionar muchas dificultades, no abordan la
naturaleza de los sistemas cuanticos fuera de equilibrio y cémo a partir de ellos se puede
llegar a los sistemas en equilibrio. Una de las teorias en abordar este tema es la desarrollada
por Louis de Broglie (1892-1987) y David Bohm (1917-1992). En su interpretaciéon de
la mecanica cudntica un sistema cerrado es descrito por: i) su funcién de onda, la cual
satisface la ecuacién de Schrodinger; y ii) por la posicién de unas particulas que se mueven
deterministamente a lo largo de trayectorias con velocidades que dependen de la funcién de
onda. Esta teoria reproduce las predicciones de la mecanica cuantica estandar, obteniendo
la distribucion de las posiciones de las particulas sobre un ensemble de sistemas, todos
descritos por la misma funcién de onda v (z,t), la cual es dada por |¢(x,t)|* [32]. Si bien
su realidad subyacente ha sido objeto de larga discusion, las trayectorias de Bohm siempre
pueden ser interpretadas como unas lineas de flujo asociadas a una vision hidrodinamica
de la ecuacién de Schrodinger [33].

Los sistemas en equilibrio cuantico obedecen la denominada regla de probabilidad de
Born p(z,t) = |¥(x,t)|? que es la fundamental conexién entre el formalismo matemdtico
de la teoria cudntica no relativista y los resultados experimentales. Un hecho remarcable
es que esta regla emerge naturalmente de la dinamica de particulas de la teoria de onda-
piloto de de Broglie-Bohm. Esta nos indica que la probabilidad cuantica surge de forma
dindmica, y tiene un estatus similar a la probabilidad térmica de la mecanica estadistica
convencional. Valentini y Westman tienen ilustrado mediante simulaciones numéricas que
una distribucion de particulas fuera del equilibrio pueden relajar a un equilibrio cuantico
después de algun tiempo [34]. Este resultado fue también extendido por S. Colin para
fermiones (particulas de Dirac) [35].

Estos resultados indican que la teoria de de Broglie-Bohm no requiere postular la “regla
de Born”, sino que tiende a surgir dinamicamente al relajar el sistema cuantico, haciendo
que la formulacion de la teoria cuantica de de Broglie-Bohm sea adecuada para estudiar el
transporte electrénico fuera del equilibrio. Sin embargo, una dificultad presente en la teoria
anterior surge del punto de vista computacional, al tener que solucionar directamente la
ecuacién de Schrondinger para muchos cuerpos interactuantes !. Este es un importante
problema a resolver y que dificulta el estudio de los fenémenos de transporte cuantico.
Varias propuestas de solucién recurren a la aproximacién de la particula independiente
(no interactuante), conduciendo a limitaciones al estudiar el comportamientos colectivos
de los portadores de carga y los efectos de interaccion de intercambio caracteristicos de los
electrones.

'Debemos indicar que esta dificultad también esta presente en la mecénica cudntica convencional
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Para entender la dificultad computacional podemos recordar que, en mecanica clasica,
el nimero de variables que describen el estado de un ensemble de particulas crece con el
numero de particulas, de tal forma que el tiempo de calculo y la memoria requerida para
realizar la simulacién son en general funciones polindmicas del tamano fisico del sistema.
Esta propiedad de los sistemas clasicos se pierde a nivel nanoscépico, ya que los estados
cuanticos requieren un numero de recursos que crece en forma exponencial con el niimero
de particulas [36]. Esta caracteristica estd en la base de la complejidad exponencial de
la mecéanica cuantica, e impide una eficiente simulacién de la dinamica de un sistema de
muchos cuerpos [37]. Una propuesta muy interesante que estd dando buenos resultados
para solucionar este problema es la desarrollada por X. Oriols, donde las trayectorias de
Bohm de muchas particulas, asociadas a la funcion de onda condicional, permiten realizar
una aproximacion que hace accesible el calculo para un sistema de muchas particulas sin
abandonar las propiedades de interaccién de intercambio [38].

Debido a estas favorables caracteristicas, utilizaremos la descripcion en términos de
trayectorias de de Broglie-Bohm para abordar el transporte cuantico dependiente del tiem-
po en nanoestructuras de grafeno considerando la interaccion de intercambio para muchas
particulas. Para la parte de la tesis que estudia transporte DC en grafeno, utilizaremos el
formalismo de Landauer combinado con la DFT mediante los programas SIESTA y TRAN-
SIESTA.

A continuacion profundizaremos sobre las caracteristicas del transporte electrénico
cuantico, en la mecanica de de Broglie-Bohm y las propiedades electrénicas del grafeno.

1.3. ;Qué es el transporte electronico?

. Qué entendemos como transporte de electrones? Una respuesta vélida puede (por lo
menos en primera aproximacion) sustentarse en nuestra experiencia diaria, donde observa-
mos objetos que parten de un punto y después de un tiempo determinado aparecen en otra
posicién 2. Si bien el electrén es un objeto cuyo comportamiento es regido por la mecédnica
cuantica (donde no puede ser medida con gran precisién su posicién y momento), esto no
imposibilita seguir manteniendo nuestra concepcion de transporte. Una de las primeras per-
sonas que defendié este planteamiento fue Louis de Broglie en 1927 (ver Fig. 1.1). Algunos
ejemplos muy descriptivos son la propagacién de un solitén (una onda solitaria que se pro-
paga sin deformarse en un medio no lineal) y la propagacién de una bouncing drop (gota
milimétrica inducida a rebotar sobre un bano de fluido, por la vibracion de una banera
con oscilacién cercana a la frecuencia de resonancia de la gotita, Fig. 1.2). En la mecéni-
ca clasica gobernada por las leyes de Newton, el transporte de particulas es comprendida
como el movimiento de la materia, donde los conceptos de trayectoria y desplazamiento
son claramente definidas: la trayectoria es determinada por la posicién inicial (z,), la ve-
locidad inicial (v,) y una ley de movimiento f(x,v,t), mientras que el desplazamiento es

2Diremos que un punto material P (ver 1.1) se mueve, cuando existe una correspondencia univoca
entre el conjunto de instantes [T] correspondientes a una duracién definida por el reloj [R] y el continuo
de tres dimensiones cartesianas y affn asociado a los ejes (Ox,0y,0z). [39]
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Figura 1.1: El punto P se transfiere entonces al punto P’ , y se puede decir que la energia
a partir de P fue transportado al punto P’ . Louis de Broglie [1]

la distancia entre la posicién inicial y final (d = |f(xp,vp,t = tp) — f(Z0, 00,1 = 0)]).
Estos conceptos son de gran utilidad al investigar el comportamiento de gases (mecéani-
ca estadistica), los fendmenos termodindmicos (equilibrio térmico, transferencia de calor,
entropia, etc.), movimiento de ondas mecénicas y electromagnéticas.

En 1900, después de muchos anos de éxitos de la mecanica clésica surgieron nuevos
fenémenos que no podian ser explicados con las teorias desarrolladas hasta entonces. En los
siguientes anos brillantes cientificos desarrollaron la mecanica cuantica, que tiene entre una
de sus particularidades el describir el comportamiento ondulatorio de la materia. De esta
forma al conocer una nueva caracteristica de la materia (cardcter ondulatorio), se logré en
las siguientes décadas desarrollar nuevas teorias y métodos que permitieron comprender y
predecir nuevas propiedades.

Una de las dificultades que la mecéanica cuantica tiene que enfrentar es el problema de
la interaccién de muchos cuerpos. En la fisica de la materia en estado sélido, la “teoria del
funcional de la densidad” tiene un éxito importante y muestra gran utilidad al investigar
las propiedades electronicas. También sirve como base para muchas investigaciones de
transporte electréonico, que combinan esta teoria con otros métodos como “la funcion de
Green de la red”, que explicamos mas adelante.

Teoria del Funcional de la Densidad Un sélido puede entenderse como un gas de
electrones sometido a una red periddica de iones, donde se consideran las interaccio-
nes: electron-electron, electrén-ion e ion-ion, donde tanto los electrones como iones tienen
energia térmica.

Nosotros consideramos nuestros estudios en el estado fundamental (7" = 0K, donde
no hay movimiento térmico) porque las posiciones de los niveles energéticos no varian
significativamente para un sistema con 7" # 0K. Asimismo, la funcién de Fermi-Dirac
muestra una variacion pequena a 300K respecto a T'= 0K.

El estado del sistema que conforma el sélido puede escribirse como:

\Ij(l'l,...,l'N,Xl,...,XM) y xi:(ri,si) y XZ: (RwSz) (11)

donde r; y s; son respectivamente los vectores posicion y el spin de los electrones, de forma
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Figura 1.2: (a) Gota de aceite rebotando en un bano de fluido vibrante. (b) A mayor
amplitud de oscilacion, la gota camina a través de la superficie, impulsada por su campo
onda-piloto.[2]

analoga R; y .S; son los vectores posicién y spin de los iones de la red. Los electrones que
estan localizados alrededor de los iones establecen fuertes enlaces formando una coraza de
electrones. En cambio los electrones més alejados son débilmente ligados al ion y tienden
a deslocalizarse en el sélido.

Considerando todas las interacciones del sistema, podemos escribir el Hamiltoniano del
sélido (en unidades atémicas) de la siguiente manera:

D IA(EED DAV DO D D) DR DR R
290 25 z<j|rl_r]| 5 i — Ryl l<k|Rl_Rk|

donde los dos primeros términos de la derecha contienen toda la energia cinética de los
electrones e iones.

La aproximacion de ”Born-Oppenheimer-Naherung”nos permite tratar separadamente
a los electrones e iones, esto debido a que los electrones son particulas livianas que siguen
el inmediato movimiento de los iones (mucho més pesados). Asi, primero se resuelve la
estructura electrénica (aproximadamente estacionaria), y luego se utiliza la energia hallada
del estado electrénico base (fundamental) como funcién de la configuracién iénica, que sirve
como una energia potencial para el movimiento de los iones [40].

De este modo, la ecuacién de Schréindger (obtenida a partir de las ecuaciones (1.1) y
(1.2)) para los electrones en una configuracion iénica dada se puede escribir de la forma:
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1N ) N 1 M N Zl
SR VA I o A N Wy ey X)) = e Uy an (X
2; +§j|ri_rj| ;;h‘i—RM (o (X)) = el o X))

(1.3)
quedando la solucion desacoplada del movimiento de los iones.

Si bien la aproximacion de ” Born-Oppenheimer-Naherung” nos permite enfocar nuestro
estudio a los electrones, su gran ntimero en el sélido (del orden de 10%*) y su dependen-
cia de las coordenadas tanto del resto de electrones como de las posiciones de los iones,
impiden abordar el problema en forma directa. Ademas, debemos recordar que el electron
posee spin (s = %), por lo que su funcién de onda total deber ser antisimétrica, i.e.:
U(T1, .y Xy Xy - IN, {XGH) = =W(2g, . Xy - o, Xy - - -5 2N, {XG}) de lo que se
desprende el principio de exclusion de Pauli. El cumplimiento de este principio por parte
de la funcién de onda del sistema de electrones lleva a la formulacién del determinante de
Slater, que expresa la funciéon de onda como una determinante de funciones de onda de un
electrén [41].

El problema entonces fue replanteado y, gracias al trabajo de Hohenberg y Kohn, en
1965 se hallé una solucién aceptable que derivé en la Teoria del Funcional de la Den-
sidad (DFT) que repasaremos rapidamente a continuacion.

La DFT 2 tiene como antecedente los trabajos de Thomas (1927) y Fermi (1928), cuya
idea bésica es usar la densidad electrénica n(r) como la cantidad fundamental en lugar de
la funcién de onda de los N-electrones [41].

n(ry) = N/.../\Il(xl,...,xN,{XZ-})\I!*(xl,...,xN,{Xi})dsldxz...de (1.4)

La densidad electrénica es la probabilidad de encontrar uno de los N electrones en un
volumen elemental dry, para una configuracion arbitraria de los N — 1 electrones restantes
(ver ecuacién 1.4). De esta manera se reduce el nimero de coordenadas espaciales de 3N
a s6lo 3 (r = (x,y,2)), manteniendo toda la informacién necesaria para determinar el
Hamiltoniano del Sistema [43].

Aun que sus resultados no llegaron a buen término, en 1964 Hohenberg y Kohn mos-
traron que para el estado fundamental el método de Thomas-Fermi puede ser considerado
como una aproximacién a una teorfa exacta, la Teoria del Funcional de la Densidad (ver
[41]). Esta teoria se basa en dos teoremas enunciados a continuacién (ver [44]):

» Dado un sistema mecéanico cudntico estacionario, cualquier observable (incluida la
energia) puede ser calculada, en principio exactamente, conociendo solamente la den-
sidad del estado fundamental n(r).

» La densidad del estado fundamental puede ser calculada, en principio exactamente,
usando un método variacional que involucra solamente el potencial externo aplicado.

3Un funcional F[h(r)] es un objeto F que asigna un escalar a cada funcién h(r) definida sobre un
dominio Q, r € Q [42].
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El primer postulado es la responsable de la reduccién del niimero de coordenadas espa-
ciales mencionada anteriormente, mientras que el segundo establece una forma de obtener
la densidad en el estado fundamental.

La aplicacién de estos teoremas a la determinacion de la energia total del sistema,
bajo la sujecién que el nimero de particulas se mantenga, fue realizada en 1965 por Kohn
y Sham [45], quienes después de una adecuada redistribucién de la energia del sistema,
obtuvieron las ecuaciones que llevan su nombre:

=372+ V| i) = ), (L5)

Aqui ¢;(r) son los orbitales de Konh-Sham, de los que la densidad electrénica es n(r) =
e N |¥i(r)|?. El potencial efectivo Vg considera la interaccién electrén-electrén en forma
promediada bajo la aproximacién del electrén independiente (ver [44]).

La expresion (1.5) es muy semejante a la ecuacién de Schrodinger, sin embargo ésta es
obtenida bajo otro punto de vista. La solucion es alcanzada por un método autoconsistente
debido a que Vs depende de n(r), que a la vez es funcién de las 9;(r).

Aun asi, y aunque la autoconsistencia en la solucion de la ecuacién de Kohn-Sham
puede ser enfrentada computacionalmente, los calculos que conlleva se hacen muy costosos
y su aplicacion directa impracticable para sistemas con un nimero de electrones elevado
(del orden de 5000 dtomos o superior). Afortunadamente, el teorema de Bloch [46] permite
reducir enormemente el nimero de electrones que deben ser tratados explicitamente en
sistemas periodicos.

A continuacion estudiamos el efecto de la dimensién en las propiedades electrénicas.

1.3.1. Transporte electronico en sistemas de baja dimension

El efecto de la dimensién en el transporte electronico es un tema intensamente estudiado
por la fisica mesoscopica. En los sistemas de baja dimension los efectos de interferencia
cuantica, los fenémenos de interaccion coulombiana y las fluctuaciones tiene un papel
predominante en sus propiedades.

Un efecto interesante de la dimensionalidad de las propiedades electréonicas se muestra
en la densidad de estados (DOS, density of states) para un gas de electrones libres:

p(E) o< B4 (1.6)

donde d es la dimensién del sistema. Asi, para un gas en tres dimensiones (3D), tenemos
que la DOS es proporcional a la raiz cuadrada de la energia, mientras que para un sistema
2D la densidad es constante y en los sistemas 1D disminuye con la energia.

Un gas de electrones bidimensional se puede conseguir experimentalmente en una unién
GaAs-AlGaAs con modulacién de dopaje [47], donde se forma un pozo triangular (Fig. 1.3)
en la regién cercana a la interficie. Esto permite confinar los electrones en una direccion,
mientras que quedan libres en las otras dimensiones.

Este pozo triangular permite la formacién del gas de electrones bidimensional (2DEG).
El gas de electrones puede ser manipulado a través de puertas (gates) que, por medio de
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Figura 1.3: Heteroestructura semicondutora de GaAs/AlGaAs. El gas de electrones bidi-
mensionales (2DEG), es formada en la regién cercana a la interface, donde se forma un
pozo de potencial triangular. Imagen de Wikipedia.

la repulsién eléctrica, permiten el confinamiento de electrones, formando puntos cuanticos,
nanohilos y estructuras similares.

Con la obtencién experimental de una monocapa de grafito, llamado grafeno [48], se
cuenta con un material adecuado para estudiar fenémenos mesoscopicos en dos dimensiones
(2D) gracias a su alta movilidad de portadores (10000 cm?/V-s a temperatura ambiente
[49]). Asimismo, su estructura de bandas no presenta gap, debido a lo cual tiene pro-
piedades interesantes como el tunelamiento cuéntico de Klein [50], lo que por otro lado
conduce a dificultades en el confinamiento de portadores de carga por medio de técnicas
convencionales [49].

En los ultimos anos se estan llevando a cabo estudios tedricos de la conductividad en
nanoestructuras de grafeno utilizando métodos tales como la funcién de Green, simulaciones
Monte Carlo, etc.

Método de la funcion de Green en la red

En la mecédnica cuantica el Hamiltoniano del sistema total contiene toda la informa-
cién del sistema de forma tal que resolviendo la ecuacién de autovalores (H|U) = £|W))
obtenemos la energia y la funciéon de onda del sistema. Sin embargo cuando estudiamos el
transporte cuantico, se distingue tres regiones bien diferenciadas: dos reservorios (electrodo
izquierdo y derecho) y la regién de dispersién (por ejemplo una nano-estructura). Gene-
ralmente se considera que la tnica regién afectada por campos magnéticos o eléctricos es
la regién de dispersion, donde los electrodos se consideran ideales (los electrones no sufren
dispersién) y semi-infinitos. Esta tltima caracteristica de los contactos es lo que dificulta
el calculo computacional, especialmente al resolver la ecuacién secular. Otra consideracion
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muy importante es el acoplamiento de los electrodos con la regién de dispersion.
El hamiltoniano total del sistema se puede escribir como:

HL + EL VL 0
H= Vi |Ho| Vi |, (1.7)
0 VE | Hg +3g

donde Hy, Hr y H¢ son las matrices del hamiltoniano de los electrodos izquierdo (L del
ingles left), derecho (R del ingles right) y la regién de dispersion (C'), y Vi, (V) son las
matrices de interaccion de los electrodos con la nanoestructura. El acoplamiento de L y R
a la parte semiinfinta de los electrodos es colocada en forma de autoenergias 3 y 2.

Un método de gran utilidad en el estudio de las propiedades de transporte electrénico es
la funcién de Green de la red [51]. Podemos obtener la funcién de Green para una particula,
a partir de la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo:

GH(E) = (Eii;)I—H ’ (1.8)

considerando que § — 0. Expresando la funcién de Green en terminos de los eigenvalores
y eigenvectors de H obtenemos:

-5

En lo que sigue solo utilizaremos el operador de Green G, asociado a la propagacion
de la funcion de onda adelante en el tiempo. En la representacion de sitios, los elementos de
la matriz de Green son obtenidos a partir de los estados |r) y |r’), que son completamente
determinados por los indices de sitios r = (m,n), v’ = (m/,n’) en dos dimensiones, y de
esta forma podemos escribir la funcién:

GT(r,r; E) = GT(mn,m'n’; E) = (r|GT(E)|r') . (1.10)

Si escribimos el Hamiltoniano de la ecuacion 1.7 en la representacién de sitios podemos,
utilizando la ecuacién 1.8, obtener la matriz de la funcién de Green del sistema para una
energia F.

El célculo de las autoenergias para los electrodos semiinfinitos L o R se pueden obtener

en forma independiente, realizando el calculo analitico de la funcién de Green o recursi-
vamente mediante la ecuacién de Dyson GHH)(E) = GTO(E) + GHB(E)V ) GT(E),

-1
donde G™(E) = {(E +i0)I — H%(R)} es la energia del electrodo infinito. Asi tenemos
que la expresion para el cdlculo de las autoenergias es:

EL(R)<E) = {VL(R)G+L(R)(E) VTL(R)} :

Calculada la matriz de la funcién de Green (1.8) de la heteroestructura en la represen-
tacién de sitios, G(m’,n'; E'), podemos estudiar las propiedades del transporte electrénico,
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como la conductancia, la densidad de estados y la densidad local de estados (LDOS del
inglés local DOS). Mediante el formalismo de Landauer-Biittiker tenemos las siguientes
expresiones:

2¢?
Gg(E) = e (E), (1.11)
donde la probabilidad de transmision es dada por:
T(E) = Tr (T,GiuTrGly ) ; Trr =i [Syr)(E) — g (B)] -
La densidad de estados es dada por:
1
p(E) = ——S(T[G(B)]) (1.12)
y la densidad local de estados:
1
pe(m' n')y = —=S(G(m',n'; E)) . (1.13)
s

A continuacién hacemos una rapida revision del transporte electrénico balistico de
sistemas mesoscopicos de baja dimension.

Confinamiento en un gas de electrones bidimensional (2DEG)

En sistemas mesoscépicos pueden distinguirse dos regimenes principales de transpor-
te: balistico y difusivo, existiendo también casos intermedios entre ellos. Estos se pueden
definir siguiendo la relacién entre dos longitudes caracteristicas: camino libre medio (/) y
la longitud de relajacién de fase (Ly) *. Cuando el camino libre medio es mds grande que
las dimensiones del dispositivo, se da el transporte balistico. Por otro lado, si el tamano
del dispositivo es mucho mayor que el camino libre medio el transporte es difusivo [51].
En todos los calculos presentados en este capitulo se considera un régimen de transporte
balistico.

Aqui estudiamos el transporte paralelo a la interface de la heteroestructura, que for-
ma un sistema bidimensional similar al grafeno. Estos sistemas bidimensionales permiten
disenar diferentes configuraciones de gates (puertas) posibilitando la manipulacién del gas
de electrones y permitiendo estudiar propiedades interesantes como la conductancia.

La figura 1.4 muestra arriba un hilo cuantico, donde la regién oscura corresponde a
la posicion de las puertas. Se obtienen valores de transmisién constante en intervalos de
energia, similares a los observados en el caso de transporte unidimensional. La DOS mues-
tra, en las mismas regiones de energia, un comportamiento asintotico. Estos resultados
estan de acuerdo con la existencia de canales de transmisiéon en nanohilos cudnticos [52]
(cuantizacién de la condutancia). Cada salto en la transmisién corresponde a la entrada
de un nuevo canal de transporte.

4Camino libre medio: Longitud entre dos colisiones (con impurezas, fonones, otros electrones...)
sucesivas. Longitud de relajacion de fase: La funcion de onda en mecéanica cuantica tiene una fase.
Esta es importante en los procesos de interferencia, donde la funcién de onda del electrén tiene diferentes
pre-historias (informacién de los sucesos previos) que son reunidas en un mismo punto. Asi la Ly es la
distancia que viaja un electrén antes que su fase cudntica inicial sea destruida [52].
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Figura 1.4: Figura izquierda: Topografia por microscopia de fuerza atémica de un transistor
de un electron, cosistente de un punto cuantico (QD del ingles Quantum Dot) en contac-
to con los reservorios y un contacto de punto cudntico (QPC del ingles Quantum Point
Contact) [3]. Figura derecha: Representacién de un QPC de 50A de ancho, acoplados a los
reservorios semi-infinitos (imagen superior). Conductancia y DOS para un QPC se observa
la formacion de steps en la conductancia, aumentando para energias correspondientes a
valores de DOS maxima.

Puntos Cuanticos Abiertos

Una pequena modificacién en los hilos cudnticos producen una importante modificacién
en los estados electrénicos del dispositivo. Un sistema de gran interés son los denominados
puntos cuanticos abiertos (OQD de inglés Open Quantum Dot). En la figura 1.5 izquierda,
se muestra un OQD, donde la regiéon blanca limitada por la linea negra corresponde a los
gates. Este tipo de sistemas se caracteriza por presentar estados confinados dentro de la
caja cuantica.

El calculo de la conductancia y la DOS se muestra en la figura 1.6. Los estados discretos
(picos entorno a E ~ 0,035 eV y E ~ 0,075 eV) estdn asociados con la caja cudntica, y los
estados continuos estan asociados con los canales de entrada y salida dados por los quantum
point contacts, ver Fig.1.5. Las dos tltimas resonancias (picos finos entorno a £ ~ 0,1 eV y
E ~ 0,15 eV) corresponden al acoplamiento efectivo entre los estados discretos y continuos
(resonancias de Fano).

La LDOS para el estado fundamental (primer pico de resonancia Fig. 1.6) de un OQD
se muestra en la Fig. 1.5-izquierda (el méximo se observa en el centro de la caja). Los gates
del dispositivo estan limitados por la linea continua negra.
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Figura 1.5: Figura izquierda: Representacién de un OQD (punto cudntico acoplado a los
reservorios). Los canales de entrada y salida tienen un largo de 40A y la caja (Dot) interior
presenta una dimensién de 120A x120A. La LDOS mostrada es obtenida mediante funciones
de Green en la red. Figura derecha: OQD estudiado mediante trayectorias de Bohm [4].
Los resultados corresponden al primer pico de resonancia.

S}
2L
S
. ] | | | | | | | | | | |

3 T T T T T T T T T T T T T T T T T

1_ ]

0- |i|.|AL.L| | | | |

0 002 004 006 008 01 012 014 016 0.8
Energia (eV)

Figura 1.6: Conductancia para un OQD. El OQD presenta picos de conductancia (E ~
0,1 eVy E ~ 0,15 eV) que corresponden a resonancias de Fano. La DOS presenta un gran
nimero de estados accesibles para estos ultimos picos.
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1.4. Mecanica de Bohm

En 1952, David Bohm crea una nueva interpretacion de la mecanica cuantica que re-
produce todas las predicciones de la mecénica cuantica estandar, pero manteniendo la
descripcién mediante trayectorias de las particulas [53]. La mecénica cuantica significé un
cambio abrupto respecto a la teoria desarrollada por Newton, el lenguaje utilizado por am-
bas teorias es diferente. La teoria clasica provee una explicacion de un experimento fisico
en términos de una trayectoria bien definida; la teoria cuantica “ortodoxa” utiliza en cam-
bio una funcién de onda. La teoria cuantica de Bohm permite ver que ambas: descripcién
ondulatoria de un ensemble de particulas clasicas y la descripcion de un sistema cudntico
con trayectorias son posibles [54].

Trayectorias en mecanica cuantica La mecanica de Bohm es una teoria sobre particu-
las con una localizacién definida. La teoria indica la trayectoria en el espacio fisico de estas
particulas y el objeto que determina la trayectoria es la funciéon de onda. De esta forma,
para una sola particula podemos escribir la funcién de onda ¥ (x,t) = . (z,t) + i;(x, 1),
en coordenadas polares como:

RQ(J;?t) = ¢3($at) + ¢E(m7t)

= harctan Vi, 1)
S(x,t) = harct (%n(%ﬂ)

donde S(z,t) es la llamada accién cuantica. Esta funcién no estd bien definida cuando
Up(x,t) = ;(x,t) = 0, que corresponde al punto donde R(x,t) = 0. Por lo que nosotros
asumimos que la funcién de onda es univaluada asi R(x,t) es también univaluada.

Si introducimos ¢ (x,t) = R(x,t) exp(iS(x,t)/h) en:

LUt B ()
! ot 2m  Ox2

+ V(@ (. t) (1.14)

podemos encontrar para la parte imaginaria la ecuacién de la continuidad local:

OR*(z,t) 0 (1 9S(z,t)

ot 9L IRNL) 6 _
o (m o R(x,t)) 0, (1.15)

y para la parte real obtenemos la ecuacion cuantica de Hamilton—Jacobi:

0S(z,t) 1 <8S(x,t)

T el e

ot 2m ) + V(:E,t) + Q(:L’,t) = 0. (1.16)

El termino adicional corresponde al denominado “potencial cuantico”:

W2 R(x,t) /02

2m  R(z,t) (1.17)

Q(xat) =
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justamente este potencial es quien diferencia la ecuacion cuantica de Hamilton—Jacobi
(1.16) de su expresién clasica. El momentum de una particula en mecdnica clasica es dada
por p = 9S(z,t)/0x de lo que podemos deducir que la velocidad de cada trayectoria z(t)
es dada por:

1 0S(z,t)
t)=|——FF— . 1.18
v¢) lm Ox L:m[t] (1-18)
Es interesante indicar que la velocidad de Bohm también puede ser obtenida a partir de:
J(x,t)

vz, t) = —— 1.19
Tk 1)

donde J(x,t) es la densidad de corriente definida por:

h aER) (1)
i — : 1.2

o) = iz (w25 i 250 (120

v [t (z,t)]? es la distribucién del ensemble de particulas. Es facil mostrar que la definicién
de velocidad es compatible con la ecuacién de la continuidad (1.15).

Definiendo la derivada total respecto al tiempo d/dt = 0/0t + v.0/0x y aplicdndola a
la velocidad de Bohm, tenemos la versién cuantica de la segunda ley de Newton:

m(jtv(x(t),t) = 0 (V(z,t) + Q(x,1)) (1.21)

ox
Teoria de la Onda-piloto de de Broglie En 1927 de Broglie propuso una nueva forma
de dindmica para un sistema de muchos cuerpos (de Broglie 1928). Para N particulas no
relativistas sin espin, con una configuracién q(t) = (x1(t),x2(t), ..., xx(t)) y masas m;, las
velocidades en el tiempo t vienen dadas por la ecuacion guia de de Broglie

dXi . VZS
dt n m; '

(1.22)

donde i =1,2,...,N. S es la fase de la onda compleja W(q,t) en el espacio de configuracio-
nes, y satisface la ecuacion de Schrodinger

X R
DA ViU + VU (1.23)
2m

i=1 i

donde V es un potencial externo clasico y ¥ = |¥|e? es la funcién de onda en su forma
polar.

Las predicciones de la mecanica cudntica estandar pueden ser obtenidas de la dindmica
de de Broglie definida por (1.22), (1.23) y asumiendo que un ensemble de particulas con
una funcién de onda inicial ¥(gq, 0) tiene una configuracién ¢(0) distribuida por la regla de
Born con una densidad de probabilidad

P(q,0) = [¥(q,0) (1.24)
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en el espacio de configuracion para ¢ = 0. Sin embargo esta ultima suposicion puede ser
deducida por la dindmica de de Broglie, que puede describir la evolucién de un sistema
fuera del equilibrio, algo que la mecanica cuéntica estandar no realiza [55].

En la siguiente seccion estudiamos las propiedades de un nuevo material llamado gra-
feno, que en los ultimos anos tiene gran interés por presentar nuevos fenémenos en el
transporte cudntico (anomalias del efecto Hall, tunelamiento de Klein, alta movilidad a
temperatura ambiente, etc.)

1.5. Propiedades electrénicas del grafeno

El grafeno es un material bidimensional cuyo grosor es de un dtomo. Su estructura
laminar estd compuesta de atomos de carbono que forman una red hexagonal tipo panal
de abejas. A partir de la popularizacién de su sintesis el ano 2004 por el grupo liderado por
André Geim de la Universidad de Manchester, ha tenido un gran interés por sus propiedades
electrénicas, mecanicas y quimicas. A continuacién mostraremos las principales propiedades
que le otorgan muchas de sus interesantes cualidades.

Caracteristicas como su composicion quimica, estructura cristalina y su interaccion con
agentes externos como el substrato, son algunos factores importantes que determinan sus
propiedades electrénicas. A continuacion detallamos estos puntos:

Composicién quimica Los atomos de carbono en el grafeno presentan enlaces covalen-
tes. El carbono tiene cuatro electrones de valencia ocupando los orbitales 2s, 2p,, 2p, v 2p..
Estos estados se mezclan facilmente generando hibridizaciones (combinacion de orbitales
2s con 2p). En el caso del grafeno se tiene tres electrones con hibridizacién sp?, conocida
como enlaces tipo o. Estos unen el carbono con sus tres atomos vecinos manteniendo asi la
estabilidad estructural del material. El electrén restante tiene un estado p, (enlace tipo 7)
y es responsable del transporte electronico.

Estructura cristalina El grafeno presenta una estructura cristalina bidimensional, si-
milar al panal de abejas. Sus propiedades electronicas estan fuertemente vinculadas a su
perfeccion estructural. Asi, tenemos que la movilidad eléctrica del grafeno es alta, del orden
de 10,000 cm?/V-s a T=300K [48]. La movilidad eléctrica sin embargo se ve fuertemente
reducida por la presencia de defectos o vacancias en la red [56].

Métodos de preparacién como la exfoliacién mecéanica ofrecen estructuras cristalinas
de alta calidad, con dimensiones del orden de las 100um [57]. Este método tiene la
dificultad de presentar un bajo rendimiento de sintesis (pequena porcién de grafeno por
mm? de drea del substrato). Otras técnicas, como la reduccién quimica de éxido de grafito,
solucionan el problema bajo el costo de tener una menor movilidad eléctrica. Esto es debido
a la formacién de vacancias en la red que no pueden ser reparadas durante las sintesis
[58]. Existen adicionalmente otras técnicas de preparacién de grafeno como son la CVD
(chemical vapor deposition), el crecimiento epitaxial (que recientemente ha obtenido capas
de grafeno con excelentes propiedades eléctricas) y otras técnicas que a partir del grafito
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pirolitico altamente ordenado, logran desacoplar las primeras capas teniendo estructuras
de grafeno muy ordenadas.

La importancia de la perfeccién estructural del grafeno se refleja también en el caracter
balistico del transporte del electrén en distancias submicrométricas [48].

Efectos del substrato A partir de la preparacién del grafeno el substrato constituye
un agente perturbador. Por ejemplo, en la exfoliacion mecanica el substrato sirve como
soporte mecanico [48] (ver Fig. 1.7), sin embargo para el grafeno epitaxial el substrato
adicionalmente es una matriz de crecimiento (SiC) [59](ver Fig. 1.8).

En la interaccién del substrato con el grafeno se puede identificar dos efectos: el pri-
mero estd relacionado con una alteracion de la homogeneidad de los portadores de carga,
reduciendo la calidad de las propiedades electrénicas [60]. Esto se hace evidente cuando
comparamos las medidas de transporte en grafeno sobre substrato de SiO5 con muestras
suspendidas en el aire. La movilidad electronica para este ultimo caso es 10 veces mayor
que cuando utilizamos un substrato [61]. Estos resultados estan en acuerdo con las pre-
dicciones tedricas que consideran que las propiedades de transporte electrénico pueden ser
explicados mediante la dispersién por impurezas cargadas en el substrato [62].

La segunda forma como el substrato afecta las propiedades del grafeno esta vinculada
a su estructura cristalina. Se puede identificar en el grafeno dos subredes equivalentes (ver
Fig. 1.10), que definen una polarizacién de subred para el estado electrénico. La presencia
de impurezas [63] o la interaccién del grafeno con la estructura del substrato [64],[60]
producen inequivalencias en las subredes que afectan su estructura electrénica de bandas
al formar un gap en torno a la energia de Fermi. Algunos ejemplos son el substrato de
nitrato de boro que presenta una estructura hexagonal [65] y el carburo de Silicio (SiC)
que sirve para el crecimiento epitaxial de grafeno (ver Fig. 1.11), [66].

Es interesante examinar la iinteraccion entre capas del grafito pirolitico altamente orien-
tado (HOPG). En especial en aquellos donde se tiene un apilamiento tipo AB (ver Fig.
1.9) donde la subred de una monocapa se encuentra directamente debajo de otra subred.
Esto es también observado en las bicapas de grafeno, donde al aplicar un campo eléctri-
co perpendicular modulamos el acoplamiento entre capas, generando una inequivalencia y
abriendo un gap en la estructura de bandas [49].

Relacién de dispersion lineal y pseudospin Muchas de las propiedades electrénicas
del grafeno son consecuencia de la estructura hexagonal de atomos de carbono. Especial
atencion tiene el pseudospin, que esta asociado a los estados bonding y antibonding del
grafeno. El cual tienen su origen en la red hexagonal (estructura cristalina) y su composicién
quimica (hibridizacién sp?), que permite definir dos subredes equivalentes (ver Fig. 1.10).
El substrato més una perturbacién (por ejemplo un campo eléctrico) permiten modular
una polarizacion en las subredes, es decir generar estados bien definido del electrén en una
subred A o B [67].

El acoplo de los electrones de los orbitales p. es el principal responsable de las propie-
dades del transporte electrénico. Esto es de gran utilidad si se hace uso del método tight
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Figura 1.7: Una débil interaccién entre Figura 1.8: El grafeno epitaxial inter-

el substrato (SiO-) y el grafeno, conser- actia fuertemente con el substrato de

va la equivalencia de las subredes. SiC, afectando la equivalencia de las su-
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Figura 1.9: En el grafito se observa que una
subred de una capa se encuentra alineada con
la subred de la capa inferior (sitios de color
rojo). Ver texto.
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Figura 1.10: Celda unidad del grafeno, presentando las subredes A y B.

binding para estudiar la estructura electrénica del grafeno. En ese contexto definimos como
vectores base:

a; = a(1,0) : as = %(1, V3)

donde a = v/3d = 2,46A. Se puede identificar que estos vectores definen dos subredes (ver
Fig. 1.10), que son conectadas por:

a a —a
d, = (0, —= , dy = (=, —=
1 ( \/g) 2 (2 2\/5)
—a —a
d3=(—,—=
donde d = |d| = 1,42A. Los correspondientes vectores de la red reciproca pueden ser
encontrados mediante la relacién:
bi.aj = 271—51’]’ ) Z,] = 1,2
2, —1

bi.ay = ;(1, ﬁ).(a,O) =27
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La funcién de onda del electrén se escribe como:
’\If >= CA‘wA > +CB|¢B > (125)

donde han definido las sumas de Bloch
Vo >= —F— E eihra Oo> , a=ADRB 1.26

aqui |¢, > es una base ortogonal del orbital p, de un atomo de carbono en el sitio A o B,
y el vector r, se extiende sobre todos los sitios de la red del grafeno.

<—€2 ?§><gﬁ>=E(g§> (1.27)

Aqui la energia del sitio es
EAa=€Ep=¢

y la interaccién entre atomos en diferentes sitios viene dada por
p=> 3" ek < g Hlpp > , t=< ¢a|H|pp > (1.28)
rqa rp

donde el pardmetro ¢ (hopping) es el acoplamiento de los orbitales p,. En caso de considerar
la interaccion entre primeros vecinos, se obtiene:

ikya —ikya kz a

p=t (eik'dl 4 ethd2 4 eik'd3) =t [e Vi +2e2v3 cos(— 5 )

Finalmente, la relaciéon de dispersién del grafeno se puede obtener a partir de la solucion
de la ecuacion secular (1.27):

k
E(ky, ky) =+ t\/l + 4cos(\é§kya) cos( ;a

Se puede elegir el origen de energias de manera que ¢ = 0 y t = 3,0eV segun resultados
experimentales [68].

En la zona de Brillouin se puede identificar puntos de alta simetria (ver Fig. 1.11).
Particular importancia tienen los puntos no-equivalentes K y K’, donde la relacién de
dispersion alrededor de la energia cero (nivel de Fermi en el grafeno) representa los deno-
minados conos de Dirac.

4 (1.29)

k
) + 4 cos?( ;

1.5.1. Estructura de capitulos:

El plan de trabajo a seguir en los siguientes capitulos es:

El segundo capitulo aborda el estudio de la interaccién de intercambio para muchas
particulas desde la teoria de de Broglie-Bohm dependiente del tiempo. El tercer capitulo
estudia el efecto de introducir la estadistica de inyeccion de electrones en el grafeno. Fi-
nalmente en el cuarto capitulo realizamos un estudio de las propiedades electrénicas de los
sistemas cuasi-unidimensionales en una monocapa ondulada de grafeno.
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Figura 1.11: Estructura de bandas del grafeno (izquierda), presentando los denominados
conos de Dirac alrededor de los puntos K y K’ (derecha). Se observa la ausencia de un

gap.
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Capitulo 2

Interacciones electron-electron
descritas por trayectorias Bohmianas

2.1. Introduccion

Un sistema con N-particulas idénticas da lugar a una serie de fenémenos fascinantes.
Sélo las funciones de onda cuya densidad de probabilidad se mantiene sin cambios bajo
permutaciones de particulas son una buena descripcion de dicho sistema. Para hamiltonia-
nos separables, dichas funciones de onda pueden ser construidos a partir de las funciones
de onda de una sola particula. Sin embargo, para hamiltonianos no separables, el esfuerzo
computacional asociada a la obtencion de la funcién de onda de N-particulas hace que la
solucién exacta sea inaccesibles en las situaciones mas practicas. Esto se conoce como el
problema de muchos cuerpos [69]. Ha habido un esfuerzo constante entre la comunidad
cientifica para dar soluciones a problemas de muchos cuerpos. Las soluciones del método
Monte Carlo Cuantico de la ecuacion de Schrodinger proporcionan soluciones aproximadas
para hamiltonianos exactos de muchas particulas [70, 71]. El Hartreee-Fock (HF) algoritmo
[72, 73] se aproxima a la funcién de onda de muchas particulas por un determinante de
Slater de funciones de onda de una particula que no interaccionan. Aunque se sabe que la
funcién de onda de Hartree-Fock no puede acercarse a la funcién original de la onda de
muchas particulas, puede proporcionar informacién 1til sobre el original estado fundamen-
tal. Alternativamente, la teoria del funcional densidad (density functional theory DFT)
muestra que la densidad de carga se puede utilizar para calcular cualquier observable sin el
conocimiento explicito de la funcién de onda de muchas particulas [74, 75]. Calculos practi-
cos de la DFT hace uso del teorema Kohn-Sham [76] que proporciona un sistema de N
funciones de onda de una sola particula (no interactuantes) que son capaces de proveer un
sistema de ecuaciones para encontrar la densidad de carga exacta del sistema interactuante
n(7). Sin embargo, la complejidad del sistema de muchos cuerpos todavia esta presente en
el llamado funcional de intercambio-correlacion (exchange-correlation functional) que es
desconocido y necesita ser aproximado. La DFT ha tenido un gran éxito, sobre todo, en la
quimica [77] y ciencia de materiales [78]. Ambos, tratan sistemas en equilibrio. La técnica
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mas exitosa para los sistemas fuera del equilibrio es la extension de la técnica DFT de
escenarios que dependen del tiempo desarrolladas a través del teorema de Runge-Gross
[79], que se conoce como la teorfa del funcional de la densidad dependiente del tiempo
(TDDFET). En contraste con el estado estacionario DFT, donde existe un funcional de in-
tercambio exacto, aproximaciones a los funcionales de intercambio-correlacion en funcién
del tiempo se encuentran todavia en su infancia. El TDDFT ha sido reformulado en térmi-
nos de la densidad de corriente [80, 81] y extendido a una densidad de corriente estocastica
dependiente del tiempo cuando el sistema estd interactuando con un bafo térmico [82].

La estrategia comun en todas las aproximaciones de muchas particulas es obtener el
resultado observable de las entidades mateméticas que "viven” en un espacio real, R?, en
lugar de utilizar directamente la funcién de onda de muchas particulas cuyo apoyo se define
en el espacio de configuracién, R?*". Por ejemplo, el DFT utiliza la mds simple (escalar)
densidad de carga, n(7) se define en el espacio real R3. De forma idéntica, el HF utiliza
funciones de onda de una particula en R3.

La mecédnica de Bohm [83, 54, 84, 85], brevemente explicada en la introduccién, es
una explicacion consistente de los fenémenos cuanticos basados en el uso de funciones de
onda y trayectorias. En este formalismo se puede encontrar de forma natural una funcién
de onda de una sola particula que “vive” en el espacio real, R? , sin dejar de reflejar las
caracteristicas de muchas particulas del sistema. Dicha funcion de onda se llama funcion
de onda condicional [54] y estd construida mediante la sustitucién de todos los grados
de libertad presentes en la funcion de onda de muchas particulas, excepto uno, por sus
correspondientes trayectorias Bohmianas. Esta sustituciéon produce una funcién de onda
de una sola particula con una complicada dependencia temporal [86]. Recientemente, las
trayectorias Bohmianas de muchas-particulas asociadas a la funcién de onda condicional
han sido investigadas por el grupo de Oriols et al. [86, 87]. En el presente capitulo se discute
c6mo la interaccién de intercambio puede ser tomado en cuenta con el uso de (aproximadas)
funciones de onda de Bohm condicionales. La idea se indicé brevemente por uno de los
autores en la original Ref. [86]. En este caso, se explica en detalle las propiedades de las
trayectorias Bohmianas para particulas idénticas y demostrar su viabilidad computacional
para estudiar el transporte cuantico en la (no- equilibrio) dispositivos nanoelectrénicos.

El trabajo se organiza de la siguiente manera. En Sec. 2.2 proporcionamos una intro-
duccion a las funciones de onda de muchas particulas y la mecéanica de Bohm. Para dicha
introduccion, vamos a utilizar las funciones de onda de muchas particulas para hamilto-
nianos separables. Desde un punto de vista didéctico, estas trayectorias Bohmianas seran
utiles para discutir cémo la interaccion de intercambio determina su comportamiento. En
Sec. 2.3, vamos a explicar como calcular las trayectorias Bohmianas de muchas particulas
para particulas idénticas de hamiltoniano no separable. En particular, vamos a calcular las
trayectorias sin calcular la funciéon de onda de muchos-cuerpos.
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2.2. Trayectorias Bohmianas para funciones de onda
de muchas-particulas

En esta seccion, presentamos las funciones de onda de muchas-particulas y la mecanica
de Bohm para explicar las propiedades generales de las trayectorias Bohmianas asociados
a particulas idénticas.

2.2.1. Resumen de la funcion de onda de muchas particulas

Para un no-relativistas sistemas abiertos de N —particulas, una expresién general para
una funcién de onda de muchas particulas, & = ®(7,.., 7y, 1), con o sin interaccién de
intercambio, es:

(I) = CZ\D 321,._7521\,(7?1, ..,FN,t)")/(Szl, ey SZN)7 (21)

donde 7; representa las posiciones de los i-particulas y s.; es el z-componente de el espin
que puede tomar el valor s,; = h/2 (o 1;) para espin up y s,;, = —h/2 (o |;) para espin
down. El C' es una constante de normalizacion. La suma en Eq. (2.1) es sobre toda posible
combinacion de espin.

Utilizamos la base de los espin individuales en lugar de la base del espin total, porque
estamos interesados en sistemas abiertos, donde las particulas (espines) se in-
tercambia con el exterior. Entonces, el requisito de espin total constante (implicito en
la base del espin total) no es en absoluto evidente.

En la mayoria de las discusiones de este documento vamos a suponer que el sistema
cudntico se describe justamente por uno de los terminos de la Eq. (2.1). En particular,
vamos a considerar el término en que todos los espines son paralelos, es decir, s,; =T;.
Con el fin de simplificar la notacion, la parte orbital de este término se escribird como
U = U(r, .., 7y, t), sin ninguna referencia a los espines porque su intercambio se vuelve
irrelevante. Por lo tanto, la funcién de onda (orbital) es solucién de la siguiente ecuacién
de Schrodinger de muchas-particulas:

oV N
h— = ——V;+U i, ) | W 2.2
n2! (kzl v U ,rm), (22)
donde m es la masa de electrén libre y U(7, ..., 7N, t) es un potencial no separable. Por

construccién, sabemos que la solucién de la Eq. (2.2) satisface la siguiente ecuacién de
continuidad:

d\p2 N . .
’ | ZVF 5 =0 (2.3)

donde Jrk = J~ (71, ...,7n,t) son los valores esperados de la densidad de corriente de
probabilidad[88] y |¥|? la densidad de probabilidad presente. Este tiltimo resultado serd re-
levante en Sec. 2.2.2 cuando presentamos trayectorias Bohmianas.
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Funciéon de onda de muchas particulas con interaccién de intercambio

Dos particulas cuanticas se dice que son iguales si no hay ningin experimento que
pueden detectar las diferencias entre ellos. Se entiende que nos referimos a experimentos
cuanticos donde el output es un valor ensamble obtenido despues de repterir muchas veces
el mismo exprimento. Por ejemplo, la medida ensemble de la particula 1 es identica a
la medida ensemble de la particula 1. Esta restricciéon en los resultados observables de un
experimento cuantico puede ser satisfecha mediante la imposicién de la siguiente propiedad
en la funcién de onda ¥ de particulas identicas:

(., 7, Thy o) = TU(, T, ., 750 1), (2.4)

para algun indice i y h. Nosotros consideramos v = 0 (mod 27) para bosones (simétrico) y
v = m (mod 2m) para fermiones (antisimétrico).

En general, esta comportamiento simétrico o antisimétrico de la funciéon de onda no
cambia con el tiempo. Para que se cumpla la invarianza con el tiempo se requiere que el
potencial de muchas particulas en la Eq. (2.2) permanece invariante bajo la permutacién
de dos posiciones, es decir, U(., 7, ..., Th, ., t) = U(., 7, ..., Ti, ., t), que es el caso general para
particulas idénticas. Entonces, si la Eq. (2.4) es satisfecha en un instante de tiempo, esta
relacion se cumple para todos los instantes.

Nosotros decimos que el sistema tiene interaccién de intercambio cuando la funcién
de onda satisface la Eq. (2.4). Excepto en la ultima parte de este capitulo, consideramos
un sistema de N— particulas en un espacio libre, asi que la funcién de onda de muchas-
particulas puede ser calculada a partir de un determinante de Slater. Por simplicidad, cada
particula la definiremos en un espacio 1D real R. La funciéon de onda de muchas-particulas
U(zy,...,xn,0) en t = 0 puede ser construida a partir de los siguientes paquetes de onda
gaussiana de una particula:

Vi(;,0) = Mexp (—W> (2.5)

(7‘(’0’%)1/4 2052‘

donde o,; es la dispersién espacial, z,; la posicién central, E,; = (% ky;)?/(2 m) la energia
centralde cada paquete de onda y k,; el vector de onda central. Entonces, la funcién de
onda de N—particulas W(z1,...,zx,0) para particulas idénticas se puede definir desde el
determinante de Slater como:

N! N
‘Ij<371a ..,Z’N,O) = C Zle(xp(lh?O) SZgn(ﬁ)? (26)
1=11:=1

donde la suma es sobre todas N! permutaciones p; = {p(l)1, ..., p(l)n} con sign(p;) = £1
el signo de las permutaciones. La variable C' es una constante de normalizacién. Sobre la
otra mano, la funcién de onda para las particulas no idénticas se puede escribir como:

N
\I’(xlw“axNaO) = Hwi(xp(l)wo)? (27)
i=1
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que, por construccion, ya estd bien normalizada a la unidad.
El valor conlectivo de la energia cinética de la i-particula que pertenece a un sistema
de particulas idénticas o no idénticas se calcula como:

(T}) = //@T\y dz,..dzy, (2.8)

De aqui en adelante, a menos que se especifique, las integrales espaciales se supone que
se extienden sobre todo el espacio de configuracion. El operador de energia cinética es

T, = —%;—;. Cuando se utiliza la funcién de onda en Eq. (2.6), uno puede darse cuenta

facilmente de que (T;) = (T},) para algin indice i y h. Como esperamos, uno no puede dis-
cernir entre particulas idénticas a partir de la medicién de sus energias cinéticas colectivas.
Por el contrario, cuando se utiliza Eq. (2.7), la energia cinética colectiva de cada particula
puede ser diferente.

2.2.2. Resumen de las trayectorias de muchas particulas

En la mecénica de Bohm|[83, 54, 84, 85|, cada particula del sistema esta representado por
una trayectoria guiada por una onda. La onda es la funcién de onda de muchas-particulas
que se discutié anteriormente, W (7, ..., 7y, t), con todas sus dificultades computacionales.
Dicha funcién de onda cumple la ecuacién de continuidad, escrito en la Eq. (2.3), que
relaciona la densidad de corriente y probabilidad presente. De tal ecuacion de continuidad,
uno puede facilmente[89] definir una velocidad (Bohmian) 4;(77, ..., 7y, t) en cada posicién
del espacio de configuracién como:

T (P, ey T, 1)
|\I]<F17 "'7FN7t)|2.

— —

Ui(”f_”l, ...,T’N,t> =

(2.9)

La trayectoria (Bohmian) de la i-particula, 7 [t], en el espacio real puede ser definida por
la integracién de tiempo de la Eq. (2.9) como:

t

At = [t + [ THA], ..., P[], t)dt. (2.10)

)
to]

<

Obviamente, uno tiene que seleccionar la posicion inicial FZ [to] para especificar perfecta-
mente la trayectoria. El super-indice j = 1,..., M tiene en cuenta las M — oo posibles
posiciones iniciales que se pueden seleccionar. Matematicamente, M deber ser infinito, pe-
ro para nuestros calculos numericos sera suficinete que sea lo suficintemente grande para
que los resultados ensembles no varien cuando anadimos mas trayectorias. Nos referimos a
#[t] como la trayectoria de Bohm en R?, mientras nos referiremos a {#[t], .., 7 [t]} como
trayectorias Bohmianas de muchas-particulas (o N-particulas) en R3".

La propiedad relevante de estas trayectorias Bohmianas que hace que sean muy atracti-
vas para los cédlculos cuanticos es el hecho de que, por construccion, un conjunto apropiado
de ellos (con diferentes posiciones iniciales) reproducen exactamente la evolucién temporal
de la funcién de onda de muchas particulas, en cualquier tiempo. Un colectivo adecuado
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significa que las posiciones iniciales, {7[0]....7[0]}, se seleccionan de acuerdo con la distri-
bucién de probabilidad |¥ (7, ..., 7y, 0)|?. Esta tltima condicién es llamada ”hipétesis de
equilibrio cuantico’[83, 90].

Ahora podemos deducir una propiedad importante de estas trayectorias que serd rele-
vante a lo largo de este capitulo. Dado que W(77, ..., 7y, t) es una funcién de onda de una
particula en algin sistema (puro), la velocidad de Bohm calculado a partir de la Eq. (2.9)
en cada punto del espacio de configuracién es unico. Esto significa que si dos trayecto-
rias coinciden en algin punto del espacio de configuracion, entonces, ellas coincidiran en
cualquier momento. Este resultado se puede resumir en una frase sencilla: dos trayecto-
rias Bohmianas de muchas particulas (con diferentes posiciones iniciales) no se
cruzan en el espacio de configuracion, ya sea para los bosones, los fermiones o
particulas no idénticos [91].

De manera equivalente, las trayectorias Bohmianas definidas en la Eq. (2.10) se pueden
obtener mediante la introduccién de la forma polar de la funciéon de onda de muchas-
particulas ¥(7, .., 7n,t) = R(7, .., 7y, 1)/ dentro de la Eq. (2.2). El médulo
R = R(r,..,7n,t) y el dngulo S = S(71, .., 7N, t) son funciones reales. Entonces, se obtiene
de nuevo, desde la parte imaginaria de la Eq. (2.2), la ecuacién de continuidad se definida
en (2.3) en forma polar:

OR? -
CLUNE ol v (szf ) —0,
ot - ; ! m
(2.11)
donde reconocemos la velocidad del i-ésima particula como:
— /= — 1 =, — —
UZ‘(Tl,..,T’N,t) = *VFZ-S(Tl,..,TN,t). (212)
m

Por construccion[54], la definicién de velocidad en la Eq. (2.12) es idéntica a la de la Eq.
(2.9). Por otro lado, la parte real de la ecuacién Schrodinger conduce a una versién de
muchas-particulas de la ecuacién cuantica de Hamilton - Jacobi:

oS L al
E‘FU(Tl,..,TN,t)—FZ(KZ’—FQi):0, (213)

=1

donde hemos definido la energia cinética de Bohm (local) como
L Lo L e
Ki EKi(rla“arNat) = imvi(rlw'?rNat) ) (214)

y la energia potencial cudntica (local):

h? VZR(F, .., P, t)
o2m  R(7,.,Pn,t)

Qi = Qi(”?l? ..,FN,t) =

(2.15)
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Cuando se trata de trayectorias Bohmianas, la energfa cinética colectiva definida en la Eq.
(2.8) se divide en dos partes, <TZ> = <KZ> -+ <Ql> La primera parte:

(K) = /.../32 K, da..dzy (2.16)

relacionado con la Energia cinética (Bohmian) local K; = K;(x1, ...z y,t). La segunda parte:

(Qi) = /.../R2 Qi day..day (2.17)

para la energia del potencial cudntico Q; = Q;(x1, ..., N, t).

Propiedades de las trayectorias Bohmianas de muchas particulas con interac-
cion de intercambio

Ahora, podemos enumerar una serie de propiedades importantes para los conjuntos de
trayectorias Bohmianas que representa particulas idénticas, es decir, cuando la interaccién
de intercambio esta presente. Con el fin de simplificar la notacién, se define X = {1, .., TN}
y la N-particula trayectoria de Bohm en el momento t = 0 as X[0] = {#[0], .., 7[0]}.
Cuando se intercambian las posiciones iniciales de dos trayectorias, 7[0] y 7 [0], mante-
niendo el resto sin cambios, se obtiene la un nuevo f-conjunto de trayectorias X/ 0] =

{.,7[0],.,77[0],.}. Debido a la Eq. (2.4), el médulo de la funcién de onda de muchas
particulas satisface:

i

R(X, 0)|)Z:)Zj[o} = R(X, 0)|)’<’:)’<‘f[o]7 (2.18)
y el angulo satisface:
S(X,0)[ gz =7+ S(X,0)| g_grp (2.19)

donde v = 0 (mod 27) para bosones (simétrico) y v = 7 (mod 27) para fermiones (an-
tisimétrico). De hecho, ya que la definicién de t = 0 para las trayectorias Bohmianas
es arbitraria, los requisitos establecidos en la Eq. (2.18) y la Eq. (2.19) se satisfacen en
cualquier momento ¢. La propiedad de la Eq. (2.19) implica:

Ui(X, )| gz ] — Un (X, t>|)‘(‘:)2f[t}- (2.20)

Esta condicion de las velocidades de Bohm, que es vélida para bosones o fermiones, tiene
dos consecuencias importantes. En primer lugar, vamos a comparar los dos conjuntos de
trayectoria de muchas particulas con diferentes posiciones iniciales antes mencionados: el
j-conjunto y el f-conjunto. Su diferencia es sélo #[0] = #[0] = @ y #[0] = #[0] = b.
Entonces, nos damos cuenta, debido a Eq. (2.20), que todas las trayectorias Bohmianas
con condiciones iniciales idénticas seran iguales independientemente de las condiciones
iniciales, excepto las dos trayectorias que tienen sus posiciones iniciales intercambiarse.
Por estas trayectorias, obtenemos #[t] = 7 [t] y #[t] = 7/ [t].
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La segunda consecuencia de la Eq. (2.20) es vélido para aquellas trayectorias de muchas
particulas que tienen, al menos, dos de sus componentes iguales 7 [0] = 7 [0] = @. Debi-
do a esta coincidencia, tenemos X7[0] = {.,@,.,@,.} y tambien X/[0] = {.,@,.,d,.}. En
realidad, ahora, los dos conjuntos de trayectorias son los mismos. Entonces, la condicién
7 (X, Olg_gig = Th(X, t)| g_s(y se puede escribir como:

Ui(X, 0) gz = (X, 0) %0 = Va (2.21)

porque X7[0] = X/[0]. Entonces, la trayectoria i[t] en el momento subsiguiente 0+ dt es
75[0 4 dt] = @ + Updt es idéntica a la trayectoria 710 4 dt] = @+ v,dt. Este resultado, es
valido en qualquier momento, 7 [t] = 7 [t]. Debido a esta propiedad y la propiedad que tra-
yectorias Bohmianas no se cruzan en el espacio de configuracién [91], tenemos un corolario
importante. Definimos trayectorias “diagonals” como esas trayectorias (many-particulas)
donde al menos dos componentes, 7 [t] = 7 [t], son idénticos. El resto de componentes
puede ser diferente. Vemos que otras trayectorias Bohmianas no pueden cruzar tales “dia-
gonales”, por lo tanto, todas las otras trayectorias Bohmianas se limitan a permanecer en
subespacios de la espacio de configuracion. Esta misma idea se puede explicar segin la
Ref. [92]: la mecdnica Bohmiana para particulas idénticas puede ser descrita en un espacio
reducido”R3" /Sy, con Sy el espacio de permutacién de N— particulas. El resto de tra-
yectorias en otras regiones de R3M no se considera en el espacio reducido”R3*Y /Sy, ya que
son idénticas a las anteriores después de una permutacion adecuada de las posiciones.

Por 1ltimo, queremos aclarar el significado de particulas distinguibles e indistinguibles
cuando se habla de interaccion de intercambio. Una reclamacion estandar en muchos libros
de texto de la mecanica cuantica es que las particulas idénticas, por ejemplo, dos electro-
nes con una funcién de onda antisimétrica orbital, son indistinguibles. Se afirma que si
las particulas tendrian trayectorias, serian automaticamente distinguibles. En la mecanica
de Bohm, incluso con el postulado de simetrizacion, el adjetivo indistinguibles es inapro-
piado. Una etiqueta la trayectoria de la particula 1 como 7‘“’{[75] y la de particulas 2 como
77%[25] Por lo tanto, obviamente, uno es capaz de distinguir perfectamente en los cédlculos.
Sin embargo, hemos demostrado que, por construccién, las trayectorias Bohmianas tienen
requisitos especiales de simetria. En particular, todos los resultados para particulas 1 cal-
culadas a partir de un conjunto de estas trayectorias serdn idénticas a las calculadas por 2.
En palabras simples, para un sistema de particulas idénticas, las trayectorias Bohmianas
son distinguibles, mientras que los resultados observables asociados a diferentes particulas
no se pueden distinguir.

Ejemplo: El efecto de la interaccion de intercambio sobre las trayectorias Boh-
mianas

Vamos a discutir, con algunos ejemplos numéricos, las propiedades anteriores de las
trayectorias Bohmianas de particulas idénticas. En todos los ejemplos numéricos de este
apartado, se considera que las particulas se propaga libremente en el espacio. Los dos
paquetes de onda que se utilizaran para la construccion de la funciéon de onda de muchas
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particulas se definen a partir de la Eq. (2.5). En la ssiguientes secciones consideraremos
dos electrones en un espacio fisico 1D: Uno a la izquierda con momento negativo y otro a
la derecha con momento positivo. Por lo tanto, los paquetes estan inicialmente separdos,
despues sufren interferencias cuando ocupan posiciones comunes, y finalmente vuelven a
separarse. Ver Fig. 2.1

Figura 2.1: Evolucién temporal de dos paquetes de onda.

En primer lugar, consideramos que dos electrones no idénticos a través de una funcion
de onda de dos particulas W(xy,zs,t) calculado a partir de la Eq. (2.7), sin ningtn tipo
de simetria. Ver el moédulo inicial de la funcién de onda de 2-particula en Fig. 2.2. En
particular, consideramos E,; = 0,12 eV, z,; = —50 nm y o, = 25 nm para el primer
paquete de ondas (izquierda inicialmente), y F, = 0,08 eV, z,; = 50 nm y 0, = 25 nm
para el segundo (derecha inicialmente). Con el fin de ver la interaccién espacial de las dos
particulas, el impulso de la primera particula es positivo y la de la segunda negativa. Con-
sideramos que una masa de electrones libres para ambos electrones. Una vez que sabemos
U(xy,x9,t), calculamos la trayectoria Bohmiana (de dos particulas) de la Eq. (2.10) con
diferentes posiciones iniciales. Como se ve en la Fig. 2.3, las trayectorias se corresponden
con lineas mas o menos paralelas. En Fig. 2.4, nos muestra que el potencial cuantico de
cualquiera de las particulas, primera o segunda, es casi cero. El la energia cinética (Boh-
miana) se mantiene casi igual a su valor inicial, 0,12 eV para el primer paquete de ondas en
linea con circulo sélido (azul) y 0,08 eV para el segundo en la linea (azul). La energia total
(verde) permanece constante e igual a 0,2 eV, es decir, la suma de las energias cinéticas
individuales. Estas trayectorias Bohmianas para particulas no idénticos se mueven mas o
menos como particulas clasicas.

A continuacién, se considera una funcién de onda W(zy, x9,t) de dos electrones idénticos
calculados a partir del determinante de Slater de la Eq. (2.6) para N = 2 con los mismos dos
paquetes iniciales de onda gaussianos discutidos anteriormente. En Fig. 2.2.2, graficamos
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Figura 2.2: (Color en linea) Modulos de la funcién de onda para dos no identicas particulas en la 2D
espacio de configuracion en ¢t = 0 fs.
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Figura 2.3: (Color en linea) Dos particulas trayectorias Bohmianas con diferentes condiciones iniciales
para las particulas que no son idénticos en el espacio libre.
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Figura 2.4: (Color en linea) Evolucién temporal de las energfas totales e individuales del sistema de
dos electrones no idéntico en el espacio libre. Total: sélido (verde) de la linea de energfa total, el tridngulo
relleno (azul) de la energfa cinética de Bohm total, ajusta discontinua (rojo) de la linea total de energfa
potencial cudntico. Particula individual 1: circulo sélido (azul) de la linea de energfa cinética de Bohm,
circulo discontinuo (rojo) de la linea de energia potencial cudntico. Particula individual 2: més sélido (azul)
de la linea de energia cinética de Bohm, de trazos mds (rojo) de la linea de energia potencial cuédntico.
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el modulo de las funciones de onda de muchas particulas en t = 267,8 fs. En particular,
obtenemos V(d,d,t) = 0 en la diagonal. En la Fig. 2.5, trazamos la evolucién temporal de
las trayectorias Bohmianas. En primer lugar, se observa que #[t] = 23[t]} v «3[t] = 2 [t]
cuando 27[0] = 23 [0] = a y z3[0] = ={[0] = b. Como se discutié en Sec. 2.2.2, las trayectorias
Bohmianas correspondientes a las posiciones iniciales intercambiados se vuelven simétrica
con respecto a los puntos diagonales del espacio de configuracién. En segundo lugar, se
observa que las trayectorias Bohmianas no cruzan esa diagonal.

En Fig. 2.6, trazamos las energias del sistema de fermiones de dos particulas. La energia
total de las particulas idénticas es idéntica a la de las particulas no idénticos discutidos en
Fig. 2.4. La razén es que el momento (velocidad) de los paquetes de onda son muy diferen-
tes. Un impulso es positivo y el otro negativo y no hay ningin efecto Pauli en la energia
(como se dicutird con mas detalle en el siguiente capitulo). Sin embargo, las trayectorias
Bohmianas son “reflejada” en la diagonal, su velocidad cero en esa diagonal. Entonces, la
media de energia cinetica Bohmiana K;(x1, xs,t) segun la Eq. (2.16) es casi cero, mientras
que la media de conjunto de Q;(z1, x9,t) crece para mantener constante la energia total. El
mismo resultado se puede argumentar sefialando que el potencial cudntico en la Eq. (2.15)
depende de la curvatura del modulo, y este se vuelve grande en la que los puntos mencio-
nados debido a la interferencia. Ademads, contrariamente a las dos particulas no idénticos
discutido en Fig. 2.4, las energias de la primera particula son idénticos a los de la segunda
particula. Como hemos dicho anteriormente, los resultados observables de la energia de las
particulas individuales son indistinguibles, aunque podemos distinguir perfectamente las
trayectorias en Fig. 2.5. Finalmente, en Fig. 2.2.2 trazamos el mismo resultado que en Fig.
2.2.2 para dos bosones idénticos. Utilizamos exactamente los mismos parametros para los
paquetes de onda discutidos en las figuras anteriores. La tnica diferencia es que la funcién
de onda inicial se calcula a partir de la Eq. (2.6) cuando el sign(p;) esta sustituido por
1. Notemos de nuevo la propiedad simétrica de los modulos de que la funcién de onda
en el espacio de configuracién en tiempo de ¢ = 1785 fs. Aunque tenemos ¥(a,a,t) # 0
en la diagonal. Vemos en Fig. 2.5 que las trayectorias Bohmianas no cruzan esa diagonal.
Este es un resultado esperado, porque nuestras discusiones sobre las propiedades de las
trayectorias Bohmianas en Sec. 2.2.2 no dependen de la naturaleza bosonic o fermiénica de
particulas. Hay una trayectoria de Bohm que “vive” en los puntos diagonales del espacio de
configuracién (no graficados) que no permita que las otras trayectorias puedan cruzar esa
linea. Una vez mas, las trayectorias son simétricas en el marco del intercambio de posicio-
nes iniciales. Por lo tanto, solo la mitad del espacio de configuraciéon se vuelve realmente
relevante, la otra mitad es s6lo una imagen especular. En Fig. 2.6, trazamos las energias
del sistema bosonic de dos particulas. Los resultados numéricos de los de energia cinética
(Bohmiana) para los bosones son ligeramente inferiores a los fermiones cuando el paquete
de ondas se encuentra cerca de la diagonal del espacio de configuracién. La razén es porque
hay trayectorias Bohmianas (mds bosénicas) que llegan mas cerca de la diagonal en Fig.
2.5 que las trayectorias fermiénicas en Fig. 2.5.
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Figura 2.5: (Color en linea) Médulo de la funcién de onda para dos idénticos (a) fermién y (b) las particulas bosén
en el espacio de configuracién 2D en (a) t = 267,8 fs y (b) t = 1785 fs.
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Figura 2.6: (Color en linea) Dos particulas trayectorias Bohmianas con diferentes condiciones iniciales idénticas
para (a) fermiones y (b) bosones las particulas en el espacio libre. La insercién es un zoom de las propiedades no cruce
en diagonal.
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Figura 2.7: (Color en linea) Evolucién temporal de las energfas totales e individuales de dos electrones idénticos (a)
fermion y (b) boson en el espacio libre. Total: linea solida (verde) energfa total, triangulo solido (azul) total energfa
cinetica de Bohm, linea entre cortada y cuadrado (rojo) energia potencial cudntica total. Particula individual 1:
circulo solido (azul) energfa cinetica de Bohm, linea entre cortada y circulo (rojo) energfa potencial cudntica. Particula
individual 2: lenea solida v (+) (azul) energia cinetica de Bohm. linea entrecortada v (<) (roijo) energia potencial
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2.3. Trayectorias de muchas-particulas sin Funciones
de onda de muchas-particulas

Como hemos comentado en la introduccién, muchos intentos se han desarrollado en la
literatura para ofrecer soluciones precisas al problema de muchos cuerpos. En primer lugar,
se revisan brevemente una de estas aproximaciones presentadas en Ref. [86]. A continua-
cion, se explica como la interaccién de intercambio se puede incluir en la aproximacion
mencionada.

2.3.1. La funcion de onda condicional

La idea principal detras de la aproximacion de muchos cuerpos que se menciona en
Ref. [86] es el hecho de que el cdlculo de la velocidad de Bohm para la trayectoria 7,]t]
calculada a partir de la Eq. (2.9) sélo requiere un derivada espacial de W(77, .., 7y, .., 7n, t)
sobre la direccién 7, y no sobre el resto de grados de libertad. Entonces, en principio, la
trayectoria 7,[t] puede ser equivalente calculada a partir de la funcién de onda de muchos
cuerpos V(7 ..., 7y, t) o de la siguiente funcién de onda condicional:

—

U, (s t) = (7, Xpt], 1), (2.22)

donde X,[t] = {7[t], Far[t], Fara[t], Px[t]} es un vector que contiene todas las trayectorias
Bohmianas exceptuando 7,[t]. De forma idéntica, utilizaremos X, = {7y Tty Tar1s -, TN}
cuando se hace referencia a todos los grados de libertad, excepto 7,. Siempre, no sea
relevante evitaremos el superindice j en la trayectoria de Bohm que especifica las posiciones
iniciales de la trayectoria. Ciertamente, la funcién de onda condicional en la Eq. (2.22)
“vive” en un espacio de configuracién mucho més pequeiio, R?, que la funcién de onda de
muchos cuerpos. Por lo tanto, en principio, la funciéon de onda condicional necesita mucho
menos esfuerzo computacional que la funcién de onda de muchas particulas. Siguiendo
la Ref. [86] la funcién de onda de una sola particula, W, (7, t) que vamos a utilizar para
calcular 7,[t], se puede obtener como una solucién de la ecuacién de Schrédinger de una
sola particula:

U, (7, 2 > > >
el (0 4 U B0 4 Gl Kl ) 4 Al D)) 0o 229

La definicién exacta de los términos Ua(Fa,X'b,t), Ga(f”a,)zb,t) y Ja(Fa,Xb,t) se puede
encontrar en Ref. [86]. Aqui, hacemos hincapié en las propiedades simétricas de estos
potenciales. El intercambio de 7; por 7}, debe implicar, para los tres potenciales, que siguen
teniendo idéntico valor. Como ya hemos comentado, se trata de una condicién que ya se
ha incorporado en la forma del potencial Ua('Fa,)?b,t), si este potencial debe ser valido
para particulas idénticas. Ademéds, hemos mostrado en la Eq. (2.18) y la Eq. (2.19) que
cualquier derivada espacial o temporal de las funciones R(., 7}, ., 7h, ., t) y S(.,Ti, ., Th, -, t)
permanece sin cambios con respecto a permutaciones de posiciones. Entonces, a partir de las
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definiciones exactas de los potenciales Ga(Fa,X},, t)y Ja(Fa,X'b,t) en Ref. [86], facilmente
nos damos cuenta de que los dos se mantienen sin cambio bajo las permutaciones de
particulas.

Para cada trayectoria 7,[t] con a = 1,..., N, tenemos que resolver una Eq. (2.23). En
resumen, hemos sido capaces de descomponer una irresoluble ecuacién de Schrodinger de
N-particulas dentro de un conjunto de N ecuaciones de Schrodinger de una sola particula
con potenciales dependientes del tiempo[86]. En este punto nos damos cuenta de que la
simplificacion numérica extraordinario se produce en el precio que hay términos en la
Eq. (2.23) que son desconocidos y necesitan aproximaciones pertinentes, G, (7%, Xb[t], t)y
Jo(7a, Xo[1], 1) en la Eq. (2.23). Esta es una situacién similar a la de la DFT discutido en
la introduccién de este capitulo.

2.3.2. Algoritmo para incluir interacciéon de intercambio en tra-
yectorias Bohmianas de muchas particulas

Uno puede tratar de proporcionar aproximaciones de los términos Ga(Fa,Xb[t],t) y
Jo(Fa, Xy[t],1) con el fin de incorporar la interaccién de intercambio entre las particu-
las directamente en la Eq. (2.23). Sin embargo, desde un punto de vista computacional,
una aproximacion a estos términos parece bastante dificil. Por ejemplo, en un sistema de
fermiones, hemos visto que la funcién de onda W, (7, t) = V(7 [t], ...70—1[t], T, Tas1[t], -)
se convierte en cero en todas partes en que 7, es igual a la posicién de otra trayecto-
ria. En estas posiciones, debido a su dependencia de la inversa del modulo, obtendriamos
Go(Fy = Flt], Xy[t], 1) — F00 y Ju(7y = 7[t], Xo[t], t) — +00. Ademés, no es del todo claro
cémo podemos garantizar que los resultados observables para la particula 1 son idénticos a
los de la particula 2. En este apartado se presenta una estrategia diferente que capturara el
intercambio de interaccién evitando las dificultades anteriores. La idea se puede explicar
en tres pasos.

El primer paso es desarrollar una expresion para (7, ...7y, t) como una suma de fun-
ciones de onda sin simetria. Por ejemplo, vamos a definir W, (77, ...7x, t) como una funcién
de onda de muchas particulas sin ninguna simetria (bosonic o fermiénica). Hacemos hinca-
pié en que ¥, puede ser una funciéon de onda no separable. Entonces, podemos construir
la funcién de onda antisimétrica (fermiones) utilizando una suma de W, (7, ...7x, t) con
permutaciones de posiciones:

N!

v = CZ \PnS(Fp(l)17 cey Fp(l)N, t)sign (ﬁ(l)) 5 (2.24)
=1

La suma es sobre todos, [ = 1,.., N! permutaciones, p(l) = {p(l),,p(l),,...,p(l)y}. Para
bosones, la funcion de onda simétrica que puede construirse siguiendo pasos idénticos pero
sustituyendo sign (p(l)) por 1. Destaquemos que cada término W,,o_sym (Fp(1), s Tp()as -+ Tp(t)n > L)
es también es una solucién de una ecuacién de Schrodinger muchas particulas y sin requisi-
tos especiales de intercambio de simetria. Entonces, la funcién de onda condicional W, (7, t)
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de la Eq. (2.24) puede ser escrita como:

N
\Ila (Fau t) - C Z \I]ns(Fp(l)l {t]a ) 7(_jp(l)]- ') Fp(l)N [t] ) t)
=1
xsign (p(l)) . (2.25)
El segundo paso es la solucién de cada funcién de onda W, (7p), [t], s 7o), > - Tp)w [t]5 1)

presente en la Eq. (2.25) como una solucién de la Eq. (2.23). En general, el termino
Ga(Fa,)Zb[t],t) puede ser dividido en una parte con una dependencia explicita sobre 77,
y una parte sin tal dependencia, G, (7, Xo[t], 1) = G, (7, Xo[t], ) + G (Falt], Xb[1], 1). Lo
mismo para J, (7, X, [t],1). Ademé&s sabemos que los términos puramente dependientes del
tiempo G (7u[t], X[t], 1) v J. (7a[t], X,[t], ) en el Hamiltoniano de la Eq. (2.23) sélo intro-
ducien un angulo (numero complejo) que solo dependnde del tiempo, no de la posicién.
Entonces, podemos escribir W,,o = W, (70, [t], -, Tp); - Tpyy [t], 1) como:

Vs = &p(l)j,a(f’a’ t) exp(zp(l)j,a(t))a (2'26)

donde el término z,;,4(t) es el término (complejo) puramente dependiente del tiem-
po relacionado con Gi (7[t], X,[t],t) + J. (7u[t], X,[t], ). La funcién de onda @p(l)jya(ﬁz,t)
es solucion de la Eq. (2.23) sin considerar explicitamente el termino G (7[t], Xu[t], t)
y J(7[t], Xu[t], t). el subindice a en @Ep(l)jya(ﬁl,t) especifica cudles son los potenciales
Ua(Fo, Xo[t], 1), Go(7alt], Xolt] 1) v J.(Falt], X[t], ¢) utilizado en la resolucién de la Eq.
(2.23). El otro subindice p(l); identifica la funcién de onda inicial. Cuando se trata con el
transporte cuantico, podemos asumir que la funcién de onda inicial de muchas particulas
se encuentra lejos de la zona activa (en una regién de espacio libre) donde se puede escribir
como un determinante de Slater, como en la Eq. (2.6). Entonces, podemos darnos cuen-
ta facilmente que la definicion del estado inicial z/N)p(l)M(Fa, 0) es un paquete particular de
ondas en la Eq. (2.5) que cumple p(l); = a. Ver Refs. [54] y [93].

El tercer paso, una vez que conocemos todas las funciones de onda wp ).a(Ta, t), es el
célculo de la funcién de onda de muchas particulas W, (7,,t) = V(71 [t], ... 701 [t], T, Tasa[t], --)
en la Eq. (2.25) como:

\Ila(raaXb Cz¢p Taa

X exp (25(1),a(t )) sign (p(l)) - (2.27)

Tenemos que especificar los valores de los angulos desconocidos 2, q(t). Solucionaremos
estos angulos tratando de satisfacer los requisitos de simetria de las trayectorias Bohmianas
discutidos en Sec. 2.2.2. En particular, nosotros exigimos que los resultados observables aso-
ciados a diferentes particulas sean indistinguibles. Los siguientes angulos 2z, (t) cumplen
la condicion de simetria anterior:

exXp (Zﬁ(l),a(t)) = r][ l)], ]7 t)' (228)
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En el A se ha demostrado que esta condicion es suficiente para garantizar que los resultados
individuales no dependen de si medimos la particula 1 o al 2.

Es importante recordar que estamos resolviendo un sistema no separables. La funcion de
onda @/N)p(l)j,a(ﬁl, t) no sélo depende de la funcién de onda inicial (7, 0), sino tambien del
resto de trayectorias Bohmianas. Dado que los términos sobre el potencial U, (7%, X, [t],1),
G (P, Xo[t], 1) v J.. (7, X[t], ) son invariantes bajo el intercambio de trayectorias diferentes
que 7[t], hay muchos Wy gym (T, [t]; -, Tp);» - To)y [], 1) que tienen potenciales idénti-
cos. Entonces, nosotros no tenemos que calcular N! x N funciones de onda QZp(l)]-7a(Fa7 t),

pero solo N x N diferentes funciones de onda lﬁj,a(Fa, t) con j = 1,..., N haciendo referencias
a diferentes potenciales y a = 1,...., N a diferentes paquetes de onda.

Finalmente, queremos notar que el algoritmo para la inclusién de la interacciéon de in-
tercambio es universal en el sentido de que es idéntico para cualquier sistema. Sin embargo,
como ya hemos mencionado, necesitamos todavia aproximaciones para los términos de los
términos desconocidos G (7, X,[t],t) and J, (7, X[t], 1)

2.3.3. Test para potenciales armoénicos no separables

A continuacién, con el fin de clarificar la explicacién del algoritmo discutido en el apar-
tado anterior y poner a prueba su precision, se aplica éste a un sistema simple de dos
electrones con espines idénticos bajo hamiltonianos no separables. Consideramos que el
espacio real R para cada electrén, mientras que el espacio de configuracién es un R?. En-
tonces, la funcién de onda exacta de 2 electrones W(x1, xo, t) puede ser resuelto exactamente
desde la Eq. (2.2) con N = 2 y la energia potencial:

Ul(xy,xs) = F(zy — 19)%, (2.29)

donde el factor F' nos permitira modificar arbitrariamente la fuerza de la interaccion no
separable. Una vez que conocemos la funcién de onda 2D exacta, W(zy,z9,t), podemos
calcular las trayectorias Bohmianas 2D con bastante facilidad utilizando la Eq. (2.9).

Alternativamente, podemos calcular estas trayectorias sin conocer la funciéon de onda
de muchas particulas, pero el cdlculo de la funcién de onda condicional W, (z,,t) solucién
de la Eq. (2.23).

Se estudia primero el sistema de dos electrones no idénticos (con espines paralelos). En-
tonces, el calculo de la funcién de onda condicional para el primero de particulas y para la
segunda particula se puede calcular directamente desde la Eq. (2.23) con la aproximacién
adecuada para los términos G, y J, de la Sec. 2.3.1. En este sentido, consideramos una
aproximacién de orden cero en un desarrollo de Taylor alrededor z,[t] para los términos
potenciales G, y J,. En otras palabras, consideramos estos potenciales como términos pura-
mente dependientes del tiempo, G (24, 23[t], 1) ~ G (2a[t], 1) v Jo(2a, 23[t], 1) = T, (24]t],1).
Esta es la aproximacion més simple para estos terminos. Entonces, como se indica en la Eq.
(2.26), el efecto de G, y J, sobre la funcién de onda es la adicién de un angulo complejo
(que solo tiene dependencia temporal). Entonces, la Eq. (2.23) se puede simplificar en la
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siguiente ecuacion para el célculo de U, ,(7,t):

ihad}j,a(maa t)

h? 02 -
ot - < + Ua<£L'a, xb[ﬂ)) ¢j7a<$aa Zf), (230)

- 2m 0%z,

Los dos indices 7 v a en \I/m(f’a,t) son redundantes cuando se trata de particulas no
idénticos, pero son necesarias para los idénticos. Para dos particulas que no son idénticos,
la energia potencial puede ser Uy (z1, x2[t]]) = F(x1—x3[t]) para j = a = 1y Us(z2, 21[t]]) =
F(x1[t] — x9) para j = a = 2. Las funciones de onda iniciales que tenemos son: v (x1,0)
para j = a = 1 definida como la Eq. (2.5) y t(x9,0) para j = a = 2. En particular,
nosotros consideramos E,; = 0,06 eV, x,; = —50 nm y 0, = 25 nm para el primer paquete
de onda, y E, = 0,04 €V, z,; = 50 nm y o, = 25 nm para el segundo. Finalmente,
calculamos Wy (7, t) para conseguir la trayectoria 7 [t] v Wao(7),t) para 7[t]. Aqui, los
angulos complejos se vuelven irrelevantes.

En Fig. 2.8, hemos representado los resultados del conjunto de la energia cinética (Boh-
miana), de la Eq. (2.16), la energia potencial cuantico, de la Eq. (2.17), para los dos
electrones no idénticos. Calculamos los resultados directamente de la solucion la funcién
de onda exacta 2D de la Eq. (2.2). Hacemos hincapié en que hay un intercambio de energia
cinética entre la primera y la segunda particulas (ver su energia cinética en la primera y
segunda oscilacion). Este efecto manifiesta claramente que el hamiltoniano de este sistema
cuantico no es separable. En Fig. 2.9, hemos dibujado la misma informacién pero esta vez
utilizando nuestra aproximacién 1D de la funcién de onda condicional, como se explica
en Sec. 2.3.1. Para este escenario particular, nuestra aproximaciéon més simple para los
términos desconocidos funciona a la perfeccién y el acuerdo entre la solucién 2D exacta
y nuestra aproximacién 1D es excelente. Hacemos hincapié en que la energia cinética de
las primeras y segundas particulas son claramente distinguibles. Calculamos las energias
(ensamble) con el fin de justificar que el algoritmo es precisa no sélo para un conjunto
seleccionado arbitraria de la trayectoria de Bohm, sino para la mayoria de ellos; y tam-
bien para comprobar quie los resultados para la particula 1 es indistinguible de los de la
particula 2.

En Fig. 2.10, hemos representado los resultados del conjunto de la (Bohm) la energia
cinética, Eq. (2.16), la energia potencial cudntica, Eq. (2.17), calculado directamente a
partir de la solucién exacta de dos particulas funcién de onda de 2D de la Eq. (2.2) por
dos electrones idénticos (con espines paralelos). En particular, consideramos fermiones con
los potenciales y algunos paquetes iniciales de onda que discutimos anteriormente. Ahora,
las energias de las particulas 1 y 2 no se pueden distinguir. Ademds, nos damos cuenta de
que el hecho de que las trayectorias Bohmianas no pueden cruzar la diagonal del espacio de
configuracién, implica una disminucién/aumento del (Bohm) Energia cinética / cudntica
cuando la funcién de onda cruza la diagonal. Este es el mismo efecto descrito anteriormente
en Sec. 2.2.2.

Por tltimo, calculamos los mismos resultados en Fig. 2.10 con nuestra aproximacion
1D de las funciones de onda condicional, siguiendo el algoritmo explicado en Sec. 2.3.2.
Ahora, tenemos que calcular 4 distintas funciones, &m(ma, 0). La funcién de onda 1;1,1 (21,0)
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Figura 2.8: (Color en linea) Evolucién temporal de las energfas totales e individuales (ensemble promedio)
de sistema de dos electrones no idéntico bajo potencial no separable. Total: linea solida (verde) energia
total, triangulo solido (azul) energia cinética total de Bohm, linea entre cortada y cuadrado (rojo) energia
potencial cudntica total, linea entre cortada (negro) energia potencial. Particula individual 1: circulo linea
solida (azul) energfa cinetica de Bohm, linea entre cortada y circulo (rojo) energfa potencial cuéntica.
Particula individual 2: linea sélida (+) (azul), linea entre cortada energia cinetica de Bohm, linea entre
cortada y (+) (rojo) energfa potencial cudntica.
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Figura 2.9: (Color en linea) Evolucién temporal de las energfas totales e individuales (ensemble promedio)
de sistema de dos electrones no idéntico bajo potencial no separable. Individual: linea solida (azul) energia
cinética de Bohm de particula 1 con la solucién 2D exacta,linea solida y (4) (azul) energia cinetica de
Bohm de la particula 2 con la solucién exacta 2D, linea punteada y cruces (x) (naranja) energfa cinetica de

Bohm de la particula 1 con una aproximacién 1D, lineas punteadas y cuadrados (naranja) energfa cinetica
de Bohm de la particula 2 con la 1D aproximacién.
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tiene la funcién de onda inicial ¢y (zq,0) definido a partir de la Eq. (2.5) y el potencial
Uy (1, 22[t]]) = F(x1 — 5[t]) en la Bq. (2.29). La funcién de onda 1)y 5 (25, t) tiene el mismo
estado inicial ¥4 (x9,0) pero la energia potencial diferente Us(xq, x1[t]]) = F(x1[t] — x2).
Finalmente, inl([)?h t) tiene un estado inicial 19(z1,0) y potencial Us(zo, z1[t]]) = F(x1[t]—
T9), mientras 1;572(1:2,15) tiene el mismo estado inicial ¥q(z2,0) vy Uy(xy, 23[t]]) = F(x; —
z5[t]). La funcién de onda final W (z1,t) v Wh(xe,t) para el calculo de las trayectorias
Bohmianas ) [t] y 23} [t], respectivamente son:

\Iﬂl (xh t) =C (&{,l(xh t)dgz(l’? [t]v t)

— 1 (21, ) o (w2lt], 1)) (2.31)
Wh(ws,t) = C (11 (aa[t], ) o, 1)
—h (a[t], )] o (w2, 1) ) (2.32)

Hacemos hincapié en que se requiere cuatro funciones de onda (y cuatro particulas) para
cada trayectoria {z1[t], z3[t]}. En la Fig. 2.11, se ha representado la informacién acerca
de las energias de los electrones al igual que hicimos anteriormente para el caso sin inter-
accion de intercambio. La concordancia entre los resultados 2D exactos y los resultados
1D aproximados para particulas idénticas es aceptable. Aparecen dificultades de célculo
cuando WJ(z,,t) estd cerca de cero en la diagonal del espacio de configuracién. Allf, un
pequeno error en el valor del modulo cerca de cero se convierte en un error amplificada
en la velocidad en la Eq. (2.9), que es inversamente proporcional al médulo. En cualquier
caso, una mejor aproximacion de los términos desconocidos G (4, Zp[t], 1) v Ju(Ta, Tpt], t)
en la Eq. (2.23) mejorard la exactitud de los resultados (ya que el algorithmo de exchange
no introduce ningun error adicional).

La caracteristica mas relevante es que los resultados (ensemble) del conjunto de la pri-
mera y segunda particula no se pueden distinguir con nuestra aproximacién 1D de funciones
de onda condicionales, aunque se distinguen perfectamente las trayectorias Bohmianas eti-
quetados como {z][t], #3[t]} (ver circulo, +, x y cuadrado en Fig. 2.11).
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Figura 2.10: (Color en linea) Evolucién temporal de las energfas totales e individuales (ensemble pro-
medio) de idéntico sistema de fermiones de dos electrones bajo potencial no separable. Total: linea solida
(verde) energia total, linea solida y triangulo (azul) energia total cinética de Bohm, lineas entre cortadas y
cuadrados (rojo) energia total potencial cudntica, linea entre cortada (negro) energia potential. Particula
individual 1: linea solida y circle (azul) energia cinética de Bohm, linea entre cortada y circulo (rojo)
energia potencial cuantica. Particula individual 2: linea solida y + (azul) energia cinética de Bohm, linea
entre cortada y + (rojo) energia potencial cudntica.
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Figura 2.11: (Color en linea) Evolucién temporal del individuo (conjunto promedié) energfas cinéticas

de Bohm de idéntico sistema de fermiones de dos electrones bajo potencial no separable calculado a partir

de 2D soluciones exactas y aproximadas 1D. Individual: linea sélida y circulo (azul) energfa cinética de

Bohm de la particula 1 con la 2D soluciones exactas, linea sélida y + (azul) energia cinética de Bohm de

la particula 2 con la solucién exacta de 2D, linea punteada y x (naranja) energia cinética de Bohm de

particulas 1 con la aproximacién 1D, linea punteada y cuadrado (naranja) energia cinética de Bohm de la
particula 2 con la aproximacién 1D.



Capitulo 3

Densidad de flujo electrénico y
modelo dinamico de inyeccién

3.1. Introducciéon

En la simulacién del transporte electrénico es necesario estudiar sélo una parte del
dispositivo, generalmente llamada zona activa. En este capitulo nos ocuparemos de como
la interaccién de intercambio discutida anteriormente afecta a la inyeccion de electrones
en la zona activa, es decir en nuestra caja simulacion. Dedicaremos una especial atencién
a la inyeccién en grafeno ya que presenta unas diferencias importantes respecto a otros
semiconductores habituales con bandas de energias (relacién de dispersién E-k) parabdlicas.
Empezaremos estudiando la densidad de estados (density of states DOS) en la Sec. 3.2.
En particular, discutiremos como las técnicas habituales de contar estados no son del todo
adecuadas cuando estamos estudiando transporte. En particular, basandonos en el trabajo
[94], discutiremos la densidad de estados para paquetes de ondas. Luego, en la Sec. 3.17,
introducimos el concepto de densidad de flujo electrénico (density of flur DOF). Este
nuevo concepto estd intimamente relacionado con el concepto de densidad de estados a
través de la velocidad de la particula. Para cada estado electrénico podemos definir una
velocidad; por ejemplo, la velocidad de grupo correspondiente a la relaciéon de dispersiéon
E-k. Entonces, igual que nos planteamos cual es el numero de estados electrénicos en cada
punto del espacio reciproco, nos podemos plantear cudl es el flujo de electrones en cada
punto del espacio reciproco. Esta nueva magnitud requiere sélo un cambio de variable: el
nimero de electrones que cruzan ese punto del espacio de configuracion por unidad de
tiempo. En particular, esta informacion del flujo de electrones nos sera luego muy util para
establecer el modelo de inyeccion en la Sec. 3.4.

3.2. Densidad de estados electronicos

,Cuantas particulas caben en una caja? Esta pregunta simple y familiar puede ser
extendida a los sistemas cudnticos. Un aspecto muy importante para entender el transporte
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electrénico es saber cuantos electrones hay en cada regiéon del espacio. Un primer paso es
saber cuantos estados disponibles hay en una regién del espacio para un rango fijado de
energias.

3.2.1. Densidad de estados electronicos en el espacio de fases

A continuacion, pasamos a describir los procedimientos habituales que encontramos
en la literatura para describir la densidad de estados (DOS) en el espacio de las fases.
Definimos el espacio de las fases como aquel espacio matemaético cuyos ejes son la posicion
y velocidad (momento) de las particulas.

Estados electrénicos en una caja de paredes rigidas

Supongamos que nuestro espacio de las fases esta limitado para posiciones 0 < x < a
, 0 <y <by0< z < c. Mientras que las velocidades por una energia maxima, que
generalmente asociamos con la energia de Fermi. La solucion de la ecuacion de Schrodinger
independiente del tiempo para una particula sin potencial es:

VU + kW =0 , (k=p/h) (3.1)

donde k es el vector de onda asociado con el momento p de la particula. La solucion de la
ecuacion debe satisfacer la condicién de frontera de Dirichlet W = 0 para toda la frontera
segun podemos ver en Fig.3.1-izquierda. La solucion esta dada por:

U () o< sin <l7;x> sin <mb77y) sin (W) : (3.2)

C

con
b2

También puede resultarnos de interés considerar la condicién de borde de Neumann (0¥ /0n =
VU -n(r) = 0 ver Fig.3.1-derecha. Entonces, las soluciones posibles en nuestro cubo son:

U (r) o< cos <l7mc> cos <mb7ry> coS (W) ; (3.3)

a Cc

l2 2 2
k:7r< +m+"> S Lmn=1,2,3,...

con [,m,n = 0,1,2,3,.... Destacamos que ahora obtenemos también solucion para los
numero cuanticos [ = 0,m = 0,n = 0.
Para contar el nimero total de estados en el espacio de las fases, definimos la funcién

g(K) como:
- Z f(l7 m, n)a
l,m,n
donde f(l,m,n) =1 paral,m,n=0,1,2,3,... con la restriccion:

l2 2 2 K2
< +m+n>§. (3.4)

b2 2
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La funcién g(K) nos cuenta las distintas funciones de onda Wy, con nimero de onda k que
no excede un valor determinado K (vector de onda de Fermi).
Definimos la suma

G(K) = Z fr(l,m,n),

I,m,n

donde f*(I,m,n) =1V [,m,n (positivo, negativo o cero) bajo la restriccién 3.4. De esta
forma

St Fmn) = &[S £ mon) F { S £7(0m, 0) + Sy £5(1,0,m) +
S £50,m,m) b+ {5 £4(1,0,0) + 5, £4(0,m, 0)+
>, f5(0,0,n)} F 1]

donde F corresponde, respectivamente, a la condicion de borde de Dirichlet y Neumann.
La primera suma de la derecha denota el nimero de puntos de la red, en el elipsoide
(% + %22 + %22) = f—;, las tres sumas siguientes corresponden a la seccién transversal de
este elipsoide con el plano-Z, plano-Y y plano-X, y las siguientes tres sumas denotan los
puntos sobre los ejes del elipsoide.

Si a,b,c > 7/K podemos reemplazar estos nimeros por el correspondiente volumen,
area y longitud, obteniendo:

K3 K?

K 1
= — — 4+ E(K
67T2(abc)¢ (ab+ca+bc)—|-47r(a+b+c):F + E(K),

9(K) S 3

donde E(K) es el error neto. Reescribiendo la ecuacién anterior (no considerando los térmi-
nos de orden menor):

K3 K?

K)=— — K* 1 1.4
9(K) 67T2V1F167TS+O( ) <a<l4d,

y considerando L = a = b = ¢, tenemos que

K? K? 7 (K2L2\**  3n (K2L?
Ky~ —L*F —6L* =~ — :
9UR) ~ 5l F 15,0 6<7r2) :F8<7r2>

. 272 , .
Ahora, definiendo £* = Kﬂf obtenemos que el nimero de estados en una caja de lado L
es:

3
T exs/2 F o s (3.5)

9(6)%6 g

La derivada respecto la energia de esta funciéon Eq. (3.5) nos dard la densidad energética
de estados. Destacamos como las condiciones de contorno del problema en cuestién (Dirich-
let y Neumann) afectan muy severamente el niimero de estados disponibles. A continuacién
estudiamos otro tipo de condiciones de borde habituales en la literatura.
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Estados electrénicos en una caja con condiciéon de borde periddica

La forma mas habitual de contar los estados disponibles en la zona activa de un dis-
positivo electrénico es a través de una una condicién de contorno periddica (tipo
Born-von Karman). La funcién de onda cumple con

U(z,y,2) =V (r+a,y,2) =V(z,y+b,2) =¥Y(x,y,z + c).
De esta forma la solucién de 3.1 es
U (1) o et

y la condicién anterior se puede rescribir ahora como

eik.r _ ei(kz.a:—l—ky.y—l—kz,z) _ eikz.(x+a)eiky.(y+b)eikz.(z—l-c) _ ei(kz.x—l—ky.y—l—kz.z)ei(kz.a+ky.b+kz.c)’
que es valida cuando
ei(kx.a+ky.b+kz.c) -1

Es decir, tenemos que k = 27 (é, o, %) i L,m,n=0,£1,42, ... El nimero de estados de

una particula libre esta definido por

= Z f*(lam7n>

Lm,n
tal que
2 m?* n? K?
( + 2 i ) = 42’
lo que corresponde al ntimero de puntos dentro del elipsoide
X? Yy? 7?
ka2 T TENE T TESNE
() G ()

Ahora, si consideramos que a,b,c > 27/K y L = a = b = ¢ tenemos

47t K3 K3
9(K) = —W—(abc) — P

672

212 7
Recordando que €* = Kﬂ—f, tenemos que el nimero de estados es

g(K) ~ =3/, (3.6)
6
Comparando este resultando con el obtenido en la ecuacion 3.5, es claro que al colocar
una condicién periédica de frontera ya no se tiene en cuenta el término adicional debido al
borde.

Enfatizamos de nuevo como el nimero de estados cambia si consideramos un sistema
finito (los sistemas cerrados presentan estados de borde) o un sistema periddico. Sin
embargo, como estudiaremos a continuacion, el uso de funciones de onda periédicas presenta
importantes limitaciones al abordar el problema del transporte electrénico.
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Figura 3.1: (Izquierda) Funcién de onda sometida a una condicién de frontera de Dirichlet.
(Derecha) Funcién de onda sometida a una condicién de frontera de von Neumann.

Problemas conceptuales de las condiciones de contorno de Born-von Karman

En el apartado anterior, el nimero de electrones finito en una region del espacio de las
fases tiene su origen en el fenémeno de la cuantizacion de la energia. Para una aproxima-
cion de condiciones periddicas en un espacio 1D en la direccion x, por ejemplo, tenemos
una onda unidimensional de la forma W(z) = ¢#*/"/\/L. El momento estd cuantizado
p = 2nhl/L, | = 0,4£1,42,..., restringiendo a electrones con \g = L/l (arménicos
del periodo L, ver Fig. 3.2 izquierda). De esta manera la cantidad maxima de electrones
contenidos en una region de longitud L esta definida por el niimero cuantico .

Sin embargo en el estudio de transporte ; Qué sentido tiene estudiar la cuantizacion de
la energia en la direccion x de transporte? El sistema fisico correspondiente a un dispositivo
electrénico en la direccion de transporte, por definicién, no esta limitado por barreras
infinitas a © = —L/2 y x = L/2, sino completamente abierto. No podemos solo considerar
la contribucion de electrones con momentos discretos y determinados, debido a que el
momento electréonico en general es una variable continua que depende de la energia del
electrom inyectado p = v/2m.E. En la figura 3.2 derecha, mostramos la funciéon de onda para
electrones con momento préximo a p = 2whl/L. Destacamos que estados con la longitud
de onda de de Broglie menores que L también contribuyen al transporte electrénico.

Algo importante a senalar es que en las anteriores consideraciones hemos utilizado
siempre la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo. En los dos primeros ejem-
plos, el estado era real y por tanto no podria calcularse una corriente. En el caso de las
condiciones periddicas (Born-von Karman), la funcién de onda era una onda plana cuya
densidad de probabilidad (p = U*W¥) es homogénea en todo el espacio y constante en
el tiempo. La densidad de probabilidad definida como p(z) = |¥(x)|* y el flujo de pro-
babilidad como J(z) = ;—:j(\lf*%—f - \I/%) deben cumplir la ecuacién de la continuidad

<8p é‘f’t) = —a‘gi’t)). Para U(x) = e#*/" /5/L (funcién de onda estacionaria) esto se traduce

en % =0— J(2,0) = Jo = +£ — Jy = v, donde el flujo de corriente J = ev/L (e
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Figura 3.2: Parte real (linea azul) e imaginaria (linea roja) de la funcién de onda de
una particula libre en 1D, para diferentes valores de momento. Presenta un momento
cuantizado p = 2whl/L, [ =0,4+1,42,... (izquierda) para una condicién de borde tipo
Born-von Karman (periodo L) y un momento continuo p = ++/2m.FE (derecha) para un
onda extendida sobre todo el espacio.

carga del electrén) es constante. Transporte es estar en un sitio e ir a otro sitio; no estar
en todas partes en todo momento. Una funcién que tendria un comportamiento mas acor-
de con nuestra intuicion seria un superposicién de ondas planas que den como resultado
un paquete localizado, como los estudiados en el capitulo 2. A continuacién deduciremos
el concepto de densidad de estados para paquetes a través de imponer la interaccién de
intercambio.

Explicacion alternativa desde la interaccion de intercambio entre electrones

Una onda plana (scattering states), es un estado muy utilizado en transporte, entendido
como el limite de un paquete con una dispersion espacial que tiende a infinito y una
dispersién en energia que tiende a cero. Intentemos estudiar la densidad de estados en
el espacio de las fases sin tener en cuenta este limite de onda plana, es decir utilizando
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paquetes. El paquete de la Eq. (2.5) puede escribirse como:

exp (iky;x;) (2 — 201)°
Yi(z:,0) = 1 OXP (—22 =
(7?032%) Oz,
/Oo dk as(k) e = /OO dk ay(k) < ik >, (3.7)

donde hemos utilizado la definicién e** =< z;|k > y donde se impone la condicién de
normalizacién [0 dk|a;(k)|* = 1. Utilizando la segunda cuantizacién, el ket de las ondas
planas puede escribirse como |k) = a'(k)|0), donde el operador af(k) crea un electrén
descrito por una onda plana con vector de onda k y donde |0) es el estado de vacio (vaccuum
state). Entonces, el estado (ket) de un electrén representado por un paquete de ondas como

en la Eq. (3.7) puede escribirse, con ayuda de la superposicién, a través del operador
Al = / dk a;(k) @t (k) (3.8)

Estamos interesados en calcular cual es la probabilidad que un electrén, descrito por la Eq.
(3.7), con momento central ks y posicién central z,o se cree en el espacio cuando sabemos
que ya hay otro electron en ese espacio con momento central k,; y posicién central z,;.
Esta probabilidad se puede calcular, siguiendo la regla de Born, como la norma del estado
|®) = Al Al|0). En particular, queremos calcular la probabilidad

P(q)) = /o:o dl{?l /o:o dk’g /O:O dk’g /O:O dk’4 ai(kil)&;(kg)az(k’g)al(kq)
(Ola(ki)a(kz)a’ (ks)a' (k4)[0) (3.9)

donde hemos definido el operador a(k) que destruye un electrén descrito por una on-
da plana con ese momento. Utilizamos las relaciones de anticonmutacion de los ope-
radores {a(k;),a'(k;)} = Ok, x, para poner los operadores de destruccién directamente
delante del estado |0 >, ya que sabemos que a(k;)|0 >= 0 . Finalmente obtenemos,
< Ola(ky)a(ks)at(kz)at (ks)]0 >= Op, 4, 0ks ks — OkakaOks ks - Por lo tanto, podemos evaluar
la Eq. (3.9) como:

/_ Z dkya’ (k )as (k1) /_ Z kot (ka)ar (k) (3.10)

P@) = [ dinfar(k) [ dholaa(hs)? -

Nos resultard muy didactico reencontrar la Eq. (3.10) a través de la primera cuantizacion,
sin utilizar los operadores de creacion y destruccién. Calculamos la probabilidad P como
la norma del estado antisimétrico ® (1, x2,0) definido por el determinante de Slater de la
Eq. (2.6), construido a partir de Eq. (3.7), como:

0 o] 1 9
P(®) = /_OO dxy /_OO d$2§|¢1($170)@/}2($2,0) — P1(2, 0)he (21, 0)". (3.11)
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Desarrollando el modulo de la funcion de onda, llegamos facilemente a la expresién

— /_O:o wT(Qﬁl, O)wg(fﬂl, O)dfﬂl /_ZOO dl'Q'w;(l’g, O)Z/Jl(l’g, 0) (312)

P@) = [~ ¥i(a,000(ar, 0)der [ dwai(aa, 0)va(e,0)

Utilizando la expresion ¢;(x;,0) = [ dk a;(k) e de la Eq. (3.7) y la funcién delta
de Dirac en k para eliminar integrales espaciales, se puede demostrar facilmente que la
expresion de la Eq. (3.12) es idéntica a la expresion de la Eq. (3.10). Un célculo, un poco
laborioso [94], nos lleva a expresién final:

P(®) =1 — exp(—d(1,2)?), (3.13)

donde definimos la distancia en el espacio de las fases normalizada d como las distancias

entre las posiciones centrales y los vectores de onda centrales de los dos paquetes de onda:
kot — kp2)? (o1 — To2)?

d(1,2)2:( 1= Roo)” (o = o) L i=2,3, (3.14)

2 2
20}, 207

donde o, = 1/0, es la dispersion del vector de onda.

En la Fig. 3.3, graficamos, el valor de 1 — P(®) en funcién de varios valores posibles de
koo v xoo. Para grandes valores de d, la probabilidad de encontrar el segundo electrén es
P(®) =1 (o 1— P(®) =0) . Los electrones se colocan lejos el uno del otro en el espacio
de fase y la interacciéon de intercambio no tiene efecto. Sin embargo, esto no es cierto
para pequenos valores de d. Entonces, P(®) decrece a medida que ponemos los electrones
mas cerca en el interior del espacio de fases. El resultado graficado en Fig. 3.3 es justo la
version de paquete de ondas del célebre principio de exclusion de Pauli: fermiones idénticos
no pueden estar en el mismo estado cuantico.

Ahora, resulta extremadamente interesante discutir cudal es el drea del espacio de las
fases no permitida para el segundo electrén debido a la presencia del primero. Calculamos
esta drea como:

Area = /_OO dko /_OO dro(1 — P(®)) = /_Oo dke /_oo dio cap(—d(1,2)) = 21 (3.15)

Este resultado Area = 27 es un valor universal independiente de los parametros de los
paquetes gausianos. Demuestra que cada electron crea alrededor suyo un exchange hole
cuya area en el espacio de las fases es 2m. Como se muestra en la figura Fig. 3.3, esta
area puede definirse a través de los puntos del espacio de las fases que cumplen la relacion
d(1,2) =1 en Eq. (3.14).

Como se explica en [94] y en la figura Fig. 3.4, llegarfamos al mismo resultado si
consideraramos N — 1 electrones e intentaramos introducir uno més para llegar a tener N.
Durante todo este apartado nos hemos centrado, por simplicidad, en electrones sin spin en la
solucion de la ecuacion de Schrodinger. Sin embargo, se puede demostrar que exactamente
los mismos resultados pueden encontrarse para electrones en grafeno que son solucion de
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Figura 3.3: (a) Probabilidad de no encontrar un segundo paquete con posiciones centrales
oo = Xo ¥ vector de onda central x,0 = x5 debido a la presencia de un electrén previo en
Tor = 2 um y koy = 8 um~t. (b) Contorno de la figura a. La linea de 0.31 corresponde a
una elipse con un area de 2.

la ecuacién de Dirac (cf. el apendice B). La consideracién del spin hubiera proporcionado
una doble degeneracion del espacio de las fases. Dos electrones con la misma parte orbital
e identico spin darian el mismo resultado [95]. Minestras que los mismos electrones con
identica parte orbital, pero diferentes spines serian ortogonales y obtendriamos P(®) = 1.

En conclusién, a través de las condiciones de Born-von Karman habiamos llegado a que
el vector de onda solo podia tener los valores cuantizados k = 2wl/L, | =0,£1,£2,....
De esta manera la cantidad maxima de electrones NV,,,, contenidos en una regién del espacio
de las fases longitud L y vector de onda maximo K esta definida por el nimero N,,,, =
K/(27/L), siendo 27/ L el intervalo entre vectores de onda contiguos. Este niimero puede
interpretarse como Ny, = K L/(27). Es decir, como el espacio de las fases considerado
dividido por 2. Cada electrén ocupa 27 en el espacio de las fases. Este ha sido precisamente
el resultado que hemos obtenido en este apartado independientemente de la cuantizacién
de la energia. Recordamos que en este tltimo apartado no hemos impuesto absolutamente
ninguna condicion de contorno a nuestros paquetes de ondas.

3.3. Densidad de flujo electrénico

En esta seccién presentamos un nuevo concepto que llamamos densidad de flujo (density
of flur DOF). La densidad de estados nos dice cuantos estados (electrones) hay en cada
porciéon del espacio de las fases. Por el contrario, la densidad de flujo nos indica cuantos
electrones fluyen (por unidad de tiempo) en cada porcién del espacio de las fases. Los dos
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Figura 3.4: (a) La presencia de N=9 electrones en una region del espacio de las fases implica
que la probabilidad P(®) de encontrar N=10 electrones en esta region es practicamente
cero. (b) Dibujo del contorno de la figura (a) donde cada electrén esta separado una
distancia normalizada d del resto. Cada electrén requiere un espacio de las fases de 27
para si mismo.

conceptos estan intimamente relacionados, y sélo se requiere saber cual es la velocidad de
cada punto de espacio de las fases (por ejemplo, a través de la velocidad de grupo de la
dispersién E-k) para pasar de uno a otro. El concepto de DOF nos permitird en la préxima
seccién desarrollar un modelo de inyeccion de electrones. La densidad de flujo se basa en
la velocidad de grupo de la estructura de bandas. Por lo tanto, diferentes estructuras de
bandas dan lugar a diferentes DOF's.

Para un sistema 2D, hemos visto que el nimero maximo de electrones cuyas posiciones
{z, 2z} y vectores de onda {k,, k. } estdn dentro del espacio de las fases (2D) Az AK,AzAK,
€S Nyaz = 9sGuATAK,AzAK, /(27)?, con g, la degeneracién de spin y g, la degeneracién
de valles. Tal y como hemos discutido, un electrén (o el estado que lo representa) necesita
un espacio 27 para cada dimension. Podemos pasar ahora facilmente al concepto de DOF.
Los electrones en la regiéon del espacio de las fases ArAzA K, A K. se mueven en la direccion
de transporte x con la velocidad v, (suponemos una regién suficientemente pequena para
que no haya variaciones de velocidad). Todos los electrones se mueven hasta otra regién
del espacio de fases durante el tiempo T' = Az/v,. Por lo tanto, si durante el tiempo T
tenemos V.. electrones que atraviesan la regién del espacio Az, entonces podemos decir
que el tiempo que cada electrén necesita para salir de la regién del espacio de configuracion
sera:

to=T/Npax = (27r)2/(gsgvAzAKxAszx). (3.16)
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Figura 3.5: Densidad de flujo (DOF) calculado a partir de la Eq. (3.17) para cada punto de
un espacio de configuracién {k,, k. }. Se presenta en ntiimero total de electrones inyectados
durante 1 ps a 100 K, cuando la energfa de Fermi era F; = 0,1 eV. Para el silicio repre-
sentado en esta figura, el valor méaximo de la DOF aparece para las energias mas altas que
tienen mayor velocidad. En este caso v, es separable y solo depende de {k,}.

La densidad de flujo (DOF) para un sistema 2D puede definirse como la inversa de este
tiempo:
G DAZAK,AK v,
DOF(Az,AK,, AK,) = 5927 ! (3.17)

472

con unidades de niimeros de electrones por segundo. Vemos que el flujo en la direccién z no
depende de Ax. Una explicacion similar para t, y la DOF para otros sistemas 1D, 2D y 3D
con bandas parabdlicas puede encontrarse en la referencia [96]. Aqui, estamos interesados
en remarcar que diferencias encontraremos si la estructura de bandas es lineal como en el
grafeno. Recordemos que para grafeno la velocidad puede ser

Uy = vgky/\/k2 + k2 (dispersién lineal) (3.18)

con aproximadamente v, = 3e6 m/s para la velocidad de Fermi del grafeno. Si el material
es Silicio (o cualquier otro material con bandas parabdlicas), tendremos

vy = hk,/m (dispersién parabdlica) (3.19)

con m = 0,9m, para la masa efectiva del silicio (que es la que utilizaremos en los resultados
numéricos de este capitulo).

En la Fig. 3.5 hemos representado la DOF para el Silicio 2D con una banda parabdlica.
En la figura Fig. 3.6, la misma informacién para el grafeno con dispersién lineal. Antes
de inyectar los electrones segin la Eq. (3.16), calculamos la energia de los electrones.
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Figura 3.6: Densidad de flujo (DOF) calculada a partir de la Eq. (3.17) para cada punto de
un espacio de configuracién {k,, k.}. Se presenta en numero total de electrones inyectados
durante 1 ps a 100 K, cuando la energia de Fermi era £y = 0,1 eV. Para el grafeno el
méximo de la DOF aparece en casi todos los puntos {k,, k. }, excepto en aquellos con k,
elevado [5]. La velocidad v, depende explicitamente de {k,, k. }.

Finalmente la inyeccién solo se produce si se cumple la distribucién probabilistica de Fermi.
Queremos destacar que la velocidad v, depende explicitamente de {k,, k.} en grafeno; no
asi en silicio. Este hecho dificulta la elaboracién de un algoritmo para la inyecciéon correcta
de electrones en el grafeno, como se vera en la siguiente seccién.

3.4. Modelo de inyeccién de electrones

La investigacién del transporte cuantico de electrones en sistemas de baja dimension
(dispositivos nanométricos, moléculas, nanotubos, etc.) requiere la obtencién de adecuados
contactos electronicos para la inyeccién de carga. En forma similar, la correcta simulacion
de contactos electronicos es crucial para la obtencién de buenos resultados en el estudio
de nanoestructuras. Actualmente se viene desarrollando un intenso trabajo en el desarrollo
de nanodispositivos en grafeno, sin embargo poco se discute sobre la forma en que se
debe inyectar los electrones para no perturbar las interesantes propiedades que el grafeno
presenta. El motivo reside en que el transporte en grafeno es en gran medida cuantico,
y éste se focaliza en el comportamiento DC estacionario. Entonces, los estados utilizados
para modelar la funcién de onda del electrén son estacionarios (scattering states) y conocer
la DOF no tiene gran interés.

En esta seccién abordamos el problema de modelar el contacto ohmico para una hete-
roestructura de grafeno. Esta inyeccion de electrones es 1til para la simulacion semiclasica
de Monte Carlo y también para el transporte cuantico dependiente del tiempo.
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Primeramente queremos mencionar que, cuando nos referimos a contacto, no se requiere
que sea un contacto fisico del dispositivo, sino que es el limite de la caja de simulacién. En
este sentido, el modelo esta inspirado en la Fig. 3.7, donde la caja de simulacion tiene una
longitud Lz de grafeno y el reservorio es también de grafeno. La diferencia entre ambas
regiones es que la primera la simulamos explicitamente, mientras que la segunda no. Tal y
como discutimos en la Fig. 3.4, suponemos que los electrones estan distribuidos de forma
ordenada en el espacio de las fases en forma de paquetes de ondas, pero respetando el
principio de exclusion de Pauli.

Grafeno Grafeno Grafeno

; ] A

Vx E i

— | :I:AZ E Lz
! Lx |

—_ :‘ 'i
| H v

Reservorio Caja de Simulacion Reservorio

Figura 3.7: Presentacién esquematica del modelo de inyeccion.

El algoritmo de inyeccion esta esqueméaticamente explicado en la Fig. 3.8. El primer
paso es elaborar un grid 2D del espacio reciproco. Como se ha dicho, al tener la velocidad
v, dependencia en k, y k,, se requiere este mallado 2D que ademads debe de ser lo suficien-
temente fino para que la velocidad v, sea constante para todos los electrones. El segundo
paso es el cdlculo del niimero de intentos que se van a necesitar para inyectar en cada celda
del grid. Si el step temporal de la simulacién fuera infinitamente pequeno, este ntiimero
serfa 0 o 1, pero en un caso finito el niimero de electrones que deben ser inyectados puede
ser incluso mayor que 1. El tercer paso es calcular la energia y seguir la estadistica de Fermi
para evaluar si la inyeccion se realiza efectivamente o no. Este modelo esta implementado
en el simulador BITLLES [97].

3.4.1. Distribucion de corriente de electrones

De acuerdo con el modelo de inyeccién anterior, se ha desarrollado una simulacion
simple de Monte Carlo para grafeno y Silicio. Las diferencias se muestran en las Fig. 3.9
y Fig. 3.10. La corriente instantdnea dibujada en estas gréficas se define a través de la
velocidad como I = ¢ - v,/L,, y por tanto la misma gréfica se puede entender como un
histograma de velocidades para Grafeno y para Silicio.
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% Main definitions
INDEX=1,....,N_INJ_LIMIT 9% INDEX takes all points of the 2D graphene phase space
DT % Simulation step
At each DT of the simulation
% Bucle on all points of the 2D phase space
DO INDEX=1,N_INJ_LIMIT % Bucle on all points of the 2D phase space
A

TEMPS_MITIA=TAULA_TEMPS_MITIA(INDEX)%2*P1/2/(INCREMENTK_RES)/VELOCX

IF(TEMPS_MITJA > DT) THEN
A INTEMPS=INT(TEMPS_MITJA/DT)+1
INTEMPSO=TAULA_INTENTS(INDEX) % Offset to avoid initial ordering
IF(MODULO(NITSCHO,INTEMPS-INTEMPS0).EQ.0) THEN
INTENTS=1
ELSE
INTENTS=0
ENDIF
ELSE % TEMPS_MITJA < DTSCHO
J, INTENTS=TAULA_INTENTS(INDEX)
ENDIF

DO I=1,INTENTS %Number of atemps
4 ENERGY=TAULA_ENERGIA(INDEX) %Computing the energy of index
AUX1=FERMI(ENERGY) % Computing the fermi-dirac ocupation function
R=RANDOM % random number between 1 and 0
IF (R.LE.AUX1) THEN
% Effective injection
KX=TAULA_KX(INDEX)
KZ=TAULA_KZ(INDEX)
VELOCX=TAULA_VELOCX(INDEX)
VELOCY=TAULA_VELOCY(INDEX)

v ENDIF
v ENDDO %BUCLE INTENTS
ENDDO %index

Repeat at each DT of the simulation
Figura 3.8: Presentacién esquemética del algoritmo de inyeccion.

Es importante notar que si medimos el valor medio de la corriente (DC), estas diferencias
no seran relevantes. Sin embargo si que tendran su importancia para alta frecuencia y para
el calculo de la densidad espectral de ruido para Silicio y grafeno. Ver la Fig. 3.11
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Figura 3.9: Numero de electrones en funciéon del valor de la corriente instantanea I durante
la simulacién de un 1 ps a 100 K, con una energfa de Fermi de £y = 0,1 eV para Silicio.
Hay una gran variedad de velocidades (corrientes).
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Figura 3.10: Niimero de electrones en funcion del valor de la corriente instantanea I durante
la simulacién de un 1 ps a 100 K, con una energfa de Fermi de £y = 0,1 eV para Grafeno.
Practicamente todos los electrones se mueven con la misma velocidad (generan la misma
corriente).
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Figura 3.11: Densidad espectral de potencia de las fluctuaciones de la corriente, S(f), en
funcion de la frecuencia f para el grafeno ideal balistico resistencias de dos terminales con
[,=100nm y L, = 1pm con un nivel de Fermi £y = 0,05eV. Los resultados muestran que
el grafeno (rojo) tiene una mayor frecuencia de corte de S(f) que el silicio (negro) a causa
de que los pulsos de corriente generados por cada electréon son mas cortos. La presencia
de una oscilacién del grafeno (rojo) en f, ~ 1,5 THz estd relacionada con el tiempo de
to =1/f, de la Ec. (3.16) que se ha utilizado.



Capitulo 4

Estados electronicos
cuasi-unidimensionales en
ondulaciones de grafeno

En el presente capitulo estudiamos el efecto de la deformacién en las propiedades
electronicas del grafeno y la formacién de estados cuasi-unidimensionales en ondulacio-
nes. Este fenémeno tiene particular interés por las dificultades que presenta confinar el
electrén con barreras de potencial convencional. En la siguiente secciéon hacemos una pe-
quena exposicion sobre el transporte electronico en grafeno.

4.1. Aproximacién de la masa-efectiva: Fermiones de
Dirac sin masa

A partir de la ecuacién (1.27) se puede obtener el Hamiltoniano de Dirac: partiendo de
—ikya

ikya
po=t {e% +2e 28 cos(’“ga)} : (4.1)

y expresandolo como funcién de k' = k — K, donde K = (47/3a,0), obtenemos que

ikha Y T i Py e
po= tlevs —I—e%ez(wng2 fese\s E )l

Realizando una expansién en serie de Taylor entorno a k' y considerando solamente el
primer y segundo orden de aproximacion de la exponencial, tenemos:

V3a
2

3
W= —t\/;a (ko' +ik,") . (4.3)

po= =t (k, — ik, (4.2)
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con lo que el Hamiltoniano efectivo para k cerca de K es:

V3a 0 k' — ik, CcK cK
> "\ e ik, 0 cx | =E cx |- (4.4)
De forma semejante procedemos para el punto K’ = (—47/3a,0), obteniendo:
YA K K’
Va, R O )\ _p( Y, (4.5)
2 —k, + ik, 0 Ci C

donde el orden de los componentes del espinor es seleccionado de acuerdo con [98] y [99].
Procedemos a escribir el Hamiltoniano en forma més compacta:

0 k,—ik, 0 0 ck cK
. K K

\/§at ko +ik, O 0 0 Cx | _p| C5 )
2 0 0 0 —k, — ik, Ch Ch
0 0 —k, + ik, 0 cK o

que es analogo a la ecuacién de Dirac para m = 0:

o-p 0 i o Pk
(A E)HE) e

donde la velocidad de Fermi es dada por: vy = v/3at/2h ~ 10°n/s, el momentum: p =
—ihV y la matriz de Pauli 0 = (0,,0,) , 0’ = (=04, 0,). Escribimos la ecuacién (4.6) en
su forma polar:

0 e~ 1O kaky) 0 0
et ko ky) 0 0 0
H= UF|k’ 0 0 0 _€+i€)(k1,ky) (48)
0 0 — e~ Okaky) 0
Las autofunciones para £ = +hvp|k| y £ = —hop|k| en K son dadas por
ekt [ ,—i0(k)/2 ikt [ —iO(k)/2
7/’51((1?) = ﬁ o Fi0k)/2 | @Di(,k(r) = ﬁ _etiO)/2 | (4.9)
donde O(k,, k,) = arctan(k,/k,), “c” corresponde a la banda de conduccién, “v” la banda
de valencia. Las autofunciones en K’ para E = +hvp|k*| y £ = —hvp|k*| son dadas por

qu' 0) oikr etiO(k")/2 @[;K’ 0) ek T [ +iO(k*)/2 (4.10)
N\ = —/——— — * 5 0. k* r = — —i * .
c,k \/ﬁ —e o(k*)/2 k \/ﬁ e O(k*)/2

donde k* es el conjugado complejo y para simplificar los cdlculos consideramos S = 1.
De las autofunciones podemos identificar la simetria entre la banda de conduccion y la

banda de valencia: < (v) « )
v,k r ¢k r
7 = [ X 0 7 .
< ¢1I;<,k* (r) ) ( 1/)51& (r) )
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Tambien tenemos las simetria de translacion:
- 4
e's 0
Ty 4= ( 4x ) ® 1

simetria de rotacion:

simetria de reflexién:
S, =1®o0o,

y la simetria de inversién temporal:
T =(0,®1)k

donde k es el operador complejo conjugado. En las operaciones anteriores, el primer espacio
del producto tensorial corresponde a los dos puntos K, K’ degenerados en el nivel de Fermi,
mientras que el segundo corresponde los dos caracteres, valencia y conduccion.

4.1.1. Efecto del Campo Magnético Externo

Aplicando un campo magnético B perpendicular al grafeno con un potencial vectorial
A(y) = (—By,0) y considerando el andlisis entorno al punto K tenemos, sustituyendo el
operador momentum P por P + eA (acoplo minimo o sustitucién de Peierls), la ecuacion:

£ 01 [0, (b — By) + 0,8, (r) = Bu(r), (4.11)

tomando la solucién + (banda de conduccién)
K _ ()
c,k(r) ( wg(u.) )

vp [pe — €By — ip,| V3 (r) = B¢ (r) (4.12)
or [pe — By + i) X (1) = BYE(x). (4.13)

Sustituyendo la primera ecuacion en la segunda obtenemos

obtenemos:

vr [p? = 2eByp, + €*B%? — he B| ¢ (r) = E*0f(x), (4.14)

con las autoenergias dadas por:
E? = 2nheBv% (4.15)

donde n = 1,2,3, ... v la constante —heB desplaza los niveles, garantizando la formacion
de un nivel energético en E = 0. Reescribiendo la energia:

E,, = sgn(n)\/2nheBv%, (Niveles de Landau) (4.16)
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para n > 0 corresponde a electrones y n < 0 a huecos. Y tenemos un nivel de energia
en F = 0, correspondiente a n = 0 como resultado de la simetria quiral y la simetria
electrén-hueco.

La dependencia de los niveles de Landau con la raiz cuadrada de n (E, = y/n), puede
ser mejor comprendida si consideramos la densidad de estado para el grafeno. Debido a la
linealidad de la relacion de dispersién, la DOS es dada por:

E

)= ———
p( ) 27Th2UF

y en presencia de campo magnético la DOS colapsa en niveles, cada uno de los cuales tiene
el mismo nimero de estados: 2eB/h.
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Figura 4.1: Espectroscopia en grafeno. a) Evolucién de los niveles de Landau con el campo
magnético para 4.4 K. b) Niveles de energfas en funcién del pardmetros reducido (|N|B)'/2.

[6].

4.1.2. Deformaciones locales en grafeno y pseudocampo magnéti-
co

La dinamica de los portadores en el grafeno real difiere del caso del grafeno ideal,
entre otras cosas, por la presencia de fluctuaciones en la forma (burbujas, ondulaciones,
fonones, etc.) que resultan en la modificacién de los elementos de matriz de solapamiento
a primeros vecinos entre orbitales m (Eq. 1.28), y las energias potenciales on site. Nos
referimos al cambio de la integral de solapamiento entre primeros vecinos como interaccién
off site, y al desplazamiento de la energia potencial on site como interaccion on site.
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Bajo la presencia de perturbaciones en la estructura con una longitud caracteristica
grande (i.e. vector de onda pequeno), sélo habra scattering dentro de un mismo valle
(intravalley scattering), en el que los estados inicial y final permaneceran en la vecindad de
K (K'). En estas condiciones, se puede demostrar [68] que una variacién local del pardmetro
de hopping —vyo — —y0 + 67§ (r;), donde a = 1,2, 3 identifica los primeros vecinos, termina
dando lugar a un Hamiltoniano efectivo

HE +HE = wpo- (P + Ad(r)) (4.17)
HE +HE = vpo’ - (P — A9(r)), (4.18)

’ upAL(r) = 093 (x) — L (593 (x) + 098 (x)
vpAY(r) = L (073(r) — 673 (x)) .

Viendo que las Ecs. 4.17 y 4.18 tienen una forma funcional idéntica a la discutida en
la Sec. 4.1.1, la magnitud A9(r) recibe el nombre de potencial vector pseudomagnético, ya
que se acopla al pseudospin en la ecuacion de Dirac. La cantidad que resulta de aplicar el
rotacional es, por tanto, el campo pseudomagnético.

Las perturbaciones en la red de vector de onda grande si son capaces de provocar
intravalley scattering (e.g. de K a K’y viceversa). En este caso la descripcién mediante el
potencial vector pseudomagnético debe ser extendida con un término escalar

(4.19)

¢U(r) = (Ad(r) + iAd(r))e 2T, (4.20)

que posibilita las transiciones mencionadas entre valles.

Las variaciones locales de las energias on site también dan lugar a términos adicionales
en el Hamiltoniano efectivo, aunque no entraremos en detalle ya que su inclusiéon no es
relevante para nuestro analisis.

Finalmente, mencionar que las metodologias ab initio van mas alla de la descripcién por
campos pseudomagnéticos, ya que incluyen interacciones a vecinos a todas las distancias,
efectos en las expansiones de orden superior al lineal, etc.

4.2. Ondulaciones en grafeno

Es comtn encontrar la presencia de ondulaciones y arrugas en el grafeno, tanto en las
muestras obtenidas por exfoliacién mecanica como las obtenidas por deposiciéon quimica
por otras técnicas como el CVD (del inglés Chemical Vapor Deposition) [8]. Estas presentan
gran interés debido a que modulan nuevos fenémenos como la presencia de pseudo campos
magnéticos, polarizaciéon de subred, formacion de “midgaps” en la estructura de bandas,
etc. Sin embargo, las nuevas nanoestructuras periédicas, al formar una superred, posibilitan
la formacién de mini-bandas pudiendo generar pseudogaps que pueden ser ttiles para con-
trolar corrientes electronicas. Una ventaja adicional de estas estructuras unidimensionales
es que permiten definir més facilmente la orientacion cristalografica del sistema.
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La tendencia del grafeno a formar ondulaciones produce una variacién espacial del
potencial electroquimico, que tedricamente es proporcional al cuadrado de la curvatura
local. Esto es debido a los efectos de re-hibridizacion y los cambios en los elementos de
hopping causados por la deformacién [100]. Estas ondulaciones no empobrecen las propie-
dades electronicas del grafeno. Aunque la presencia aleatoria de nanoarrugas puede inducir
una fluctuacién desordenada de la densidad de carga, lo que puede afectar la propagacién
de los portadores !, la formacién de ondulaciones periédicas nanométricas genera una fisi-
ca mucho mas rica, dando origen a superredes que modifican su relaciéon de dispersién y

pueden hacer que la velocidad de propagacién de los portadores de carga sea altamente
anisotrépica [7].
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Figura 4.2: Figura izquierda: Simulacion de nanoondulaciones en grafeno. Figura derecha:
Medidas de LDOS y en la imagen interior se muestra la topografia por microscopia de
efecto tunel. Célculos y medicién de [7].

4.2.1. Programas y parametros de calculo

Los resultados de estructura electronica y conductancia son obtenidos utilizando los

paquetes SIESTA (basado en la DFT 1.3 ) y TRANSIESTA (extendiendo SIESTA a la
funcién de Green 1.3.1 ), respectivamente.

SIESTA Para los cédlculos que se presentan en la siguiente seccién se ha empleado el
c6digo SIESTA [78], que soluciona las ecuaciones de Kohn-Sham mediante la aproximacién
de pseudopotenciales [102] y la expansién de las funciones de onda en orbitales pseudo-
atomicos localizados. El uso de orbitales localizados, aun a costa de la completitud en el
espacio de Hilbert, permite abordar problemas de tamano superior a los codigos basados en

'Pero existe un debate sobre el origen de las fluctuaciones de densidad de carga. Por ejemplo, la

disminucion de la movilidad electronica estaria mas relacionada a las impurezas de carga introducidas por
el substrato [101].
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Figura 4.3: Imagen izquierda superior: Estructura de bandas del grafeno sin deformacion,
para una celda unitaria rectangular L, = 4a y L, = 5d/2 donde a=2.456 Ay d=1.42
A. Tanto la estructura de bandas como la DOS (imagen inferior) muestran claramente la
simetria entre la banda de conduccién y valencia para energias entorno a la energia de
Fermi (Er)

ondas planas, sobretodo en nanoestructuras, ya que el vacio que debe rodearlas en alguna
de las dimensiones se incluye casi sin coste computacional adicional, lo que no se da en el
caso de las ondas planas.

Los calculos se han realizado en la aproximacién generalizada del gradiente (Genera-
lized Gradient Approximation - GGA), en la parametrizacién de Perdew-Burke-Eszerhof
[103]. Las estructuras se han relajado hasta que la fuerza sobre cada atomo era inferior
a 0.04 eV/A, y las integraciones en el espacio reciproco se han realizado mediante un
muestreo de Monkhorst-Pack [104] equivalente a una densidad de 20 x 20 o superior. Los
pseudopotenciales, del tipo Troullier-Martins y que conservan la norma, tratan explicita-
mente los electrones 2s y 2p, y los radios de corte especificados para su generacién son
r. = 1,25 Bohr, sin correccién debida a no-linealidades en el core.

Con los pardmetros técnicos arriba indicados, se obtiene una distancia C-C de 1.418 A
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(experimental 1.42 A) y un pardmetro de red de 2.456A (experimental 2.46A). El calculo
de estructura de bandas para el grafeno sin deformacion es mostrado en la figura 4.3.

TRANSIESTA Es un método basado sobre la teoria del funcional densidad, y calcu-
la en forma autoconsistente la estructura electronica de nanoestructuras acopladas a dos
electrodos tridimensionales, opcionalmente con diferente potencial electroquimico. Se uti-
liza la funcion de Green fuera del equilibrio, basandose en célculos previos del paquete de
estructura electrénica SIESTA [105].

4.2.2. Plegando el grafeno

El grafeno es una membrana con propiedades mecanicas muy interesantes tanto co-
mo por su resistencia al estrés como su facilidad para formar estructuras con geometrias
muy exéticas (ver Figura 4.4). Esta plasticidad tiene su origen en la hibridizacién sp?, que
genera enlaces covalentes muy fuertes entre los atomos de carbono. Sin embargo los orbi-
tales responsables de interactuar con el substrato son los pz (perpendiculares al plano del
grafeno). Estos orbitales son también responsables del transporte electrénico, razén por la
cual es evidente como el substrato puede afectar la conduccién electrénica. No entanto esta
interaccién substrato-grafeno puede generar estructuras como la mostrada en la figura 4.4,
se observa como se logra obtener nanoondulaciones periddicas controladas por el substra-
to. Actualmente la obtencién de grafeno por MBE (Molecular Beam Epitazy ) a partir de

1 pum —_—

Figura 4.4: Imagen por microscopia de fuerza atémica de la morfologia del grafeno sobre
un substrato de Si/SiO2, la escala corresponde a 0.4 pm|8].

SiC posibilita tener estructuras similares a la mostrada en la figura 4.5. Sin embargo las
investigaciones actuales del crecimiento de grafeno con esta geometria estan asociadas a la
produccién de nanocintas [106].

A continuacién mostramos la estructura inicial (geometria sin relajar) de las ondulacio-
nes periddicas. Es interesante observar que la DOS y la relacion de dispersién del grafeno
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de este sistema, comienza a mostrar una asimetria para energias entorno al nivel de Fermi.

g
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-3.0 20 -1.0 1.0 20 3.0

0.0
30 E-EF (eV)
Figura 4.5: Estructura inicial de célculo (previa a la relajacién), El hecho mas llamativo
es que la deformacion no genera un gap en la estructura. Sin embargo la DOS muestra una
asimetria entorno a la Er. Esta geometria es similar a la morfologia del substrato de la
Fig. 4.4.

Otra caracteristica de la estructura es que la deformacién es local (acttia solo en los plie-
gues) y esta orientada en la direccién X. Esta especial disposicién sugiere una anisotropia
de las propiedades electrénicas. Sin embargo los calculos de DOS no muestran variaciones
importantes respecto a los cédlculos de grafeno sin ondulaciéon. Esto puede ser porque las di-
mensiones geométricas son grandes respecto a la longitud de onda de Fermi (Ar = 27//7n,
donde n es la concentracion de portadores de carga del grafeno), especialmente para altas
concentraciones. En el calculo mostrado 4.5, la periodo de la nanoondulacién es aproxima-
damente 25,1A (experimentalmente son factibles estas dimensiones [107], habiendo llegado
incluso a periodos del orden de 7A [7]). Antes de continuar, es importante destacar que
la plasticidad del grafeno que se puede observar en el proceso de relajacién numérica (ver
figura 4.6) y que genera geometrias complejas, es experimentalmente factible introducien-
do anisotropias durante la sintesis o en el proceso de transferencia [108]. A este tipo de
estructuras se les denomina grafold.
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Figura 4.6: Evolucién del proceso de relajacion computacional. Si bien estas estructuras son
artificiales, algunos experimentos muestran como al depositar el grafeno sobre substratos
con geometrias definidas, generan estructuras similares a las mostradas en la Fig. 4.4.

4.2.3. Pseudo-espin y Estados en el nivel n =0

Uno de los efectos sorprendentes de la presencia de arrugas, ondulaciones, nanoburbu-
jas, etc. en el grafeno es que, bajo ciertas aproximaciones, pueden ser interpretadas como
un campo pseudomagnético (cf. Sec. 4.1.2), que puede ser observado en la medida de la
conductancia diferencial (dI/dV)[9] (ver figura 4.7). Su origen se encuentra en el estrés re-
sultante de la deformacion, que genera procesos de interferencia y dispersién de los estados
electrénicos [109, 110].

Una caracteristica del campo magnético en el grafeno es la formaciéon de un nivel de
energia para n = 0. Esto también es observado en las muestras con ondulaciones periddicas
[111], y muchos trabajos tedricos también lo predicen [112]. El pseudo-campo magnético
sigue una teoria quiral de Gauge donde a partir de un analisis de la distribucién del estrés,
podemos obtener un potencial vectorial. En nuestro caso la orientacion cristalografica de
las ondulaciones periddicas, producen que el estrés actiie preferentemente en una direccion
determinada (zigzag o armchair). De esta forma, en analogia a las nanocintas de grafeno,
podemos identificar en los pliegues de la ondulaciones periédicas “bordes” armchair (ver
figura 4.8 superior ) o zigzag (ver figura 4.8 inferior). El primer efecto de la ondulacién y
orientacién cristalografica se encuentra en la modulacién de la funcion de onda que ocurre al
incrementar el angulo de deformacion. En el “borde” armchair observamos que los estados
se localizan en los maximos y minimos de la ondulacién. Pero esto no ocurre en el “borde”
zigzag, donde el estado electronico se mantiene aproximadamente igualmente distribuido al
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Figura 4.7: Secuencia de ocho espectros de dI/dV (imagen A), correspondientes a distintas
posiciones en la “burbuja” de grafeno (imagen B). Se puede observar la similitud de los
graficos A y C con los mostrados en la Fig. 4.13 (referencia [9])

aumentar el angulo de deformacion. En nuestra simulacién se observa que para un angulo
de 65 grados los orbitales de dos ondulaciones préximas se superponen.

Estos resultados sugieren que las nanoondulaciones inducen cambios en el comporta-
miento de funcién de onda que dependen tanto de la cristalografia y el grado de defor-
macién. Esto estd en concordancia con la teoria de gauge del campo pseudomagnetico
expuesto anteriormente (4.1.2) y la quiebra de simetria de la funcién de onda sugerida en
la literatura [113].

En los resultados mostrados a continuacion se considera que la deformacién induce un
borde tipo armchair (graficos 4.9, 4.10, 4.11, 4.13 y 4.14 ). Los trabajos tedricos indican
para esta orientacién geométrica un campo de gauge A‘(r) = [A%(y), 0], que produce un
pseudocampo magnético nulo B?(r) = 0, que indica la no polarizacién del pseudospin.
Esto es confirmado por nuestros calculos en primeros principios. Sin embargo, al estudiar
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Figura 4.8: Visualizacion de la LDOS para una orientacién cristalografica armchair (imagen
superior) y zigzag (imagen inferior) correspondientes a energias muy cercanas al nivel de
Fermi. Las ondulaciones corresponden a diferentes angulos de inclinacion: # = 20°, 25° y
30° para el caso armchair, y 0 = 45°, 60° y 65° para el caso zigzag. Las nanoondulaciones
expuestas también han sido sugeridas en otros trabajos similares [10]

la estructura de bandas, DOS y conductancia, para diferentes angulos de deformacion,
encontramos para # = 30° un nivel (n = 0) en la energia de Fermi (similar al nivel de
Landau). Esto produce la formacién de un pico en la DOS, muy caracteristico de los
estados localizados, pero la caida con el incremento de energia es similar a los estados
cuasi-unidimensionales estudiados en la introduccién (ver 1.4). Todo ello sugiere que los
estados estan confinados en la direccion Y y extendidos en la direccién X.

Observando en detalle la secuencia de estructuras de bandas de las Figs. 4.9-4.11,
tenemos que la banda que cruza linealmente el nivel de Fermi en la linea I' — Y reduce
progresivamente su altura hasta la formacion del niveln = 0, mientras que en la linea
I' — X se mantiene dispersién parabdlica (similar a la de un electrén libre F(k) ~ k2). La
conductancia confirma este comportamiento en la direccién X; sin embargo, la cuantizacion
no es completa ya que se observa una dispersion residual de las bandas en I' — Y.

Finalmente se tiene una clara correlacién entre el incremento de la deformacion y la
presencia de una banda plana entorno a la energia de Fermi. Asociada a esta la DOS
muestra la formacién de un pico que se define bien para # = 30°. Esto ha sido descrito en
la literatura, pero la presencia de una conductancia con claros indicios de cuantizaciéon no
ha sido indicada previamente.

Estos resultados nos indican que puede existir en la estructura con ondulacién canales
de transporte cuasibalisticos. De esta forma, para una ondulacién de con inclinacién de
¢ = 30°, las funciones de onda pueden escribirse como ¥ (k,, k,) = ¢¥ v"(k,), correspon-
dientes a un estado localizado en la direccién Y (para E(n = 0)), y a un estado cuantico
propagandose en X.
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Figura 4.9: Célculo de estructura de bandas para una ondulacién de 8 = 20°, L = 9,25 A
yH=1,7A.
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Figura 4.10: Célculo de estructura de bandas para una ondulacién de 6 = 25°, L = 8,92 A
yH=1,52A.



72 4. Estados electronicos cuasi-unidimensionales en ondulaciones de grafeno

DOS

E-E,(eV)

I 1 I 1 1 I 1 I 1
r X 91.0 05 00 05 1.0 15

E-EF (eV)

Figura 4.11: Célculo de estructura de bandas para una ondulacién de 6§ = 30°, L = 8,52 A
yH=1,92A.

4.3. Transporte cuantico cuasi-unidimensional de elec-
trones

Los estados unidimensionales son de gran interés por su riqueza de fenémenos fisicos
y por presentar cuantizacion en su conductancia electronica. Estos sistemas, también pre-
sentes en nanotubos de carbono o nanocintas de grafeno, actualmente son muy estudiados
por su potencial aplicacién en Transistores de Efecto Campo. Sus propiedades electréni-

Figura 4.12: Disposicién geométrica de los contactos. La direccién de transporte es paralela
al eje X, donde H es la altura y L la longitud de onda de la nanoondulacién.
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Figura 4.13: Dependencia de la estructura de banda con el folding del grafeno.

cas estan fuertemente influidas por la estructura cristalina, teniendo un comportamiento
metalico o semiconductor de acuerdo a la quiralidad del nanotubo o al borde y ancho de
la nanocinta (principalmente Zigzag o Armchair). Como indicamos en la seccién anterior,
es factible obtener nanoondulaciones peridédicas en forma experimental, e incluso obtener
superredes de grafold.

Si mantenemos la misma direccién cristalografica utilizada anteriormente y realizamos
medidas de transporte electrénico [8], es posible obtener una cuantizacién clara de la con-
ductancia que corresponde a estados cuasi-unidimensionales que se propagan con vector
de onda k,. En la figura 4.12 mostramos la disposiciéon de los contactos para la medidas
de transporte cuantico.

Variaciones en la longitud de onda de la nanooondulacién producen cambios en la es-
tructura de bandas como se puede ver en la figura 4.13. Los parametros de longitud de
onda (L) y altura (H) son: § = 45°, L = 24,35 A y H = 10,65 A; § = 60°, L = 1722 A
yH=1277A; vy =75 L=2891AyH = 13,88 A. Se puede observar una mayor
curvatura y uniformidad en la distribucién del estrés. Para dngulos (iniciales) mayores a
0 = 75° el grafeno se pliega cambiando la relacién de dispersion en forma importante (se
obtiene un bi-layer). De forma adicional tenemos que mediante el aislamiento de cada
ondulacién se pueden obtener canales de transporte unidimensionales (Fig. 4.14), con po-
tencial utilidad en electrodos o en pantallas flexibles. La presencia de canales de transporte
unidimensionales se justifica a partir de la estructura de bandas, donde se observan bandas
que dispersan a lo largo de la direccion de transporte, pero que tienen todas componente
k, imaginaria en los rangos energéticos entre las lineas quebradas, indicando la imposibi-
lidad de la propagacién a largas distancias en la direccion Y, por lo que el transporte es
puramente unidimensional.

Con el fin de explorar la formacion de estados con cuantizacion de conductancia en
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Figura 4.14: Calculos de la estructura de bandas, DOS y conductancia para una estructura
ondulada con “borde” armchair con un angulo inicial de 6 = 75°. El calculo de la conduc-

tancia muestra una cuantizacion bien definida para energias entorno a E-Er = —1,4eV,
0,5eV, 1,5eV y 1,75eV
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nanoondulaciones periédicas con "borde” zigzag, se realizo un célculo adicional para una
deformacién de § = 70° (Fig. 4.15). La figura 4.14 es andloga a la figura 4.15, excepto
que la hoja de grafeno se ha girado 90° antes de aplicar la corrugacion, de modo que
ahora el transporte es a lo largo de la direccién Y (zigzag), mientras que la hoja se ha
corrugado a lo largo de la direcciéon X. De nuevo se observan regiones sospechosas de
comportamiento unidimensional, senaladas por las lineas quebradas negras, rojas y azules,
aunque su interpretacion a partir del diagrama de bandas es mas dificultosa debido a que no
se observan caracteristicas unicas en las regiones energéticas de conductancia cuantizada.
En todo caso, los resultados tanto para armchair como para zigzag pueden ser tiles para
explicar mapas de corriente con C-AFM donde se encuentra alta conductividad en arrugas
[114].

DOS

-2.0 -1.5 -10 -05 00 05 1.0 1.5 2.0
E-E (eV)

Figura 4.15: (Grafico superior) Disposicién geométrica de los contactos para una orien-
tacion con “borde” zigzag. Célculo de la estructura de bandas, DOS y conductancia para
una estructura ondulada con angulo de 8 = 70°. La conductancia muestra una cuantizacién
bien definida para energias entorno a E-Ep = —1,0eV, 1,0eV y 1,5eV.
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Capitulo 5

Conclusiones

Las caracteristicas estructurales y electronicas tnicas del grafeno hacen de él un sistema
candidato a poder observar con relativa facilidad fenémenos cuénticos en el transporte
electrénico. En esta tesis se han tratado tres de ellos mediante metodologias variadas,
como son los efectos de intercambio en sistemas de muchos cuerpos interactuantes (con
trayectorias de Bohm), la inyeccién de electrones en grafeno respetando el principio de
exclusién de Pauli, y la formacion de estados cuasi-unidimensionales en grafeno corrugado
(con teorfa del funcional densidad).

Los dos primeros desarrollos permiten avanzar en el andlisis del transporte electronico
fuera del equilibrio y dependiente del tiempo, que es un tema de actual investigacion que
presenta una interesante fenomenologia, aunque también dificultades importantes tanto
de céalculo como conceptuales. El tercer desarrollo pretende avanzar en la consecucion
del transporte unidimensional en estructuras basadas en grafeno sin necesidad de recurrir
al grabado del grafeno, ya que los bordes presentes, por ejemplo, en las nanocintas son
importantes fuentes de scattering.

Entre las conclusiones encontradas podemos indicar:

= En el capitulo IT hemos presentado un modelo para capturar las caracteristicas de
particulas con interaccion de intercambio a través de funciones condicionales 1D.
Hemos discutido como es el comportamiento de las trayectorias Bohmianas debido
a la interaccién de intercambio. En particular, las trayectorias son perfectamente
distinguibles, pero los resultados que medimos (por ejemplo, la energfa cinética) para
la particula 1 son idénticos que para la particula 2. Esta conclusién, en si, es un
resultado que también obtenemos clasicamente. La diferencia clasica-cuantica esta en
que como la probabilidad cuédntica se encuentra a partir de la funcién de onda, las
funciones de onda de particulas idénticas son especiales y deben tener simetria de
intercambio. Estas funciones de onda particulares hacen que las trayectorias de Bohm
tengan algunas caracteristicas especiales: tanto bosones como electrones no cruzan
los puntos diagonales (esta ultima caracteristica no debe confundirse con el principio
de Pauli).

= FEn el capitulo III se ha presentado un nuevo argumento para calcular la densidad de
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estados para paquetes de ondas (sin utilizar estados estacionarios). A partir de este
resultado se ha definido el concepto de densidad de flujo (DOF) y se ha utilizado para
desarrollar un nuevo modelo de inyeccion de electrones en grafeno para simulaciones
dependientes del tiempo. Todo este capitulo versa sobre la necesidad de utilizar pa-
quetes de ondas para la correcta modelizacion del transporte electronico en el caso
general, y de aspectos de alta frecuencia en particular. Este camino explorado en este
capitulo abre algunas incognitas como cudl es el tamano de los paquetes electrénicos
que describen un electrén de transporte. En la Fig. 3.11 se presenta como se puede
atacar este cuestion a partir del ruido del grafeno. El grafeno presenta la peculiari-
dad de que todos los electrones, practicamente, entran en el dispositivo con la misma
velocidad, al mismo ritmo. Esto no sucede para el silicio. Entonces, entre dos inyec-
ciones consecutivas de electrones en grafeno hay una gran correlacion que se aprecia
en la Fig. 3.11. A partir de t, se puede determinar facilmente un valor aproximado
del soporte de la paquete de ondas del electrén en la direccién de transporte.

= En el capitulo IV hemos visto que el estudio del transporte electronico en nanoondu-
laciones periddicas de grafeno muestra una anisotropia debido a que la deformacion
produce una distribucién uniforme del estrés, que afecta la simetria de la red ge-
nerando estados de borde analogos a los presentados en las nanocintas. De acuerdo
con las medidas experimentales y calculos previos basados en Hamiltonianos modelo,
encontramos la formacién de un nivel de energia para n = 0 para una orientaciéon
cristalografica armchair, en el que no se observa polarizacion de pseudospin. Es més
sorprendente la ausencia del nivel en n = 0 para ondulaciones zigzag, donde los
calculos de LDOS presentan indicios de polarizaciéon de pseudospin.

Otro resultado no previsto es la cuantizacion de la conductancia, observada para
ambas orientaciones cristalograficas. Esto puede indicar la formacion de canales de
corriente a lo largo de las ondulaciones, lo que explicaria porqué ciertos mapas de
corriente obtenidos por microscopia AFM muestran en las arrugas alta conductividad.

Esta tesis abre nuevas prespectivas para el estudio del transporte cuantico en disposi-
tivos nanoscopicos con muchos electrones interactuando.



Apéndice A
Demostracion de la indistinguibilidad

Los requerimientos de Eq. (2.4) es suficiente para el indistinguishableness de resultados
del ensemble calculado a partir de la funcién de onda. El requerimiento de la indistinguisha-
bleness del ensemble resultante, calculado de las trayectorias de Bohm es que la trayectoria
de Bohm de las N particulas son simétricas sobre el intercambio de sus posiciones inciales.
En este apendice, nosostros mostramos que las propiedades anteriores estan garantizadas
por nuestra propuesta de usar Eq. (2.27) para fijar el desconocido angulo z,), q(t).

En el tiempo inicial, por construccién, es obvio que Eq. (2.28) provee trayectorias de
Bohm con la deseada propiedad porque nosotros consideramos, solo en el tiempo inicial, la
funcion de onda separable. Nosotros consideramos, dos diferentes N-particulas trayectorias
de Bohm: Xi[t] and X/[t]. tal diferentes trayectorias tienen de hecho, muchas identicas
componentes excepto dos. Nosotros tenemos 7[t'] = 7 [t'] = 7 [t'] for all k except @ [t'] =
'] = Falt'] y 7A[t'] = 7 [t'] = 75[t]. Nos demuestra que esta relacién en el tiempo ¢ es
tambien verdadera en el tiempo ¢’ + dt. En efecto, nosotros no solo tenemos que demostrar
que la velocidad de la particula i y h en ¢’ son intercambiadas. De acuerdo a Eq. (2.28), la
funcion de onda condicional usa para el célculo la velocidad 172()2 A ) con la posicion

inicial X7[t'] = {7[0], ..., 7a[0], ..., 7[0]...} es:

N!
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Por lo contrario, para muchas particulas la trayectoria de Bohm con inciales condiciones
X7t = {r]0], ..., 75[0], ..., 7x[0]...}, we have for @(X,t’)\)z:)zfm:

\Ij{ (7:;7 t) = C \ijp(l)jﬂ( Bl [t]a t)> X qu(l)jﬁ(f;a t)
=1
v o), 8(Talt]; 1), Yoy, 5PN (] )
x sign (p(l)). (A.3)
y para 5,(X, )| ¢_grp:
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Como esperamos, es obvio que @ (7, ') = 01 (7, ') and @.(7,, ') = & (7, ¢'). El uso de la
expresién Eq. (2.28) tambien proporciona la propiedad adicional W (7, ) se convierte en
cero cuando 7; = 7 [t] parai # k. Entonces, Eq. (A.1) es basicamente la determinantede una
matriz con dos columnas identicas. Puede tambien ser demos trado que exp (251)q(t)) =
Hivzlyk;éa \i/p(l)j,k(f”k[t],t) también proporcionan la condiciéon de simetria requeridas para
las trayectorias, pero esto no garantiza que la funcién de onda condicional es cero para
fermiones en los puntos coincidentes. Por lo tanto, Eq. (2.27) es preferido.



Apéndice B

Probabilidad de presencia de dos
fermiones idénticos descritos por la
ecuacion Dirac a 1D

Primeramente desarollamos la ecuacién de Dirac para un fermion sin massa (para masa
m=0).

ov
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Construimos un paquete de onda Gaussiano como una superposicion de ondas planas

del espectro de energia positiva B.2 en espacio de momentum:
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+ AN .
\I/€<k’0) = {[ Zé_(ko) 1 G(k’ o ko;ak)} e[fzzg(kfko)]

1 1 1 k)2 '
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A continuacién, escribimos la funcién de onda antisimétrica para dos electrones idénticos
(Por simplicidad, solo describimos la parte orbital asumiendo que los espines sén idneticos

y 1o tienen repercusion en la antisimetria de la funcién total).
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Una vez construida la funciéon de onda antisimetrica, calculamos la norma medinate la
doble integral:

/ / (I)T(Zl, Zg;t = O)(I)(Zl, Zg;t = O)dzleQ

y considerando o,; = o0,; obtenemos finalmente, despues de unas paso laboriosos pero
evidentes, el siguiente resultado:

> > —(201=%0 )2 (ko1 —ko )202
/ / |D(21, 205t = 0)Pdz1dzy = 2 (1 B ))

Se obtiene exactamente el mismo resultado que habiamos obtenido en la tesis para
sistemas mas simples descritos para bandas parabolicas. Ver Eq. 3.13. De nuevo podemos
definir el vector d(1,2) a través de la Eq. 3.14 donde o, = 1/0 seria la dispersién de los
vectores de onda del paquete.
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CAPITULOS DE LIBROS

= G.Albareda, D.Marian, A.Benali, A. Alarcén, S. Moises and X.Oriols, Electron devices
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Editorial: ISTE-Wiley, London,2013 ISBN:in press
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(2014)
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