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Resumen

Esta tesis doctoral versa sobre el transporte electrónico en sistemas de baja dimensión.
En particular, se utlizan diferentes formalismos para abordar fenómenos cuánticos en el
transporte electrónico en grafeno.

Por una parte, se estudia la interacción de intercambio en los procesos de transporte
electrónico dependientes del tiempo, mediante la teoŕıa de trayectorias Bohmianas para
paquetes de ondas. Se demuestra que la densidad de estados en el espacio de fases puede
entenderse a través de la probabilidad de encontrar electrones con configuraciones simila-
res. Debido a la repulsión de Pauli, cada electrón ocupa una región 2π en el espacio de
fases. A través de la velocidad de los electrones, la densidad de estados electrónicos puede
relacionarse con la densidad de flujo electrónico. La importancia de este nuevo concepto se
hace evidente al tratar de modelizar la inyección de electrones en los nanodispositivos. En
particular se muestra que la inyección baĺıstica en el grafeno es muy diferente de la inyección
en nanodispositivos convencionales (con dispersiones parabólicas) debido a su particular
relación de dispersión lineal y alta velocidad de Fermi. Este particular ritmo de entrada de
electrones en el grafeno también produce un cambio importante en el ruido electrónico a
alta frecuencia en el regimen baĺıstico. Estos resultados abren nuevas perspectivas para el
estudio del transporte cuántico dependiente del tiempo para muchos cuerpos.

Por otra parte, con el fin de explorar los efectos de producir nanoondulaciones en el
grafeno, se realizó un estudio de las propiedades electrónicas de transporte utilizando la
Teoria de la Densidad Funcional y la función de Green. Se predice la formación de transpor-
te cuasi-unidimensional en nanoondulaciones de grafeno, marcado por la cuantización de la
conductancia tanto para ondulaciones a lo largo de la orientación cristalográfica armchair
como de la zigzag.
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Abstract

This dissertation deals with electronic transport in low dimensional systems. In particu-
lar, quantum phenomena in electronic transport in graphene are addressed using different
formalisms.

On one hand, the exchange interaction in time-dpendent processes in electron transport
is studies with Bohm trajectories for wavepackets. It is shown that the density of states
in phase space can be understood through the probability of finding similar electron con-
figurations. Due to the Pauli repulsion, each electron occupies a region 2π in phase space.
Through the speed of electrons, the density of states (DOS) can be related to the density
of flux (DOF). The relevance of this new concept is evident when modeling the injection of
electrons into nanodevices. In particular, it is shown that ballistic injection in graphene is
very different from injection into conventional nanodevices (with parabolic dispersions) due
to its particular linear dispersion relation and high Fermi velocity. This particular rate of
incoming electrons into graphene also produces a significant change in the high-frequency
electronic noise in the ballistic regime. These results open new perspectives for the study
of time-dependent many-body quantum transport.

On the other hand, in order to explore the effects of producing nanoripples in graphe-
ne, a study of electronic transport properties using the Density Functional Theory and the
Green’s function was performed. Quasi-one-dimensional transport in graphene nanocorru-
gations has been predicted, highlighted by the quantization of conductance for undulations
along both it armchair and it zigzag crystallographic orientations.
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a partir de P fue transportado al punto P’ . Louis de Broglie [1] . . . . . . 5

1.2. (a) Gota de aceite rebotando en un baño de fluido vibrante. (b) A mayor
amplitud de oscilación, la gota camina a través de la superficie, impulsada
por su campo onda-piloto.[2] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3. Heteroestructura semicondutora de GaAs/AlGaAs. El gas de electrones bi-
dimensionales (2DEG), es formada en la región cercana a la interface, donde
se forma un pozo de potencial triangular. Imagen de Wikipedia. . . . . . . 9

1.4. Figura izquierda: Topograf́ıa por microscoṕıa de fuerza atómica de un tran-
sistor de un electron, cosistente de un punto cuántico (QD del ingles Quan-
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dos electrones no idéntico en el espacio libre. Total: sólido (verde) de la ĺınea de enerǵıa
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cortada y (+) (rojo) enerǵıa potencial cuántica. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.9. (Color en linea) Evolución temporal de las enerǵıas totales e individuales (ensemble pro-
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una part́ıcula libre en 1D, para diferentes valores de momento. Presenta
un momento cuantizado p = 2πh̄l/L, l = 0,±1,±2, . . . (izquierda) para
una condición de borde tipo Born-von Karman (periodo L) y un momento
continuo p = ±

√
2meE (derecha) para un onda extendida sobre todo el

espacio. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.3. (a) Probabilidad de no encontrar un segundo paquete con posiciones centra-
les xo2 = x2 y vector de onda central xo2 = x2 debido a la presencia de un
electrón previo en xo1 = 2 μm y ko1 = 8 μm−1. (b) Contorno de la figura a.
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Ef = 0,1 eV . Para el silicio representado en esta figura, el valor máximo de
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Contexto

Los constantes avances en las tecnoloǵıas de fabricación micro y nanoelectrónicas han
permitido validar la extrapolación que Moore realizó en 1965 sobre el número de tran-
sistores en los circuitos integrados (Ley de Moore [11]), llevándola hasta nuestros d́ıas y
permitiendo incrementar exponencialmente las prestaciones de los dispositivos electrónicos.
Sin embargo, y aunque el Chief Technology Officer de Intel afirmara en 2008 [12] que

I compare Moore’s Law to driving down the road on a foggy night. How far can
you see? . . . We see no end in sight, and we’ve had 10 years visibility for the
last 30 years.

tarde o temprano el escalado en dimensiones de las arquitecturas tradicionales (More Moo-
re) se encontrará con ĺımites fundamentales, relacionados con la fenomenoloǵıa (t́ıpicamente
cuántica) que aparece en la nanoescala, que afectarán al correcto funcionamiento de los
dispositivos. De hecho, desde hace unos pocos años ya podemos observar un estancamiento
en la frecuencia máxima de operación de los microprocesadores de los principales fabrican-
tes, cambiándose el énfasis hacia la reducción del consumo de potencia o el aumento del
número de cores f́ısicos dentro de cada chip.

Una de las rutas para conseguir la mejora de las prestaciones de los dispositivos electróni-
cos pasa por diseñar nuevos dispositivos cuyo funcionamiento dependa precisamente de
esos efectos que limitan las prestaciones en los diseños tradicionales. Aqúı se enmarcan
dispositivos como el diodo túnel resonante (RTD) [13] o el transistor de un solo electrón
(SET) [14]. Otra de las rutas aprovecha los nuevos materiales y procesos que la explosión
de las (nano)tecnoloǵıas en los últimos 25 años ha puesto a nuestro alcance. Por ejemplo,
la inclusión del óxido de hafnio en las puertas de los MOSFETs ha permitido continuar
con la reducción de la longitud del canal.

Dentro del conjunto de nuevos materiales, y aunando fenómenos cuánticos, destaca el
grafeno (monocapa de grafito) por sus extraordinarias propiedades electrónicas y mecáni-
cas, incluso a temperatura ambiente (ver la Sec. 1.5). Las expectativas de una nueva ge-
neración de productos basados en este extraordinario material ha llevado a la Comisión
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Europea a financiar el Graphene Flagship [15], un proyecto con una duración de 10 años y
una dotación total de 1000 millones de euros.

Aśı, en este contexto, y en particular en el del transporte electrónico basado en efectos
cuánticos, se enmarca el trabajo de investigación presentado en esta tesis.

1.2. Transporte cuántico

El transporte cuántico es un ejemplo de la dinámica cuántica fuera del equilibrio [16, 17],
donde existe una constante interacción e intercambio de part́ıculas entre los reservorios y
el sistema cuántico abierto. Esto se hace especialmente evidente cuando las dimensiones
del dispositivo son pequeñas [18, 19]: el acoplamiento de sistemas de escala nanométri-
ca (moléculas, puntos cuánticos, nanotubos, etc.) con ambientes macroscópicos (cuánticos
o clásicos) genera fluctuaciones, por ejemplo en la corriente electrónica de nanoestruc-
turas fuertemente influenciadas por la interacción de Coulomb [3]. Esta dependencia de
los fenómenos cuánticos con el tiempo toma una gran importancia en los sistemas donde
coexisten varios estados estacionarios [20, 21], o en la medida de procesos f́ısicos de cor-
ta duración (corrientes AC a altas frecuencias, procesos de ruido), que t́ıpicamente son
ocultados en la medida de corrientes promedio (dc) [22].

Cuando se estudia teóricamente el transporte de electrones, se suelen considerar muy
bajas temperaturas y corrientes pequeñas, de tal forma que se puede considerar que los
electrones no interactúan. La justificación para esta drástica simplificación se encuentra
en la idea que sólo los electrones entorno a la enerǵıa de Fermi pueden participar en el
transporte neto, y el bloqueo de Pauli suprime completamente eventos de dispersión entre
electrones con menor y mayor enerǵıa al nivel de Fermi. Considerables esfuerzos se han
realizado para determinar correctamente el potencial efectivo global para los electrones en
la enerǵıa de Fermi, ya que las cargas positivas de fondo se apantallan en gran medida
por los electrones del dispositivo [23]. Sin embargo al ir disminuyendo las dimensiones del
dispositivo, esta aproximación ofrece resultados alejados a los experimentos [24].

Uno de los tramientos más comunes del transporte electrónico es la descripción ab initio
limitada a un régimen de estados estacionarios de scattering y basada sobre el formalismo
de Landauer combinada con la teoŕıa de la densidad funcional (Density Functional Theory
- DFT). Sin embargo esta aproximación es criticada sobre bases teóricas fundamentales,
señalando principalmente defectos del funcional de correlación de intercambio de la DFT
estática [25], tal como la discontinuidad de la derivada en la aproximación de la densidad
local (Local Density Approximation - LDA) y la aproximación de los gradientes generali-
zados (Generalized Gradient Approximation - GGA). Otra limitación que se encuentra es
la ausencia de correlación de intercambio en el formula de Landauer [26].

La necesidad de considerar la dependencia del tiempo y la interacción de muchas
part́ıculas (caracteŕısticas de la cuántica fuera del equilibrio) en el transporte electróni-
co de los nuevos dispositivos nanométricos conduce a la comunidad cient́ıfica a establecer
una teoŕıa más amplia que solucione las dificultades previas. Una de las posibles soluciones
es la Teoŕıa de la densidad funcional dependiente del tiempo (Time-dependent Density Fun-
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ctional Theory - TDDFT) la cual aplica la misma filosof́ıa de la DFT de Kohn-Sham. En
esta teoŕıa se reemplaza la ecuación de Schröndinger dependiente del tiempo para muchos
cuerpos, por un conjunto de ecuaciones dependientes del tiempo para una sola part́ıcula,
cuyos orbitales tienen la misma densidad n(r, t) [26, 27]. Otros métodos para abordar el
problema del transporte cuántico fuera del equilibrio son: el funcional del grupo de renor-
malización[28], el grupo de renormalización de la matriz densidad dependiente del tiempo
[29], la suma iterativa de integrales de trayectoria en tiempo real [30, 31], etc.

Si bien estos métodos y teoŕıas logran solucionar muchas dificultades, no abordan la
naturaleza de los sistemas cuánticos fuera de equilibrio y cómo a partir de ellos se puede
llegar a los sistemas en equilibrio. Una de las teoŕıas en abordar este tema es la desarrollada
por Louis de Broglie (1892-1987) y David Bohm (1917-1992). En su interpretación de
la mecánica cuántica un sistema cerrado es descrito por: i) su función de onda, la cual
satisface la ecuación de Schrödinger; y ii) por la posición de unas part́ıculas que se mueven
deterministamente a lo largo de trayectorias con velocidades que dependen de la función de
onda. Esta teoŕıa reproduce las predicciones de la mecánica cuántica estándar, obteniendo
la distribución de las posiciones de las part́ıculas sobre un ensemble de sistemas, todos
descritos por la misma función de onda ψ(x, t), la cual es dada por |ψ(x, t)|2 [32]. Si bien
su realidad subyacente ha sido objeto de larga discusión, las trayectorias de Bohm siempre
pueden ser interpretadas como unas ĺıneas de flujo asociadas a una visión hidrodinámica
de la ecuación de Schrödinger [33].

Los sistemas en equilibrio cuántico obedecen la denominada regla de probabilidad de
Born ρ(x, t) = |Ψ(x, t)|2 que es la fundamental conexión entre el formalismo matemático
de la teoŕıa cuántica no relativista y los resultados experimentales. Un hecho remarcable
es que esta regla emerge naturalmente de la dinámica de part́ıculas de la teoŕıa de onda-
piloto de de Broglie-Bohm. Esta nos indica que la probabilidad cuántica surge de forma
dinámica, y tiene un estatus similar a la probabilidad térmica de la mecánica estad́ıstica
convencional. Valentini y Westman tienen ilustrado mediante simulaciones numéricas que
una distribución de part́ıculas fuera del equilibrio pueden relajar a un equilibrio cuántico
después de algún tiempo [34]. Este resultado fue también extendido por S. Colin para
fermiones (part́ıculas de Dirac) [35].

Estos resultados indican que la teoŕıa de de Broglie-Bohm no requiere postular la “regla
de Born”, sino que tiende a surgir dinámicamente al relajar el sistema cuántico, haciendo
que la formulación de la teoŕıa cuántica de de Broglie-Bohm sea adecuada para estudiar el
transporte electrónico fuera del equilibrio. Sin embargo, una dificultad presente en la teoŕıa
anterior surge del punto de vista computacional, al tener que solucionar directamente la
ecuación de Schröndinger para muchos cuerpos interactuantes 1. Éste es un importante
problema a resolver y que dificulta el estudio de los fenómenos de transporte cuántico.
Varias propuestas de solución recurren a la aproximación de la part́ıcula independiente
(no interactuante), conduciendo a limitaciones al estudiar el comportamientos colectivos
de los portadores de carga y los efectos de interacción de intercambio caracteŕısticos de los
electrones.

1Debemos indicar que esta dificultad también esta presente en la mecánica cuántica convencional
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Para entender la dificultad computacional podemos recordar que, en mecánica clásica,
el número de variables que describen el estado de un ensemble de part́ıculas crece con el
número de part́ıculas, de tal forma que el tiempo de cálculo y la memoria requerida para
realizar la simulación son en general funciones polinómicas del tamaño f́ısico del sistema.
Esta propiedad de los sistemas clásicos se pierde a nivel nanoscópico, ya que los estados
cuánticos requieren un número de recursos que crece en forma exponencial con el número
de part́ıculas [36]. Esta caracteŕıstica está en la base de la complejidad exponencial de
la mecánica cuántica, e impide una eficiente simulación de la dinámica de un sistema de
muchos cuerpos [37]. Una propuesta muy interesante que está dando buenos resultados
para solucionar este problema es la desarrollada por X. Oriols, donde las trayectorias de
Bohm de muchas part́ıculas, asociadas a la función de onda condicional, permiten realizar
una aproximación que hace accesible el cálculo para un sistema de muchas part́ıculas sin
abandonar las propiedades de interacción de intercambio [38].

Debido a estas favorables caracteŕısticas, utilizaremos la descripción en términos de
trayectorias de de Broglie-Bohm para abordar el transporte cuántico dependiente del tiem-
po en nanoestructuras de grafeno considerando la interacción de intercambio para muchas
part́ıculas. Para la parte de la tesis que estudia transporte DC en grafeno, utilizaremos el
formalismo de Landauer combinado con la DFT mediante los programas Siesta y Tran-
siesta.

A continuación profundizaremos sobre las caracteŕısticas del transporte electrónico
cuántico, en la mecánica de de Broglie-Bohm y las propiedades electrónicas del grafeno.

1.3. ¿Qué es el transporte electrónico?

¿Qué entendemos como transporte de electrones? Una respuesta válida puede (por lo
menos en primera aproximación) sustentarse en nuestra experiencia diaria, donde observa-
mos objetos que parten de un punto y después de un tiempo determinado aparecen en otra
posición 2. Si bien el electrón es un objeto cuyo comportamiento es regido por la mecánica
cuántica (donde no puede ser medida con gran precisión su posición y momento), esto no
imposibilita seguir manteniendo nuestra concepción de transporte. Una de las primeras per-
sonas que defendió este planteamiento fue Louis de Broglie en 1927 (ver Fig. 1.1). Algunos
ejemplos muy descriptivos son la propagación de un solitón (una onda solitaria que se pro-
paga sin deformarse en un medio no ĺıneal) y la propagación de una bouncing drop (gota
milimétrica inducida a rebotar sobre un baño de fluido, por la vibración de una bañera
con oscilación cercana a la frecuencia de resonancia de la gotita, Fig. 1.2). En la mecáni-
ca clásica gobernada por las leyes de Newton, el transporte de part́ıculas es comprendida
como el movimiento de la materia, donde los conceptos de trayectoria y desplazamiento
son claramente definidas: la trayectoria es determinada por la posición inicial (xo), la ve-
locidad inicial (vo) y una ley de movimiento f(x, v, t), mientras que el desplazamiento es

2Diremos que un punto material P (ver 1.1) se mueve, cuando existe una correspondencia uńıvoca
entre el conjunto de instantes [T] correspondientes a una duración definida por el reloj [R] y el continuo
de tres dimensiones cartesianas y af́ın asociado a los ejes (Ox,Oy,Oz). [39]
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Figura 1.1: El punto P se transfiere entonces al punto P’ , y se puede decir que la enerǵıa
a partir de P fue transportado al punto P’ . Louis de Broglie [1]

la distancia entre la posición inicial y final (d = |f(xF , vF , t = tF ) − f(xo, vo, t = 0)|).
Estos conceptos son de gran utilidad al investigar el comportamiento de gases (mecáni-
ca estad́ıstica), los fenómenos termodinámicos (equilibrio térmico, transferencia de calor,
entroṕıa, etc.), movimiento de ondas mecánicas y electromagnéticas.

En 1900, después de muchos años de éxitos de la mecánica clásica surgieron nuevos
fenómenos que no pod́ıan ser explicados con las teoŕıas desarrolladas hasta entonces. En los
siguientes años brillantes cient́ıficos desarrollaron la mecánica cuántica, que tiene entre una
de sus particularidades el describir el comportamiento ondulatorio de la materia. De esta
forma al conocer una nueva caracteŕıstica de la materia (carácter ondulatorio), se logró en
las siguientes décadas desarrollar nuevas teoŕıas y métodos que permitieron comprender y
predecir nuevas propiedades.

Una de las dificultades que la mecánica cuántica tiene que enfrentar es el problema de
la interacción de muchos cuerpos. En la f́ısica de la materia en estado sólido, la “teoŕıa del
funcional de la densidad” tiene un éxito importante y muestra gran utilidad al investigar
las propiedades electrónicas. También sirve como base para muchas investigaciones de
transporte electrónico, que combinan esta teoŕıa con otros métodos como “la función de
Green de la red”, que explicamos más adelante.

Teoŕıa del Funcional de la Densidad Un sólido puede entenderse como un gas de
electrones sometido a una red periódica de iones, donde se consideran las interaccio-
nes: electrón-electrón, electrón-ion e ion-ion, donde tanto los electrones como iones tienen
enerǵıa térmica.

Nosotros consideramos nuestros estudios en el estado fundamental (T = 0K, donde
no hay movimiento térmico) porque las posiciones de los niveles energéticos no vaŕıan
significativamente para un sistema con T �= 0K. Asimismo, la función de Fermi-Dirac
muestra una variación pequeña a 300K respecto a T = 0K.

El estado del sistema que conforma el sólido puede escribirse como:

Ψ(x1, . . . , xN , X1, . . . , XM) , xi = (ri, si) y Xi = (Ri, Si) (1.1)

donde ri y si son respectivamente los vectores posición y el spin de los electrones, de forma
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Figura 1.2: (a) Gota de aceite rebotando en un baño de fluido vibrante. (b) A mayor
amplitud de oscilación, la gota camina a través de la superficie, impulsada por su campo
onda-piloto.[2]

análoga Ri y Si son los vectores posición y spin de los iones de la red. Los electrones que
están localizados alrededor de los iones establecen fuertes enlaces formando una coraza de
electrones. En cambio los electrones más alejados son débilmente ligados al ion y tienden
a deslocalizarse en el sólido.

Considerando todas las interacciones del sistema, podemos escribir el Hamiltoniano del
sólido (en unidades atómicas) de la siguiente manera:

H = −1

2

N∑
i

∇2
i −

1

2

M∑
i

∇2
Ri

+
N∑

i<j

1

|ri − rj|
−

M∑
l

N∑
i

Zl

|ri − Rl|
+

M∑
l<k

ZlZk

|Rl − Rk|
(1.2)

donde los dos primeros términos de la derecha contienen toda la enerǵıa cinética de los
electrones e iones.

La aproximación de ”Born-Oppenheimer-Näherung”nos permite tratar separadamente
a los electrones e iones, esto debido a que los electrones son part́ıculas livianas que siguen
el inmediato movimiento de los iones (mucho más pesados). Aśı, primero se resuelve la
estructura electrónica (aproximadamente estacionaria), y luego se utiliza la enerǵıa hallada
del estado electrónico base (fundamental) como función de la configuración iónica, que sirve
como una enerǵıa potencial para el movimiento de los iones [40].

De este modo, la ecuación de Schröindger (obtenida a partir de las ecuaciones (1.1) y
(1.2)) para los electrones en una configuración iónica dada se puede escribir de la forma:
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⎡
⎣−1

2

N∑
i

∇2
i +

N∑
i<j

1

|ri − rj|
−

M∑
l

N∑
i

Zl

|ri − Rl|

⎤
⎦Ψ(x1, . . . , xN , {Xi}) = εΨ(x1, . . . , xN , {Xi})

(1.3)
quedando la solución desacoplada del movimiento de los iones.

Si bien la aproximación de ”Born-Oppenheimer-Näherung”nos permite enfocar nuestro
estudio a los electrones, su gran número en el sólido (del orden de 1023) y su dependen-
cia de las coordenadas tanto del resto de electrones como de las posiciones de los iones,
impiden abordar el problema en forma directa. Además, debemos recordar que el electrón
posee spin (s = 1

2
), por lo que su función de onda total deber ser antisimétrica, i.e.:

Ψ(x1, . . . ,xm, . . . ,xn, . . . , xN , {Xi}) = −Ψ(x1, . . . ,xn, . . . ,xm, . . . , xN , {Xi}) de lo que se
desprende el principio de exclusión de Pauli. El cumplimiento de este principio por parte
de la función de onda del sistema de electrones lleva a la formulación del determinante de
Slater, que expresa la función de onda como una determinante de funciones de onda de un
electrón [41].

El problema entonces fue replanteado y, gracias al trabajo de Hohenberg y Kohn, en
1965 se halló una solución aceptable que derivó en la Teoŕıa del Funcional de la Den-
sidad (DFT) que repasaremos rápidamente a continuación.

La DFT 3 tiene como antecedente los trabajos de Thomas (1927) y Fermi (1928), cuya
idea básica es usar la densidad electrónica n(r) como la cantidad fundamental en lugar de
la función de onda de los N-electrones [41].

n(r1) = N
∫

. . .
∫

Ψ(x1, . . . , xN , {Xi})Ψ∗(x1, . . . , xN , {Xi})ds1dx2 . . . dxN (1.4)

La densidad electrónica es la probabilidad de encontrar uno de los N electrones en un
volumen elemental dr1, para una configuración arbitraria de los N − 1 electrones restantes
(ver ecuación 1.4). De esta manera se reduce el número de coordenadas espaciales de 3N
a sólo 3 (r = (x, y, z)), manteniendo toda la información necesaria para determinar el
Hamiltoniano del Sistema [43].

Aun que sus resultados no llegaron a buen término, en 1964 Hohenberg y Kohn mos-
traron que para el estado fundamental el método de Thomas-Fermi puede ser considerado
como una aproximación a una teoŕıa exacta, la Teoŕıa del Funcional de la Densidad (ver
[41]). Esta teoŕıa se basa en dos teoremas enunciados a continuación (ver [44]):

Dado un sistema mecánico cuántico estacionario, cualquier observable (inclúıda la
enerǵıa) puede ser calculada, en principio exáctamente, conociendo solamente la den-
sidad del estado fundamental n(r).

La densidad del estado fundamental puede ser calculada, en principio exactamente,
usando un método variacional que involucra solamente el potencial externo aplicado.

3Un funcional F [h(r)] es un objeto F que asigna un escalar a cada función h(r) definida sobre un
dominio Ω, r ∈ Ω [42].
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El primer postulado es la responsable de la reducción del número de coordenadas espa-
ciales mencionada anteriormente, mientras que el segundo establece una forma de obtener
la densidad en el estado fundamental.

La aplicación de estos teoremas a la determinación de la enerǵıa total del sistema,
bajo la sujeción que el número de part́ıculas se mantenga, fue realizada en 1965 por Kohn
y Sham [45], quienes después de una adecuada redistribución de la enerǵıa del sistema,
obtuvieron las ecuaciones que llevan su nombre:

[
−1

2
∇2 + Veff

]
ψi(r) = εψi(r). (1.5)

Aqúı ψi(r) son los orbitales de Konh-Sham, de los que la densidad electrónica es n(r) =
e
∑N

i=1 |ψi(r)|2. El potencial efectivo Veff considera la interacción electrón-electrón en forma
promediada bajo la aproximación del electrón independiente (ver [44]).

La expresión (1.5) es muy semejante a la ecuación de Schrödinger, sin embargo ésta es
obtenida bajo otro punto de vista. La solución es alcanzada por un método autoconsistente
debido a que Veff depende de n(r), que a la vez es función de las ψi(r).

Aun aśı, y aunque la autoconsistencia en la solución de la ecuación de Kohn-Sham
puede ser enfrentada computacionalmente, los cálculos que conlleva se hacen muy costosos
y su aplicación directa impracticable para sistemas con un número de electrones elevado
(del orden de 5000 átomos o superior). Afortunadamente, el teorema de Bloch [46] permite
reducir enormemente el número de electrones que deben ser tratados expĺıcitamente en
sistemas periódicos.

A continuación estudiamos el efecto de la dimensión en las propiedades electrónicas.

1.3.1. Transporte electrónico en sistemas de baja dimensión

El efecto de la dimensión en el transporte electrónico es un tema intensamente estudiado
por la f́ısica mesoscópica. En los sistemas de baja dimensión los efectos de interferencia
cuántica, los fenómenos de interacción coulombiana y las fluctuaciones tiene un papel
predominante en sus propiedades.

Un efecto interesante de la dimensionalidad de las propiedades electrónicas se muestra
en la densidad de estados (DOS, density of states) para un gas de electrones libres:

ρ(E) ∝ Ed/2−1 (1.6)

donde d es la dimensión del sistema. Aśı, para un gas en tres dimensiones (3D), tenemos
que la DOS es proporcional a la ráız cuadrada de la enerǵıa, mientras que para un sistema
2D la densidad es constante y en los sistemas 1D disminuye con la enerǵıa.

Un gas de electrones bidimensional se puede conseguir experimentalmente en una unión
GaAs-AlGaAs con modulación de dopaje [47], donde se forma un pozo triangular (Fig. 1.3)
en la región cercana a la interficie. Esto permite confinar los electrones en una dirección,
mientras que quedan libres en las otras dimensiones.

Este pozo triangular permite la formación del gas de electrones bidimensional (2DEG).
El gas de electrones puede ser manipulado a través de puertas (gates) que, por medio de



1.3 ¿Qué es el transporte electrónico? 9

Figura 1.3: Heteroestructura semicondutora de GaAs/AlGaAs. El gas de electrones bidi-
mensionales (2DEG), es formada en la región cercana a la interface, donde se forma un
pozo de potencial triangular. Imagen de Wikipedia.

la repulsión eléctrica, permiten el confinamiento de electrones, formando puntos cuánticos,
nanohilos y estructuras similares.

Con la obtención experimental de una monocapa de grafito, llamado grafeno [48], se
cuenta con un material adecuado para estudiar fenómenos mesoscópicos en dos dimensiones
(2D) gracias a su alta movilidad de portadores (10000 cm2/V·s a temperatura ambiente
[49]). Asimismo, su estructura de bandas no presenta gap, debido a lo cual tiene pro-
piedades interesantes como el tunelamiento cuántico de Klein [50], lo que por otro lado
conduce a dificultades en el confinamiento de portadores de carga por medio de técnicas
convencionales [49].

En los últimos años se están llevando a cabo estudios teóricos de la conductividad en
nanoestructuras de grafeno utilizando métodos tales como la función de Green, simulaciones
Monte Carlo, etc.

Método de la función de Green en la red

En la mecánica cuántica el Hamiltoniano del sistema total contiene toda la informa-
ción del sistema de forma tal que resolviendo la ecuación de autovalores (H|Ψ〉 = ε|Ψ〉)
obtenemos la enerǵıa y la función de onda del sistema. Sin embargo cuando estudiamos el
transporte cuántico, se distingue tres regiones bien diferenciadas: dos reservorios (electrodo
izquierdo y derecho) y la región de dispersión (por ejemplo una nano-estructura). Gene-
ralmente se considera que la única región afectada por campos magnéticos o eléctricos es
la región de dispersión, donde los electrodos se consideran ideales (los electrones no sufren
dispersión) y semi-infinitos. Esta última caracteŕıstica de los contactos es lo que dificulta
el cálculo computacional, especialmente al resolver la ecuación secular. Otra consideración
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muy importante es el acoplamiento de los electrodos con la región de dispersión.
El hamiltoniano total del sistema se puede escribir como:

H =

⎛
⎜⎝

HL + ΣL VL 0

V†
L HC VR

0 V†
R HR + ΣR

⎞
⎟⎠ , (1.7)

donde HL, HR y HC son las matrices del hamiltoniano de los electrodos izquierdo (L del
ingles left), derecho (R del ingles right) y la región de dispersión (C), y VL (VR) son las
matrices de interacción de los electrodos con la nanoestructura. El acoplamiento de L y R
a la parte semiinfinta de los electrodos es colocada en forma de autoenerǵıas ΣL y ΣR.

Un método de gran utilidad en el estudio de las propiedades de transporte electrónico es
la función de Green de la red [51]. Podemos obtener la función de Green para una part́ıcula,
a partir de la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo:

G±(E) ≡ 1

(E ± iδ)I − H
, (1.8)

considerando que δ → 0+. Expresando la función de Green en terminos de los eigenvalores
y eigenvectors de H obtenemos:

G±(E) =
∑

l

|φl〉〈φl|
E ± iδ − εl

. (1.9)

En lo que sigue solo utilizaremos el operador de Green G+, asociado a la propagación
de la función de onda adelante en el tiempo. En la representación de sitios, los elementos de
la matriz de Green son obtenidos a partir de los estados |r〉 y |r′〉, que son completamente
determinados por los indices de sitios r ≡ (m, n), r′ ≡ (m′, n′) en dos dimensiones, y de
esta forma podemos escribir la función:

G+(r, r′; E) = G+(mn, m′n′; E) ≡ 〈r|G+(E)|r′〉 . (1.10)

Si escribimos el Hamiltoniano de la ecuación 1.7 en la representación de sitios podemos,
utilizando la ecuación 1.8, obtener la matriz de la función de Green del sistema para una
enerǵıa E.

El cálculo de las autoenerǵıas para los electrodos semiinfinitos L o R se pueden obtener
en forma independiente, realizando el cálculo anaĺıtico de la función de Green o recursi-
vamente mediante la ecuación de Dyson G+L(R)(E) = G+0(E) +G+L(R)(E)VL(R)G

+0(E),

donde G+0(E) =
[
(E + iδ)I − H0

L(R)

]−1
es la enerǵıa del electrodo infinito. Aśı tenemos

que la expresión para el cálculo de las autoenerǵıas es:

ΣL(R)(E) ≡
[
VL(R)G

+L(R)(E)V†
L(R)

]
.

Calculada la matriz de la función de Green (1.8) de la heteroestructura en la represen-
tación de sitios, G(m′, n′; E), podemos estudiar las propiedades del transporte electrónico,
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como la conductancia, la densidad de estados y la densidad local de estados (LDOS del
inglés local DOS ). Mediante el formalismo de Landauer-Büttiker tenemos las siguientes
expresiones:

G(E) =
2e2

h
T (E) , (1.11)

donde la probabilidad de transmisión es dada por:

T (E) = Tr
(
ΓLG1MΓRG†

1M

)
; ΓL(R) ≡ i

[
ΣL(R)(E) − Σ†

L(R)(E)
]

.

La densidad de estados es dada por:

ρ(E) = − 1

π

 (Tr[G(E)]) , (1.12)

y la densidad local de estados:

ρE(m′, n′) = − 1

π

 (G(m′, n′; E)) . (1.13)

A continuación hacemos una rápida revisión del transporte electrónico baĺıstico de
sistemas mesoscópicos de baja dimensión.

Confinamiento en un gas de electrones bidimensional (2DEG)

En sistemas mesoscópicos pueden distinguirse dos reǵımenes principales de transpor-
te: baĺıstico y difusivo, existiendo también casos intermedios entre ellos. Estos se pueden
definir siguiendo la relación entre dos longitudes caracteŕısticas: camino libre medio (l) y
la longitud de relajación de fase (Lφ) 4. Cuando el camino libre medio es más grande que
las dimensiones del dispositivo, se da el transporte baĺıstico. Por otro lado, si el tamaño
del dispositivo es mucho mayor que el camino libre medio el transporte es difusivo [51].
En todos los cálculos presentados en este caṕıtulo se considera un régimen de transporte
baĺıstico.

Aqúı estudiamos el transporte paralelo a la interface de la heteroestructura, que for-
ma un sistema bidimensional similar al grafeno. Estos sistemas bidimensionales permiten
diseñar diferentes configuraciones de gates (puertas) posibilitando la manipulación del gas
de electrones y permitiendo estudiar propiedades interesantes como la conductancia.

La figura 1.4 muestra arriba un hilo cuántico, donde la región oscura corresponde a
la posición de las puertas. Se obtienen valores de transmisión constante en intervalos de
enerǵıa, similares a los observados en el caso de transporte unidimensional. La DOS mues-
tra, en las mismas regiones de enerǵıa, un comportamiento asintótico. Estos resultados
están de acuerdo con la existencia de canales de transmisión en nanohilos cuánticos [52]
(cuantización de la condutancia). Cada salto en la transmisión corresponde a la entrada
de un nuevo canal de transporte.

4Camino libre medio: Longitud entre dos colisiones (con impurezas, fonones, otros electrones...)
sucesivas. Longitud de relajación de fase: La función de onda en mecánica cuántica tiene una fase.
Ésta es importante en los procesos de interferencia, donde la función de onda del electrón tiene diferentes
pre-historias (información de los sucesos previos) que son reunidas en un mismo punto. Aśı la Lφ es la
distancia que viaja un electrón antes que su fase cuántica inicial sea destruida [52].
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Figura 1.4: Figura izquierda: Topograf́ıa por microscoṕıa de fuerza atómica de un transistor
de un electron, cosistente de un punto cuántico (QD del ingles Quantum Dot) en contac-
to con los reservorios y un contacto de punto cuántico (QPC del ingles Quantum Point
Contact) [3]. Figura derecha: Representación de un QPC de 50Å de ancho, acoplados a los
reservorios semi-infinitos (imagen superior). Conductancia y DOS para un QPC se observa
la formación de steps en la conductancia, aumentando para enerǵıas correspondientes a
valores de DOS máxima.

Puntos Cuánticos Abiertos

Una pequeña modificación en los hilos cuánticos producen una importante modificación
en los estados electrónicos del dispositivo. Un sistema de gran interés son los denominados
puntos cuánticos abiertos (OQD de inglés Open Quantum Dot). En la figura 1.5 izquierda,
se muestra un OQD, donde la región blanca limitada por la ĺınea negra corresponde a los
gates. Este tipo de sistemas se caracteriza por presentar estados confinados dentro de la
caja cuántica.

El cálculo de la conductancia y la DOS se muestra en la figura 1.6. Los estados discretos
(picos entorno a E ∼ 0,035 eV y E ∼ 0,075 eV) están asociados con la caja cuántica, y los
estados continuos están asociados con los canales de entrada y salida dados por los quantum
point contacts, ver Fig.1.5. Las dos últimas resonancias (picos finos entorno a E ∼ 0,1 eV y
E ∼ 0,15 eV) corresponden al acoplamiento efectivo entre los estados discretos y continuos
(resonancias de Fano).

La LDOS para el estado fundamental (primer pico de resonancia Fig. 1.6) de un OQD
se muestra en la Fig. 1.5-izquierda (el máximo se observa en el centro de la caja). Los gates
del dispositivo están limitados por la ĺınea continua negra.
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Figura 1.5: Figura izquierda: Representación de un OQD (punto cuántico acoplado a los
reservorios). Los canales de entrada y salida tienen un largo de 40Å y la caja (Dot) interior
presenta una dimensión de 120Å×120Å. La LDOS mostrada es obtenida mediante funciones
de Green en la red. Figura derecha: OQD estudiado mediante trayectorias de Bohm [4].
Los resultados corresponden al primer pico de resonancia.
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Figura 1.6: Conductancia para un OQD. El OQD presenta picos de conductancia (E ∼
0,1 eV y E ∼ 0,15 eV) que corresponden a resonancias de Fano. La DOS presenta un gran
número de estados accesibles para estos últimos picos.
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1.4. Mecánica de Bohm

En 1952, David Bohm crea una nueva interpretación de la mecánica cuántica que re-
produce todas las predicciones de la mecánica cuántica estándar, pero manteniendo la
descripción mediante trayectorias de las part́ıculas [53]. La mecánica cuántica significó un
cambio abrupto respecto a la teoŕıa desarrollada por Newton, el lenguaje utilizado por am-
bas teoŕıas es diferente. La teoŕıa clásica provee una explicación de un experimento f́ısico
en términos de una trayectoria bien definida; la teoŕıa cuántica “ortodoxa” utiliza en cam-
bio una función de onda. La teoŕıa cuántica de Bohm permite ver que ambas: descripción
ondulatoria de un ensemble de part́ıculas clásicas y la descripción de un sistema cuántico
con trayectorias son posibles [54].

Trayectorias en mecánica cuántica La mecánica de Bohm es una teoŕıa sobre part́ıcu-
las con una localización definida. La teoŕıa indica la trayectoria en el espacio f́ısico de estas
part́ıculas y el objeto que determina la trayectoria es la función de onda. De esta forma,
para una sola part́ıcula podemos escribir la función de onda ψ(x, t) = ψr(x, t) + iψi(x, t),
en coordenadas polares como:

R2(x, t) = ψ2
r(x, t) + ψ2

i (x, t)

S(x, t) = h̄ arctan

(
ψi(x, t)

ψr(x, t)

)

donde S(x, t) es la llamada acción cuántica. Esta función no está bien definida cuando
ψr(x, t) = ψi(x, t) = 0, que corresponde al punto donde R(x, t) = 0. Por lo que nosotros
asumimos que la función de onda es univaluada aśı R(x, t) es también univaluada.

Si introducimos ψ(x, t) = R(x, t) exp(iS(x, t)/h̄) en:

ih̄
∂ψ(x, t)

∂t
= − h̄2

2m

∂2ψ(x, t)

∂x2
+ V (x, t)ψ(x, t) (1.14)

podemos encontrar para la parte imaginaria la ecuación de la continuidad local:

∂R2(x, t)

∂t
+

∂

∂x

(
1

m

∂S(x, t)

∂x
R2(x, t)

)
= 0, (1.15)

y para la parte real obtenemos la ecuación cuántica de Hamilton–Jacobi:

∂S(x, t)

∂t
+

1

2m

(
∂S(x, t)

∂x

)2

+ V (x, t) + Q(x, t) = 0. (1.16)

El termino adicional corresponde al denominado “potencial cuántico”:

Q(x, t) = − h̄2

2m

∂2R(x, t)/∂x2

R(x, t)
(1.17)
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justamente este potencial es quien diferencia la ecuación cuántica de Hamilton–Jacobi
(1.16) de su expresión clásica. El momentum de una part́ıcula en mecánica clásica es dada
por p = ∂S(x, t)/∂x de lo que podemos deducir que la velocidad de cada trayectoria x(t)
es dada por:

v(t) =

[
1

m

∂S(x, t)

∂x

]
x=x[t]

. (1.18)

Es interesante indicar que la velocidad de Bohm también puede ser obtenida a partir de:

v(x, t) =
J(x, t)

|ψ(x, t)|2 (1.19)

donde J(x, t) es la densidad de corriente definida por:

J(x, t) = i
h̄

2m

(
ψ(x, t)

∂ψ∗(x, t)

∂x
− ψ∗(x, t)

∂ψ(x, t)

∂x

)
; (1.20)

y |ψ(x, t)|2 es la distribución del ensemble de part́ıculas. Es fácil mostrar que la definición
de velocidad es compatible con la ecuación de la continuidad (1.15).

Definiendo la derivada total respecto al tiempo d/dt = ∂/∂t + v.∂/∂x y aplicándola a
la velocidad de Bohm, tenemos la versión cuántica de la segunda ley de Newton:

m
d

dt
v(x(t), t) = − ∂

∂x
(V (x, t) + Q(x, t)) (1.21)

Teoŕıa de la Onda-piloto de de Broglie En 1927 de Broglie propuso una nueva forma
de dinámica para un sistema de muchos cuerpos (de Broglie 1928). Para N part́ıculas no
relativistas sin esṕın, con una configuración q(t) = (x1(t),x2(t), ...,xN(t)) y masas mi, las
velocidades en el tiempo t vienen dadas por la ecuación gúıa de de Broglie

dxi

dt
=

∇iS

mi

, (1.22)

donde i = 1, 2, ..., N . S es la fase de la onda compleja Ψ(q, t) en el espacio de configuracio-
nes, y satisface la ecuación de Schrödinger

ih̄
∂Ψ

∂t
=

N∑
i=1

− h̄2

2mi

∇2
i Ψ + V Ψ (1.23)

donde V es un potencial externo clásico y Ψ = |Ψ| eiS es la función de onda en su forma
polar.

Las predicciones de la mecánica cuántica estándar pueden ser obtenidas de la dinámica
de de Broglie definida por (1.22), (1.23) y asumiendo que un ensemble de part́ıculas con
una función de onda inicial Ψ(q, 0) tiene una configuración q(0) distribuida por la regla de
Born con una densidad de probabilidad

P (q, 0) = |Ψ(q, 0)|2 (1.24)
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en el espacio de configuración para t = 0. Sin embargo esta última suposición puede ser
deducida por la dinámica de de Broglie, que puede describir la evolución de un sistema
fuera del equilibrio, algo que la mecánica cuántica estándar no realiza [55].

En la siguiente sección estudiamos las propiedades de un nuevo material llamado gra-
feno, que en los últimos años tiene gran interés por presentar nuevos fenómenos en el
transporte cuántico (anomaĺıas del efecto Hall, tunelamiento de Klein, alta movilidad a
temperatura ambiente, etc.)

1.5. Propiedades electrónicas del grafeno

El grafeno es un material bidimensional cuyo grosor es de un átomo. Su estructura
laminar está compuesta de átomos de carbono que forman una red hexagonal tipo panal
de abejas. A partir de la popularización de su śıntesis el año 2004 por el grupo liderado por
André Geim de la Universidad de Manchester, ha tenido un gran interés por sus propiedades
electrónicas, mecánicas y qúımicas. A continuación mostraremos las principales propiedades
que le otorgan muchas de sus interesantes cualidades.

Caracteŕısticas como su composición qúımica, estructura cristalina y su interacción con
agentes externos como el substrato, son algunos factores importantes que determinan sus
propiedades electrónicas. A continuación detallamos estos puntos:

Composición qúımica Los átomos de carbono en el grafeno presentan enlaces covalen-
tes. El carbono tiene cuatro electrones de valencia ocupando los orbitales 2s, 2px, 2py y 2pz.
Estos estados se mezclan fácilmente generando hibridizaciones (combinación de orbitales
2s con 2p). En el caso del grafeno se tiene tres electrones con hibridización sp2, conocida
como enlaces tipo σ. Estos unen el carbono con sus tres átomos vecinos manteniendo aśı la
estabilidad estructural del material. El electrón restante tiene un estado pz (enlace tipo π)
y es responsable del transporte electrónico.

Estructura cristalina El grafeno presenta una estructura cristalina bidimensional, si-
milar al panal de abejas. Sus propiedades electrónicas están fuertemente vinculadas a su
perfección estructural. Aśı, tenemos que la movilidad eléctrica del grafeno es alta, del orden
de 10,000 cm2/V·s a T=300K [48]. La movilidad eléctrica sin embargo se ve fuertemente
reducida por la presencia de defectos o vacancias en la red [56].

Métodos de preparación como la exfoliación mecánica ofrecen estructuras cristalinas
de alta calidad, con dimensiones del orden de las 100μm [57]. Este método tiene la
dificultad de presentar un bajo rendimiento de śıntesis (pequeña porción de grafeno por
mm2 de área del substrato). Otras técnicas, como la reducción qúımica de óxido de grafito,
solucionan el problema bajo el costo de tener una menor movilidad eléctrica. Esto es debido
a la formación de vacancias en la red que no pueden ser reparadas durante las śıntesis
[58]. Existen adicionalmente otras técnicas de preparación de grafeno como son la CVD
(chemical vapor deposition), el crecimiento epitaxial (que recientemente ha obtenido capas
de grafeno con excelentes propiedades eléctricas) y otras técnicas que a partir del grafito
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piroĺıtico altamente ordenado, logran desacoplar las primeras capas teniendo estructuras
de grafeno muy ordenadas.

La importancia de la perfección estructural del grafeno se refleja también en el carácter
baĺıstico del transporte del electrón en distancias submicrométricas [48].

Efectos del substrato A partir de la preparación del grafeno el substrato constituye
un agente perturbador. Por ejemplo, en la exfoliación mecánica el substrato sirve como
soporte mecánico [48] (ver Fig. 1.7), sin embargo para el grafeno epitaxial el substrato
adicionalmente es una matriz de crecimiento (SiC) [59](ver Fig. 1.8).

En la interacción del substrato con el grafeno se puede identificar dos efectos: el pri-
mero está relacionado con una alteración de la homogeneidad de los portadores de carga,
reduciendo la calidad de las propiedades electrónicas [60]. Esto se hace evidente cuando
comparamos las medidas de transporte en grafeno sobre substrato de SiO2 con muestras
suspendidas en el aire. La movilidad electrónica para este último caso es 10 veces mayor
que cuando utilizamos un substrato [61]. Estos resultados están en acuerdo con las pre-
dicciones teóricas que consideran que las propiedades de transporte electrónico pueden ser
explicados mediante la dispersión por impurezas cargadas en el substrato [62].

La segunda forma como el substrato afecta las propiedades del grafeno está vinculada
a su estructura cristalina. Se puede identificar en el grafeno dos subredes equivalentes (ver
Fig. 1.10), que definen una polarización de subred para el estado electrónico. La presencia
de impurezas [63] o la interacción del grafeno con la estructura del substrato [64],[60]
producen inequivalencias en las subredes que afectan su estructura electrónica de bandas
al formar un gap en torno a la enerǵıa de Fermi. Algunos ejemplos son el substrato de
nitrato de boro que presenta una estructura hexagonal [65] y el carburo de Silicio (SiC)
que sirve para el crecimiento epitaxial de grafeno (ver Fig. 1.11), [66].

Es interesante examinar la iinteracción entre capas del grafito piroĺıtico altamente orien-
tado (HOPG). En especial en aquellos donde se tiene un apilamiento tipo AB (ver Fig.
1.9) donde la subred de una monocapa se encuentra directamente debajo de otra subred.
Esto es también observado en las bicapas de grafeno, donde al aplicar un campo eléctri-
co perpendicular modulamos el acoplamiento entre capas, generando una inequivalencia y
abriendo un gap en la estructura de bandas [49].

Relación de dispersión lineal y pseudospin Muchas de las propiedades electrónicas
del grafeno son consecuencia de la estructura hexagonal de átomos de carbono. Especial
atención tiene el pseudospin, que esta asociado a los estados bonding y antibonding del
grafeno. El cual tienen su origen en la red hexagonal (estructura cristalina) y su composición
qúımica (hibridización sp2), que permite definir dos subredes equivalentes (ver Fig. 1.10).
El substrato más una perturbación (por ejemplo un campo eléctrico) permiten modular
una polarización en las subredes, es decir generar estados bien definido del electrón en una
subred A o B [67].

El acoplo de los electrones de los orbitales pz es el principal responsable de las propie-
dades del transporte electrónico. Esto es de gran utilidad si se hace uso del método tight
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Figura 1.7: Una débil interacción entre
el substrato (SiO2) y el grafeno, conser-
va la equivalencia de las subredes.

Figura 1.8: El grafeno epitaxial inter-
actúa fuertemente con el substrato de
SiC, afectando la equivalencia de las su-
bredes del grafeno.

Figura 1.9: En el grafito se observa que una
subred de una capa se encuentra alineada con
la subred de la capa inferior (sitios de color
rojo). Ver texto.
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Figura 1.10: Celda unidad del grafeno, presentando las subredes A y B.

binding para estudiar la estructura electrónica del grafeno. En ese contexto definimos como
vectores base:

a1 = a(1, 0) , a2 =
a

2
(1,

√
3)

donde a =
√

3d = 2,46Å. Se puede identificar que estos vectores definen dos subredes (ver
Fig. 1.10), que son conectadas por:

d1 = (0,
a√
3
) , d2 = (

a

2
,
−a

2
√

3
)

d3 = (
−a

2
,
−a

2
√

3
)

donde d = |d| = 1,42Å. Los correspondientes vectores de la red rećıproca pueden ser
encontrados mediante la relación:

bi.aj = 2πδij ; i, j = 1, 2

b1.a1 =
2π

a
(1,

−1√
3
).(a, 0) = 2π

b1 =
2π

a
(1,

−1√
3
)

b1.a2 =
2π

a
(1,

−1√
3
).(

a

2
,

√
3

2
a) = 0

b2.a1 =
2π

a
(0,

2√
3
).(a, 0) = 0

b2.a2 =
2π

a
(0,

2√
3
).(

a

2
,

√
3

2
a) = 2π
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La función de onda del electrón se escribe como:

|Ψ >= CA|ψA > +CB|ψB > (1.25)

donde han definido las sumas de Bloch

|ψα >=
1√
N

∑
rα

eik.rα |φα > , α = A, B (1.26)

aqúı |φα > es una base ortogonal del orbital pz de un átomo de carbono en el sitio A o B,
y el vector rα se extiende sobre todos los sitios de la red del grafeno.

(
εA −μ
−μ∗ εB

)(
CA

CB

)
= E

(
CA

CB

)
(1.27)

Aqúı la enerǵıa del sitio es
εA = εB = ε

y la interacción entre átomos en diferentes sitios viene dada por

μ =
∑
rA

∑
rB

eik.(rB−rA) < φA|H|φB > , t =< φA|H|φB > (1.28)

donde el parámetro t (hopping) es el acoplamiento de los orbitales pz. En caso de considerar
la interacción entre primeros vecinos, se obtiene:

μ = t
(
eik.d1 + eik.d2 + eik.d3

)
= t

[
e

ikya√
3 + 2e

−ikya

2
√

3 cos(
kxa

2
)

]

Finalmente, la relación de dispersión del grafeno se puede obtener a partir de la solución
de la ecuación secular (1.27):

E(kx, ky) = ε ± t

√
1 + 4 cos(

√
3

2
kya) cos(

kxa

2
) + 4 cos2(

kxa

2
) (1.29)

Se puede elegir el origen de enerǵıas de manera que ε = 0 y t ≈ 3,0eV según resultados
experimentales [68].

En la zona de Brillouin se puede identificar puntos de alta simetŕıa (ver Fig. 1.11).
Particular importancia tienen los puntos no-equivalentes K y K ′, donde la relación de
dispersión alrededor de la enerǵıa cero (nivel de Fermi en el grafeno) representa los deno-
minados conos de Dirac.

1.5.1. Estructura de caṕıtulos:

El plan de trabajo a seguir en los siguientes caṕıtulos es:
El segundo caṕıtulo aborda el estudio de la interacción de intercambio para muchas

part́ıculas desde la teoŕıa de de Broglie-Bohm dependiente del tiempo. El tercer caṕıtulo
estudia el efecto de introducir la estad́ıstica de inyección de electrones en el grafeno. Fi-
nalmente en el cuarto caṕıtulo realizamos un estudio de las propiedades electrónicas de los
sistemas cuasi-unidimensionales en una monocapa ondulada de grafeno.
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b2

b1

K K’

K K’

KK’

Ky

Kx

Figura 1.11: Estructura de bandas del grafeno (izquierda), presentando los denominados
conos de Dirac alrededor de los puntos K y K ′ (derecha). Se observa la ausencia de un
gap.
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Caṕıtulo 2

Interacciones electron-electron
descritas por trayectorias Bohmianas

2.1. Introducción

Un sistema con N-part́ıculas idénticas da lugar a una serie de fenómenos fascinantes.
Sólo las funciones de onda cuya densidad de probabilidad se mantiene sin cambios bajo
permutaciones de part́ıculas son una buena descripción de dicho sistema. Para hamiltonia-
nos separables, dichas funciones de onda pueden ser construidos a partir de las funciones
de onda de una sola part́ıcula. Sin embargo, para hamiltonianos no separables, el esfuerzo
computacional asociada a la obtención de la función de onda de N-part́ıculas hace que la
solución exacta sea inaccesibles en las situaciones más prácticas. Esto se conoce como el
problema de muchos cuerpos [69]. Ha habido un esfuerzo constante entre la comunidad
cient́ıfica para dar soluciones a problemas de muchos cuerpos. Las soluciones del método
Monte Carlo Cuántico de la ecuación de Schrödinger proporcionan soluciones aproximadas
para hamiltonianos exactos de muchas part́ıculas [70, 71]. El Hartreee-Fock (HF) algoritmo
[72, 73] se aproxima a la función de onda de muchas part́ıculas por un determinante de
Slater de funciones de onda de una part́ıcula que no interaccionan. Aunque se sabe que la
función de onda de Hartree-Fock no puede acercarse a la función original de la onda de
muchas part́ıculas, puede proporcionar información útil sobre el original estado fundamen-
tal. Alternativamente, la teoŕıa del funcional densidad (density functional theory DFT)
muestra que la densidad de carga se puede utilizar para cálcular cualquier observable sin el
conocimiento expĺıcito de la función de onda de muchas part́ıculas [74, 75]. Cálculos prácti-
cos de la DFT hace uso del teorema Kohn-Sham [76] que proporciona un sistema de N
funciones de onda de una sola part́ıcula (no interactuantes) que son capaces de proveer un
sistema de ecuaciones para encontrar la densidad de carga exacta del sistema interactuante
n(�r). Sin embargo, la complejidad del sistema de muchos cuerpos todav́ıa está presente en
el llamado funcional de intercambio-correlación (exchange-correlation functional) que es
desconocido y necesita ser aproximado. La DFT ha tenido un gran éxito, sobre todo, en la
qúımica [77] y ciencia de materiales [78]. Ambos, tratan sistemas en equilibrio. La técnica
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más exitosa para los sistemas fuera del equilibrio es la extensión de la técnica DFT de
escenarios que dependen del tiempo desarrolladas a través del teorema de Runge-Gross
[79], que se conoce como la teoŕıa del funcional de la densidad dependiente del tiempo
(TDDFT). En contraste con el estado estacionario DFT, donde existe un funcional de in-
tercambio exacto, aproximaciones a los funcionales de intercambio-correlación en función
del tiempo se encuentran todav́ıa en su infancia. El TDDFT ha sido reformulado en térmi-
nos de la densidad de corriente [80, 81] y extendido a una densidad de corriente estocástica
dependiente del tiempo cuando el sistema está interactuando con un baño térmico [82].

La estrategia común en todas las aproximaciones de muchas part́ıculas es obtener el
resultado observable de las entidades matemáticas que ”viven” en un espacio real, R3, en
lugar de utilizar directamente la función de onda de muchas part́ıculas cuyo apoyo se define
en el espacio de configuración, R3N . Por ejemplo, el DFT utiliza la más simple (escalar)
densidad de carga, n(�r) se define en el espacio real R3. De forma idéntica, el HF utiliza
funciones de onda de una part́ıcula en R3.

La mecánica de Bohm [83, 54, 84, 85], brevemente explicada en la introducción, es
una explicación consistente de los fenómenos cuánticos basados en el uso de funciones de
onda y trayectorias. En este formalismo se puede encontrar de forma natural una función
de onda de una sola part́ıcula que “vive” en el espacio real, R3 , sin dejar de reflejar las
caracteŕısticas de muchas part́ıculas del sistema. Dicha función de onda se llama función
de onda condicional [54] y está construida mediante la sustitución de todos los grados
de libertad presentes en la función de onda de muchas part́ıculas, excepto uno, por sus
correspondientes trayectorias Bohmianas. Esta sustitución produce una función de onda
de una sola part́ıcula con una complicada dependencia temporal [86]. Recientemente, las
trayectorias Bohmianas de muchas-part́ıculas asociadas a la función de onda condicional
han sido investigadas por el grupo de Oriols et al. [86, 87]. En el presente caṕıtulo se discute
cómo la interacción de intercambio puede ser tomado en cuenta con el uso de (aproximadas)
funciones de onda de Bohm condicionales. La idea se indicó brevemente por uno de los
autores en la original Ref. [86]. En este caso, se explica en detalle las propiedades de las
trayectorias Bohmianas para part́ıculas idénticas y demostrar su viabilidad computacional
para estudiar el transporte cuántico en la (no- equilibrio) dispositivos nanoelectrónicos.

El trabajo se organiza de la siguiente manera. En Sec. 2.2 proporcionamos una intro-
ducción a las funciones de onda de muchas part́ıculas y la mecánica de Bohm. Para dicha
introducción, vamos a utilizar las funciones de onda de muchas part́ıculas para hamilto-
nianos separables. Desde un punto de vista didáctico, estas trayectorias Bohmianas serán
útiles para discutir cómo la interacción de intercambio determina su comportamiento. En
Sec. 2.3, vamos a explicar cómo calcular las trayectorias Bohmianas de muchas part́ıculas
para part́ıculas idénticas de hamiltoniano no separable. En particular, vamos a calcular las
trayectorias sin calcular la función de onda de muchos-cuerpos.
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2.2. Trayectorias Bohmianas para funciones de onda

de muchas-part́ıculas

En esta sección, presentamos las funciones de onda de muchas-part́ıculas y la mecánica
de Bohm para explicar las propiedades generales de las trayectorias Bohmianas asociados
a part́ıculas idénticas.

2.2.1. Resumen de la función de onda de muchas part́ıculas

Para un no-relativistas sistemas abiertos de N−part́ıculas, una expresión general para
una función de onda de muchas part́ıculas, Φ ≡ Φ(�r1, .., �rN , t), con o sin interacción de
intercambio, es:

Φ = C
∑

Ψ sz1,..,szN
(�r1, .., �rN , t)γ(sz1, .., szN), (2.1)

donde �ri representa las posiciones de los i-part́ıculas y szi es el z-componente de el esṕın
que puede tomar el valor szi = h̄/2 (o ↑i) para esṕın up y szi = −h̄/2 (o ↓i) para esṕın
down. El C es una constante de normalizacion. La suma en Eq. (2.1) es sobre toda posible
combinación de esṕın.

Utilizamos la base de los esṕın individuales en lugar de la base del esṕın total, porque
estamos interesados en sistemas abiertos, donde las part́ıculas (espines) se in-
tercambia con el exterior. Entonces, el requisito de esṕın total constante (impĺıcito en
la base del esṕın total) no es en absoluto evidente.

En la mayoŕıa de las discusiones de este documento vamos a suponer que el sistema
cuántico se describe justamente por uno de los terminos de la Eq. (2.1). En particular,
vamos a considerar el término en que todos los espines son paralelos, es decir, szi =↑i.
Con el fin de simplificar la notación, la parte orbital de este término se escribirá como
Ψ ≡ Ψ(�r1, .., �rN , t), sin ninguna referencia a los espines porque su intercambio se vuelve
irrelevante. Por lo tanto, la función de onda (orbital) es solución de la siguiente ecuación
de Schrödinger de muchas-part́ıculas:

ih̄
∂Ψ

∂t
=

(
N∑

k=1

− h̄2

2m
∇2

k + U(�r1, .., �rN , t)

)
Ψ, (2.2)

donde m es la masa de electrón libre y U(�r1, . . . , �rN , t) es un potencial no separable. Por
construcción, sabemos que la solución de la Eq. (2.2) satisface la siguiente ecuación de
continuidad:

d|Ψ|2
dt

+
N∑

k=1

�∇�rk
�J�rk

= 0, (2.3)

donde �J�rk
≡ �J�rk

(�r1, ..., �rN , t) son los valores esperados de la densidad de corriente de
probabilidad[88] y |Ψ|2 la densidad de probabilidad presente. Este último resultado será re-
levante en Sec. 2.2.2 cuando presentamos trayectorias Bohmianas.
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Función de onda de muchas part́ıculas con interacción de intercambio

Dos part́ıculas cuánticas se dice que son iguales si no hay ningún experimento que
pueden detectar las diferencias entre ellos. Se entiende que nos referimos a experimentos
cuanticos donde el output es un valor ensamble obtenido despues de repterir muchas veces
el mismo exprimento. Por ejemplo, la medida ensemble de la particula 1 es identica a
la medida ensemble de la particula 1. Esta restricción en los resultados observables de un
experimento cuàntico puede ser satisfecha mediante la imposición de la siguiente propiedad
en la función de onda Ψ de part́ıculas identicas:

Ψ(., �ri, ., �rh, ., t) = eiγΨ(., �rh, ., �ri, ., t), (2.4)

para algún indice i y h. Nosotros consideramos γ = 0 (mod 2π) para bosones (simétrico) y
γ = π (mod 2π) para fermiones (antisimétrico).

En general, esta comportamiento simétrico o antisimétrico de la función de onda no
cambia con el tiempo. Para que se cumpla la invarianza con el tiempo se requiere que el
potencial de muchas part́ıculas en la Eq. (2.2) permanece invariante bajo la permutación
de dos posiciones, es decir, U(., �ri, ..., �rh, ., t) = U(., �rh, ..., �ri, ., t), que es el caso general para
part́ıculas idénticas. Entonces, si la Eq. (2.4) es satisfecha en un instante de tiempo, esta
relación se cumple para todos los instantes.

Nosotros decimos que el sistema tiene interacción de intercambio cuando la función
de onda satisface la Eq. (2.4). Excepto en la ultima parte de este capitulo, consideramos
un sistema de N− particulas en un espacio libre, aśı que la función de onda de muchas-
part́ıculas puede ser calculada a partir de un determinante de Slater. Por simplicidad, cada
part́ıcula la definiremos en un espacio 1D real R. La función de onda de muchas-part́ıculas
Ψ(x1, ..., xN , 0) en t = 0 puede ser construida a partir de los siguientes paquetes de onda
gaussiana de una part́ıcula:

ψi(xi, 0) =
exp (ikoixi)(

πσ2
xi

)1/4
exp

(
−(xi − xoi)

2

2σ2
xi

)
, (2.5)

donde σxi es la dispersión espacial, xoi la posición central, Eoi = (h̄ koi)
2/(2 m) la enerǵıa

centralde cada paquete de onda y koi el vector de onda central. Entonces, la función de
onda de N−particulas Ψ(x1, ..., xN , 0) para part́ıculas idénticas se puede definir desde el
determinante de Slater como:

Ψ(x1, .., xN , 0) = C
N !∑
l=1

N∏
i=1

ψi(xp(l)1 , 0) sign(�pl), (2.6)

donde la suma es sobre todas N ! permutaciones �pl = {p(l)1, ..., p(l)N} con sign(�pl) = ±1
el signo de las permutaciones. La variable C es una constante de normalización. Sobre la
otra mano, la función de onda para las part́ıculas no idénticas se puede escribir como:

Ψ(x1, ..., xN , 0) =
N∏

i=1

ψi(xp(l)1 , 0), (2.7)
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que, por construcción, ya está bien normalizada a la unidad.
El valor conlectivo de la enerǵıa cinética de la i-part́ıcula que pertenece a un sistema

de part́ıculas idénticas o no idénticas se calcula como:

〈Ti〉 =
∫

...
∫

Ψ∗T̂iΨ dx1..dxN , (2.8)

De aqúı en adelante, a menos que se especifique, las integrales espaciales se supone que
se extienden sobre todo el espacio de configuración. El operador de enerǵıa cinética es
T̂i = − h̄2

2m
∂2

∂x2
i
. Cuando se utiliza la función de onda en Eq. (2.6), uno puede darse cuenta

fácilmente de que 〈Ti〉 = 〈Th〉 para algún indice i y h. Como esperamos, uno no puede dis-
cernir entre part́ıculas idénticas a partir de la medición de sus enerǵıas cinéticas colectivas.
Por el contrario, cuando se utiliza Eq. (2.7), la enerǵıa cinética colectiva de cada part́ıcula
puede ser diferente.

2.2.2. Resumen de las trayectorias de muchas part́ıculas

En la mecánica de Bohm[83, 54, 84, 85], cada part́ıcula del sistema está representado por
una trayectoria guiada por una onda. La onda es la función de onda de muchas-part́ıculas
que se discutió anteriormente, Ψ(�r1, ..., �rN , t), con todas sus dificultades computacionales.
Dicha función de onda cumple la ecuación de continuidad, escrito en la Eq. (2.3), que
relaciona la densidad de corriente y probabilidad presente. De tal ecuación de continuidad,
uno puede fácilmente[89] definir una velocidad (Bohmian) �vi(�r1, ..., �rN , t) en cada posición
del espacio de configuración como:

�vi(�r1, ..., �rN , t) =
�J�ri

(�r1, ..., �rN , t)

|Ψ(�r1, ..., �rN , t)|2 . (2.9)

La trayectoria (Bohmian) de la i-part́ıcula, �rj
i [t], en el espacio real puede ser definida por

la integración de tiempo de la Eq. (2.9) como:

�rj
i [t] = �rj

i [to] +
∫ t

to
�vi

j(�r
j
1[t

′], ..., �rj
N [t′], t′)dt′. (2.10)

Obviamente, uno tiene que seleccionar la posición inicial �rj
i [to] para especificar perfecta-

mente la trayectoria. El super-́ındice j = 1, ...,M tiene en cuenta las M → ∞ posibles
posiciones iniciales que se pueden seleccionar. Matematicamente, M deber ser infinito, pe-
ro para nuestros calculos numericos será suficinete que sea lo suficintemente grande para
que los resultados ensembles no varien cuando añadimos mas trayectorias. Nos referimos a
�rj

i [t] como la trayectoria de Bohm en R3, mientras nos referiremos a {�rj
1[t], .., �r

j
N [t]} como

trayectorias Bohmianas de muchas-part́ıculas (o N-part́ıculas) en R3N .
La propiedad relevante de estas trayectorias Bohmianas que hace que sean muy atracti-

vas para los cálculos cuánticos es el hecho de que, por construcción, un conjunto apropiado
de ellos (con diferentes posiciones iniciales) reproducen exactamente la evolución temporal
de la función de onda de muchas part́ıculas, en cualquier tiempo. Un colectivo adecuado



28 2. Interacciones electron-electron descritas por trayectorias Bohmianas

significa que las posiciones iniciales, {�rj
1[0]....�rj

N [0]}, se seleccionan de acuerdo con la distri-
bución de probabilidad |Ψ(�r1, ..., �rN , 0)|2. Esta última condición es llamada ”hipótesis de
equilibrio cuántico’[83, 90].

Ahora podemos deducir una propiedad importante de estas trayectorias que será rele-
vante a lo largo de este caṕıtulo. Dado que Ψ(�r1, ..., �rN , t) es una función de onda de una
part́ıcula en algún sistema (puro), la velocidad de Bohm calculado a partir de la Eq. (2.9)
en cada punto del espacio de configuración es único. Esto significa que si dos trayecto-
rias coinciden en algún punto del espacio de configuración, entonces, ellas coincidirán en
cualquier momento. Este resultado se puede resumir en una frase sencilla: dos trayecto-
rias Bohmianas de muchas part́ıculas (con diferentes posiciones iniciales) no se
cruzan en el espacio de configuración, ya sea para los bosones, los fermiones o
part́ıculas no idénticos [91].

De manera equivalente, las trayectorias Bohmianas definidas en la Eq. (2.10) se pueden
obtener mediante la introducción de la forma polar de la función de onda de muchas-
part́ıculas ψ(�r1, .., �rN , t) = R(�r1, .., �rN , t)eiS(�r1,..,�rN ,t)/h̄ dentro de la Eq. (2.2). El módulo
R ≡ R(�r1, .., �rN , t) y el ángulo S ≡ S(�r1, .., �rN , t) son funciones reales. Entonces, se obtiene
de nuevo, desde la parte imaginaria de la Eq. (2.2), la ecuación de continuidad se definida
en (2.3) en forma polar:

∂R2

∂t
+

N∑
i=1

�∇�ri

(
R2 1

m
�∇�ri

S
)

= 0,

(2.11)

donde reconocemos la velocidad del i-ésima part́ıcula como:

�vi(�r1, .., �rN , t) =
1

m
�∇�ri

S(�r1, .., �rN , t). (2.12)

Por construcción[54], la definición de velocidad en la Eq. (2.12) es idéntica a la de la Eq.
(2.9). Por otro lado, la parte real de la ecuación Schrödinger conduce a una versión de
muchas-part́ıculas de la ecuación cuántica de Hamilton - Jacobi:

∂S

∂t
+ U(�r1, .., �rN , t) +

N∑
i=1

(Ki + Qi) = 0, (2.13)

donde hemos definido la enerǵıa cinética de Bohm (local) como

Ki ≡ Ki(�r1, .., �rN , t) =
1

2
m�vi(�r1, .., �rN , t)2, (2.14)

y la enerǵıa potencial cuántica (local):

Qi ≡ Qi(�r1, .., �rN , t) = − h̄2

2m

�∇2
�ri
R(�r1, .., �rN , t)

R(�r1, .., �rN , t)
. (2.15)
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Cuando se trata de trayectorias Bohmianas, la enerǵıa cinética colectiva definida en la Eq.
(2.8) se divide en dos partes,

〈
T̂i

〉
=
〈
K̂i

〉
+
〈
Q̂i

〉
. La primera parte:

〈
K̂i

〉
=
∫

...
∫

R2 Ki dx1...dxN (2.16)

relacionado con la Enerǵıa cinética (Bohmian) local Ki ≡ Ki(x1, ...xN , t). La segunda parte:

〈
Q̂i

〉
=
∫

...
∫

R2 Qi dx1...dxN (2.17)

para la enerǵıa del potencial cuántico Qi ≡ Qi(x1, ..., xN , t).

Propiedades de las trayectorias Bohmianas de muchas part́ıculas con interac-
ción de intercambio

Ahora, podemos enumerar una serie de propiedades importantes para los conjuntos de
trayectorias Bohmianas que representa part́ıculas idénticas, es decir, cuando la interacción
de intercambio está presente. Con el fin de simplificar la notación, se define �X = {�r1, .., �rN}
y la N-part́ıcula trayectoria de Bohm en el momento t = 0 as �Xj[0] = {�rj

1[0], .., �rj
N [0]}.

Cuando se intercambian las posiciones iniciales de dos trayectorias, �rj
i [0] y �rj

h[0], mante-

niendo el resto sin cambios, se obtiene la un nuevo f -conjunto de trayectorias �Xf [0] =
{., �rj

h[0], ., �rj
i [0], .}. Debido a la Eq. (2.4), el módulo de la función de onda de muchas

part́ıculas satisface:

R( �X, 0)| �X= �Xj [0] = R( �X, 0)| �X= �Xf [0], (2.18)

y el ángulo satisface:

S( �X, 0)| �X= �Xj [0] = γ + S( �X, 0)| �X= �Xf [0] (2.19)

donde γ = 0 (mod 2π) para bosones (simétrico) y γ = π (mod 2π) para fermiones (an-
tisimétrico). De hecho, ya que la definición de t = 0 para las trayectorias Bohmianas
es arbitraria, los requisitos establecidos en la Eq. (2.18) y la Eq. (2.19) se satisfacen en
cualquier momento t. La propiedad de la Eq. (2.19) implica:

�vi( �X, t)| �X= �Xj [t] = �vh( �X, t)| �X= �Xf [t]. (2.20)

Esta condición de las velocidades de Bohm, que es válida para bosones o fermiones, tiene
dos consecuencias importantes. En primer lugar, vamos a comparar los dos conjuntos de
trayectoria de muchas part́ıculas con diferentes posiciones iniciales antes mencionados: el
j-conjunto y el f -conjunto. Su diferencia es sólo �rj

i [0] = �rf
h[0] = �a y �rj

h[0] = �rf
i [0] = �b.

Entonces, nos damos cuenta, debido a Eq. (2.20), que todas las trayectorias Bohmianas
con condiciones iniciales idénticas serán iguales independientemente de las condiciones
iniciales, excepto las dos trayectorias que tienen sus posiciones iniciales intercambiarse.
Por estas trayectorias, obtenemos �rj

i [t] = �rf
h[t] y �rj

h[t] = �rf
i [t].
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La segunda consecuencia de la Eq. (2.20) es válido para aquellas trayectorias de muchas
part́ıculas que tienen, al menos, dos de sus componentes iguales �rj

i [0] = �rj
h[0] = �a. Debi-

do a esta coincidencia, tenemos �Xj[0] = {.,�a, .,�a, .} y tambien �Xf [0] = {.,�a, .,�a, .}. En
realidad, ahora, los dos conjuntos de trayectorias son los mismos. Entonces, la condición
�vi( �X, t)| �X= �Xj [t] = �vh( �X, t)| �X= �Xf [t] se puede escribir como:

�vi( �X, 0)| �X= �Xj [0] = �vh( �X, 0)| �X= �Xj [0] = �va, (2.21)

porque �Xj[0] = �Xf [0]. Entonces, la trayectoria �rj
i [t] en el momento subsiguiente 0 + dt es

�ri[0 + dt] = �a + �vadt es idéntica a la trayectoria �rj
h[0 + dt] = �a + �vadt. Este resultado, es

valido en qualquier momento, �rj
i [t] = �rj

h[t]. Debido a esta propiedad y la propiedad que tra-
yectorias Bohmianas no se cruzan en el espacio de configuración [91], tenemos un corolario
importante. Definimos trayectorias “diagonals” como esas trayectorias (many-particulas)
donde al menos dos componentes, �rj

i [t] = �rj
h[t], son idénticos. El resto de componentes

puede ser diferente. Vemos que otras trayectorias Bohmianas no pueden cruzar tales “dia-
gonales”, por lo tanto, todas las otras trayectorias Bohmianas se limitan a permanecer en
subespacios de la espacio de configuración. Esta misma idea se puede explicar según la
Ref. [92]: la mecánica Bohmiana para part́ıculas idénticas puede ser descrita en un espacio
reducido”R3N/SN , con SN el espacio de permutación de N− part́ıculas. El resto de tra-
yectorias en otras regiones de R3N no se considera en el espacio reducido”R3N/SN , ya que
son idénticas a las anteriores después de una permutación adecuada de las posiciones.

Por último, queremos aclarar el significado de part́ıculas distinguibles e indistinguibles
cuando se habla de interacción de intercambio. Una reclamación estándar en muchos libros
de texto de la mecánica cuántica es que las part́ıculas idénticas, por ejemplo, dos electro-
nes con una función de onda antisimétrica orbital, son indistinguibles. Se afirma que si
las part́ıculas tendŕıan trayectorias, seŕıan automáticamente distinguibles. En la mecánica
de Bohm, incluso con el postulado de simetrización, el adjetivo indistinguibles es inapro-
piado. Una etiqueta la trayectoria de la part́ıcula 1 como �rj

1[t] y la de part́ıculas 2 como
�rj

2[t]. Por lo tanto, obviamente, uno es capaz de distinguir perfectamente en los cálculos.
Sin embargo, hemos demostrado que, por construcción, las trayectorias Bohmianas tienen
requisitos especiales de simetŕıa. En particular, todos los resultados para part́ıculas 1 cal-
culadas a partir de un conjunto de estas trayectorias serán idénticas a las calculadas por 2.
En palabras simples, para un sistema de part́ıculas idénticas, las trayectorias Bohmianas
son distinguibles, mientras que los resultados observables asociados a diferentes part́ıculas
no se pueden distinguir.

Ejemplo: El efecto de la interacción de intercambio sobre las trayectorias Boh-
mianas

Vamos a discutir, con algunos ejemplos numéricos, las propiedades anteriores de las
trayectorias Bohmianas de part́ıculas idénticas. En todos los ejemplos numéricos de este
apartado, se considera que las part́ıculas se propaga libremente en el espacio. Los dos
paquetes de onda que se utilizarán para la construcción de la función de onda de muchas
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part́ıculas se definen a partir de la Eq. (2.5). En la ssiguientes secciones consideraremos
dos electrones en un espacio fisico 1D: Uno a la izquierda con momento negativo y otro a
la derecha con momento positivo. Por lo tanto, los paquetes estan inicialmente separdos,
despues sufren interferencias cuando ocupan posiciones comunes, y finalmente vuelven a
separarse. Ver Fig. 2.1

Figura 2.1: Evolución temporal de dos paquetes de onda.

En primer lugar, consideramos que dos electrones no idénticos a través de una función
de onda de dos particulas Ψ(x1, x2, t) calculado a partir de la Eq. (2.7), sin ningún tipo
de simetŕıa. Ver el módulo inicial de la función de onda de 2-part́ıcula en Fig. 2.2. En
particular, consideramos Eo1 = 0,12 eV, xo1 = −50 nm y σx = 25 nm para el primer
paquete de ondas (izquierda inicialmente), y Eo2 = 0,08 eV, xo1 = 50 nm y σx = 25 nm
para el segundo (derecha inicialmente). Con el fin de ver la interacción espacial de las dos
part́ıculas, el impulso de la primera part́ıcula es positivo y la de la segunda negativa. Con-
sideramos que una masa de electrones libres para ambos electrones. Una vez que sabemos
Ψ(x1, x2, t), calculamos la trayectoria Bohmiana (de dos part́ıculas) de la Eq. (2.10) con
diferentes posiciones iniciales. Como se ve en la Fig. 2.3, las trayectorias se corresponden
con ĺıneas más o menos paralelas. En Fig. 2.4, nos muestra que el potencial cuántico de
cualquiera de las particulas, primera o segunda, es casi cero. El la enerǵıa cinética (Boh-
miana) se mantiene casi igual a su valor inicial, 0,12 eV para el primer paquete de ondas en
linea con ćırculo sólido (azul) y 0,08 eV para el segundo en la ĺınea (azul). La enerǵıa total
(verde) permanece constante e igual a 0,2 eV, es decir, la suma de las enerǵıas cinéticas
individuales. Estas trayectorias Bohmianas para part́ıculas no idénticos se mueven más o
menos como part́ıculas clásicas.

A continuación, se considera una función de onda Ψ(x1, x2, t) de dos electrones idénticos
calculados a partir del determinante de Slater de la Eq. (2.6) para N = 2 con los mismos dos
paquetes iniciales de onda gaussianos discutidos anteriormente. En Fig. 2.2.2, graficamos
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Figura 2.2: (Color en linea) Modulos de la función de onda para dos no identicas part́ıculas en la 2D
espacio de configuración en t = 0 fs.
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Figura 2.3: (Color en linea) Dos part́ıculas trayectorias Bohmianas con diferentes condiciones iniciales
para las part́ıculas que no son idénticos en el espacio libre.
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Figura 2.4: (Color en linea) Evolución temporal de las enerǵıas totales e individuales del sistema de
dos electrones no idéntico en el espacio libre. Total: sólido (verde) de la ĺınea de enerǵıa total, el triángulo
relleno (azul) de la enerǵıa cinética de Bohm total, ajusta discontinua (rojo) de la ĺınea total de enerǵıa
potencial cuántico. Part́ıcula individual 1: ćırculo sólido (azul) de la ĺınea de enerǵıa cinética de Bohm,
ćırculo discontinuo (rojo) de la ĺınea de enerǵıa potencial cuántico. Part́ıcula individual 2: más sólido (azul)
de la ĺınea de enerǵıa cinética de Bohm, de trazos más (rojo) de la ĺınea de enerǵıa potencial cuántico.
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el módulo de las funciones de onda de muchas part́ıculas en t = 267,8 fs. En particular,
obtenemos Ψ(�a,�a, t) = 0 en la diagonal. En la Fig. 2.5, trazamos la evolución temporal de
las trayectorias Bohmianas. En primer lugar, se observa que xj

1[t] = xf
2 [t]} y xj

2[t] = xf
1 [t]

cuando xj
1[0] = xf

2 [0] = a y xj
2[0] = xf

1 [0] = b. Como se discutió en Sec. 2.2.2, las trayectorias
Bohmianas correspondientes a las posiciones iniciales intercambiados se vuelven simétrica
con respecto a los puntos diagonales del espacio de configuración. En segundo lugar, se
observa que las trayectorias Bohmianas no cruzan esa diagonal.

En Fig. 2.6, trazamos las enerǵıas del sistema de fermiones de dos part́ıculas. La enerǵıa
total de las part́ıculas idénticas es idéntica a la de las part́ıculas no idénticos discutidos en
Fig. 2.4. La razón es que el momento (velocidad) de los paquetes de onda son muy diferen-
tes. Un impulso es positivo y el otro negativo y no hay ningún efecto Pauli en la enerǵıa
(como se dicutirá con mas detalle en el siguiente caṕıtulo). Sin embargo, las trayectorias
Bohmianas son “reflejada” en la diagonal, su velocidad cero en esa diagonal. Entonces, la
media de energia cinetica Bohmiana Ki(x1, x2, t) segun la Eq. (2.16) es casi cero, mientras
que la media de conjunto de Qi(x1, x2, t) crece para mantener constante la enerǵıa total. El
mismo resultado se puede argumentar señalando que el potencial cuántico en la Eq. (2.15)
depende de la curvatura del módulo, y este se vuelve grande en la que los puntos mencio-
nados debido a la interferencia. Además, contrariamente a las dos part́ıculas no idénticos
discutido en Fig. 2.4, las enerǵıas de la primera part́ıcula son idénticos a los de la segunda
part́ıcula. Como hemos dicho anteriormente, los resultados observables de la enerǵıa de las
part́ıculas individuales son indistinguibles, aunque podemos distinguir perfectamente las
trayectorias en Fig. 2.5. Finalmente, en Fig. 2.2.2 trazamos el mismo resultado que en Fig.
2.2.2 para dos bosones idénticos. Utilizamos exactamente los mismos parámetros para los
paquetes de onda discutidos en las figuras anteriores. La única diferencia es que la función
de onda inicial se calcula a partir de la Eq. (2.6) cuando el sign(�pl) está sustituido por
1. Notemos de nuevo la propiedad simétrica de los módulos de que la función de onda
en el espacio de configuración en tiempo de t = 178,5 fs. Aunque tenemos Ψ(a, a, t) �= 0
en la diagonal. Vemos en Fig. 2.5 que las trayectorias Bohmianas no cruzan esa diagonal.
Este es un resultado esperado, porque nuestras discusiones sobre las propiedades de las
trayectorias Bohmianas en Sec. 2.2.2 no dependen de la naturaleza bosonic o fermiónica de
part́ıculas. Hay una trayectoria de Bohm que“vive” en los puntos diagonales del espacio de
configuración (no graficados) que no permita que las otras trayectorias puedan cruzar esa
ĺınea. Una vez más, las trayectorias son simétricas en el marco del intercambio de posicio-
nes iniciales. Por lo tanto, sólo la mitad del espacio de configuración se vuelve realmente
relevante, la otra mitad es sólo una imagen especular. En Fig. 2.6, trazamos las enerǵıas
del sistema bosonic de dos part́ıculas. Los resultados numéricos de los de enerǵıa cinética
(Bohmiana) para los bosones son ligeramente inferiores a los fermiones cuando el paquete
de ondas se encuentra cerca de la diagonal del espacio de configuración. La razón es porque
hay trayectorias Bohmianas (más bosónicas) que llegan más cerca de la diagonal en Fig.
2.5 que las trayectorias fermiónicas en Fig. 2.5.
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Figura 2.5: (Color en linea) Módulo de la función de onda para dos idénticos (a) fermión y (b) las part́ıculas bosón
en el espacio de configuración 2D en (a) t = 267,8 fs y (b) t = 178,5 fs.
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Figura 2.6: (Color en linea) Dos part́ıculas trayectorias Bohmianas con diferentes condiciones iniciales idénticas
para (a) fermiones y (b) bosones las part́ıculas en el espacio libre. La inserción es un zoom de las propiedades no cruce
en diagonal.
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Figura 2.7: (Color en linea) Evolución temporal de las enerǵıas totales e individuales de dos electrones idénticos (a)
fermion y (b) boson en el espacio libre. Total: linea solida (verde) enerǵıa total, triangulo solido (azul) total enerǵıa
cinetica de Bohm, linea entre cortada y cuadrado (rojo) enerǵıa potencial cuántica total. Part́ıcula individual 1:
circulo solido (azul) enerǵıa cinetica de Bohm, linea entre cortada y circulo (rojo) enerǵıa potencial cuántica. Part́ıcula
individual 2: lenea solida y (+) (azul) enerǵıa cinetica de Bohm, linea entrecortada y (+) (rojo) enerǵıa potencial
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2.3. Trayectorias de muchas-part́ıculas sin Funciones

de onda de muchas-part́ıculas

Como hemos comentado en la introducción, muchos intentos se han desarrollado en la
literatura para ofrecer soluciones precisas al problema de muchos cuerpos. En primer lugar,
se revisan brevemente una de estas aproximaciones presentadas en Ref. [86]. A continua-
ción, se explica cómo la interacción de intercambio se puede incluir en la aproximación
mencionada.

2.3.1. La función de onda condicional

La idea principal detrás de la aproximación de muchos cuerpos que se menciona en
Ref. [86] es el hecho de que el cálculo de la velocidad de Bohm para la trayectoria �ra[t]
calculada a partir de la Eq. (2.9) sólo requiere un derivada espacial de Ψ(�r1, .., �ra, .., �rN , t)
sobre la dirección �ra, y no sobre el resto de grados de libertad. Entonces, en principio, la
trayectoria �ra[t] puede ser equivalente calculada a partir de la función de onda de muchos
cuerpos Ψ(�r1, ..., �rN , t) o de la siguiente función de onda condicional:

Ψa(�ra, t) = Ψ(�ra, �Xb[t], t), (2.22)

donde �Xb[t] = {�r1[t], �ra−1[t], �ra+1[t], �rN [t]} es un vector que contiene todas las trayectorias

Bohmianas exceptuando �ra[t]. De forma idéntica, utilizaremos �Xb = {�r1, ...�ra−1, �ra+1, .., �rN}
cuando se hace referencia a todos los grados de libertad, excepto �ra. Siempre, no sea
relevante evitaremos el supeŕındice j en la trayectoria de Bohm que especifica las posiciones
iniciales de la trayectoria. Ciertamente, la función de onda condicional en la Eq. (2.22)
“vive” en un espacio de configuración mucho más pequeño, R3, que la función de onda de
muchos cuerpos. Por lo tanto, en principio, la función de onda condicional necesita mucho
menos esfuerzo computacional que la función de onda de muchas part́ıculas. Siguiendo
la Ref. [86] la función de onda de una sola part́ıcula, Ψa(�ra, t) que vamos a utilizar para
calcular �ra[t], se puede obtener como una solución de la ecuación de Schrödinger de una
sola part́ıcula:

ih̄
∂Ψa(�ra, t)

∂t
=

(
− h̄2

2m
∇2

�ra
+ Ua(�ra, �Xb[t], t) + Ga(�ra, �Xb[t], t) + i · Ja(�ra, �Xb[t], t)

)
Ψa(�ra, t).(2.23)

La definición exacta de los términos Ua(�ra, �Xb, t), Ga(�ra, �Xb, t) y Ja(�ra, �Xb, t) se puede
encontrar en Ref. [86]. Aqúı, hacemos hincapié en las propiedades simétricas de estos
potenciales. El intercambio de �ri por �rh debe implicar, para los tres potenciales, que siguen
teniendo idéntico valor. Como ya hemos comentado, se trata de una condición que ya se
ha incorporado en la forma del potencial Ua(�ra, �Xb, t), si este potencial debe ser válido
para part́ıculas idénticas. Además, hemos mostrado en la Eq. (2.18) y la Eq. (2.19) que
cualquier derivada espacial o temporal de las funciones R(., �ri, ., �rh, ., t) y S(., �ri, ., �rh, ., t)
permanece sin cambios con respecto a permutaciones de posiciones. Entonces, a partir de las
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definiciones exactas de los potenciales Ga(�ra, �Xb, t) y Ja(�ra, �Xb, t) en Ref. [86], fácilmente
nos damos cuenta de que los dos se mantienen sin cambio bajo las permutaciones de
part́ıculas.

Para cada trayectoria �ra[t] con a = 1, ..., N , tenemos que resolver una Eq. (2.23). En
resumen, hemos sido capaces de descomponer una irresoluble ecuación de Schrödinger de
N -particulas dentro de un conjunto de N ecuaciones de Schrödinger de una sola part́ıcula
con potenciales dependientes del tiempo[86]. En este punto nos damos cuenta de que la
simplificación numérica extraordinario se produce en el precio que hay términos en la
Eq. (2.23) que son desconocidos y necesitan aproximaciones pertinentes, Ga(�ra, �Xb[t], t) y

Ja(�ra, �Xb[t], t) en la Eq. (2.23). Esta es una situación similar a la de la DFT discutido en
la introducción de este caṕıtulo.

2.3.2. Algoritmo para incluir interacción de intercambio en tra-
yectorias Bohmianas de muchas part́ıculas

Uno puede tratar de proporcionar aproximaciones de los términos Ga(�ra, �Xb[t], t) y

Ja(�ra, �Xb[t], t) con el fin de incorporar la interacción de intercambio entre las part́ıcu-
las directamente en la Eq. (2.23). Sin embargo, desde un punto de vista computacional,
una aproximación a estos términos parece bastante dif́ıcil. Por ejemplo, en un sistema de
fermiones, hemos visto que la función de onda Ψa(�ra, t) = Ψ(�r1[t], ...�ra−1[t], �ra, �ra+1[t], ..)
se convierte en cero en todas partes en que �ra es igual a la posición de otra trayecto-
ria. En estas posiciones, debido a su dependencia de la inversa del módulo, obtendŕıamos
Ga(�ra = �rk[t], �Xb[t], t) → ±∞ y Ja(�ra = �rk[t], �Xb[t], t) → ±∞. Además, no es del todo claro
cómo podemos garantizar que los resultados observables para la particula 1 son idénticos a
los de la particula 2. En este apartado se presenta una estrategia diferente que capturará el
intercambio de interacción evitando las dificultades anteriores. La idea se puede explicar
en tres pasos.

El primer paso es desarrollar una expresión para Ψ(�r1, ...�rN , t) como una suma de fun-
ciones de onda sin simetŕıa. Por ejemplo, vamos a definir Ψns(�r1, ...�rN , t) como una función
de onda de muchas part́ıculas sin ninguna simetŕıa (bosonic o fermiónica). Hacemos hinca-
pié en que Ψns puede ser una función de onda no separable. Entonces, podemos construir
la función de onda antisimétrica (fermiones) utilizando una suma de Ψns(�r1, ...�rN , t) con
permutaciones de posiciones:

Ψ = C
N !∑
l=1

Ψns(�rp(l)1 , .., �rp(l)N
, t)sign (�p(l)) , (2.24)

La suma es sobre todos, l = 1, .., N ! permutaciones, �p(l) = {p(l)1, p(l)2, . . . , p(l)N}. Para
bosones, la función de onda simétrica que puede construirse siguiendo pasos idénticos pero
sustituyendo sign (�p(l)) por 1. Destaquemos que cada término Ψno−sym(�rp(l)1 , �rp(l)2 , ..., �rp(l)N

, t)
es también es una solución de una ecuación de Schrödinger muchas part́ıculas y sin requisi-
tos especiales de intercambio de simetŕıa. Entonces, la función de onda condicional Ψa(�ra, t)
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de la Eq. (2.24) puede ser escrita como:

Ψa(�ra, t) = C
N !∑
l=1

Ψns(�rp(l)1 [t], ., �rp(l)j
, ., �rp(l)N

[t], t)

×sign (�p(l)) . (2.25)

El segundo paso es la solución de cada función de onda Ψns(�rp(l)1 [t], ..., �rp(l)j
, ..., �rp(l)N

[t], t)
presente en la Eq. (2.25) como una solución de la Eq. (2.23). En general, el termino

Ga(�ra, �Xb[t], t) puede ser dividido en una parte con una dependencia explicita sobre �ra

y una parte sin tal dependencia, Ga(�ra, �Xb[t], t) = G
′
a(�ra, �Xb[t], t) + G

′′
a(�ra[t], �Xb[t], t). Lo

mismo para Ja(�ra, �Xb[t], t). Además sabemos que los términos puramente dependientes del

tiempo G
′′
a(�ra[t], �Xb[t], t) y J

′′
a (�ra[t], �Xb[t], t) en el Hamiltoniano de la Eq. (2.23) sólo intro-

ducien un angulo (numero complejo) que solo dependnde del tiempo, no de la posición.
Entonces, podemos escribir Ψns ≡ Ψns(�rp(l)1 [t], ..., �rp(l)j

, ..., �rp(l)N
[t], t) como:

Ψns = ψ̃p(l)j ,a(�ra, t) exp(zp(l)j ,a(t)), (2.26)

donde el término zp(l)j ,a(t) es el término (complejo) puramente dependiente del tiem-

po relacionado con G
′′
a(�ra[t], �Xb[t], t) + J

′′
a (�ra[t], �Xb[t], t). La función de onda ψ̃p(l)j ,a(�ra, t)

es solución de la Eq. (2.23) sin considerar explicitamente el termino G
′′
a(�ra[t], �Xb[t], t)

y J
′′
a (�ra[t], �Xb[t], t). el subindice a en ψ̃p(l)j ,a(�ra, t) especifica cuáles son los potenciales

Ua(�ra, �Xb[t], t), G
′
a(�ra[t], �Xb[t], t) y J

′
a(�ra[t], �Xb[t], t) utilizado en la resolución de la Eq.

(2.23). El otro sub́ındice p(l)j identifica la función de onda inicial. Cuando se trata con el
transporte cuántico, podemos asumir que la función de onda inicial de muchas part́ıculas
se encuentra lejos de la zona activa (en una región de espacio libre) donde se puede escribir
como un determinante de Slater, como en la Eq. (2.6). Entonces, podemos darnos cuen-
ta fácilmente que la definición del estado inicial ψ̃p(l)j ,a(�ra, 0) es un paquete particular de
ondas en la Eq. (2.5) que cumple p(l)j = a. Ver Refs. [54] y [93].

El tercer paso, una vez que conocemos todas las funciones de onda ψ̃p(l)j ,a(�ra, t), es el
cálculo de la función de onda de muchas part́ıculas Ψa(�ra, t) = Ψ(�r1[t], ...�ra−1[t], �ra, �ra+1[t], ..)
en la Eq. (2.25) como:

Ψa(�ra, �Xb[t], t) = C
N !∑
l=1

ψ̃�p(l),a(�ra, t)

× exp (z�p(l),a(t)) sign (�p(l)) . (2.27)

Tenemos que especificar los valores de los ángulos desconocidos zp(l)j ,a(t). Solucionaremos
estos ángulos tratando de satisfacer los requisitos de simetŕıa de las trayectorias Bohmianas
discutidos en Sec. 2.2.2. En particular, nosotros exigimos que los resultados observables aso-
ciados a diferentes part́ıculas sean indistinguibles. Los siguientes ángulos z�p(l),a(t) cumplen
la condición de simetŕıa anterior:

exp (z�p(l),a(t)) =
N∏

k=1,k �=a

Ψ̃p(l)j ,a(�rk[t], t). (2.28)
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En el A se ha demostrado que esta condición es suficiente para garantizar que los resultados
individuales no dependen de si medimos la particula 1 o al 2.

Es importante recordar que estamos resolviendo un sistema no separables. La función de
onda ψ̃p(l)j ,a(�ra, t) no sólo depende de la función de onda inicial ψj(�ra, 0), sino tambien del

resto de trayectorias Bohmianas. Dado que los términos sobre el potencial Ua(�ra, �Xb[t], t),

G
′
a(�ra, �Xb[t], t) y J

′
a(�ra, �Xb[t], t) son invariantes bajo el intercambio de trayectorias diferentes

que �ra[t], hay muchos Ψno−sym(�rp(l)1 [t], ..., �rp(l)j
, ..., �rp(l)N

[t], t) que tienen potenciales idénti-

cos. Entonces, nosotros no tenemos que calcular N ! × N funciones de onda ψ̃p(l)j ,a(�ra, t),

pero solo N×N diferentes funciones de onda ψ̃j,a(�ra, t) con j = 1, ..., N haciendo referencias
a diferentes potenciales y a = 1, ...., N a diferentes paquetes de onda.

Finalmente, queremos notar que el algoritmo para la inclusión de la interacción de in-
tercambio es universal en el sentido de que es idéntico para cualquier sistema. Sin embargo,
como ya hemos mencionado, necesitamos todav́ıa aproximaciones para los términos de los
términos desconocidos Ga(�ra, �Xb[t], t) and Ja(�ra, �Xb[t], t).

2.3.3. Test para potenciales armónicos no separables

A continuación, con el fin de clarificar la explicación del algoritmo discutido en el apar-
tado anterior y poner a prueba su precisión, se aplica éste a un sistema simple de dos
electrones con espines idénticos bajo hamiltonianos no separables. Consideramos que el
espacio real R para cada electrón, mientras que el espacio de configuración es un R2. En-
tonces, la función de onda exacta de 2 electrones Ψ(x1, x2, t) puede ser resuelto exactamente
desde la Eq. (2.2) con N = 2 y la enerǵıa potencial:

U(x1, x2) = F (x1 − x2)
2, (2.29)

donde el factor F nos permitirá modificar arbitrariamente la fuerza de la interacción no
separable. Una vez que conocemos la función de onda 2D exacta, Ψ(x1, x2, t), podemos
calcular las trayectorias Bohmianas 2D con bastante facilidad utilizando la Eq. (2.9).

Alternativamente, podemos calcular estas trayectorias sin conocer la función de onda
de muchas part́ıculas, pero el cálculo de la función de onda condicional Ψa(xa, t) solución
de la Eq. (2.23).

Se estudia primero el sistema de dos electrones no idénticos (con espines paralelos). En-
tonces, el cálculo de la función de onda condicional para el primero de part́ıculas y para la
segunda part́ıcula se puede calcular directamente desde la Eq. (2.23) con la aproximación
adecuada para los términos Ga y Ja de la Sec. 2.3.1. En este sentido, consideramos una
aproximación de orden cero en un desarrollo de Taylor alrededor xa[t] para los términos
potenciales Ga y Ja. En otras palabras, consideramos estos potenciales como términos pura-
mente dependientes del tiempo, Ga(xa, xb[t], t) ≈ G

′′
a(xa[t], t) y Ja(xa, xb[t], t) ≈ J

′′
a (xa[t], t).

Esta es la aproximación más simple para estos terminos. Entonces, como se indica en la Eq.
(2.26), el efecto de Ga y Ja sobre la función de onda es la adición de un ángulo complejo
(que solo tiene dependencia temporal). Entonces, la Eq. (2.23) se puede simplificar en la
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siguiente ecuación para el cálculo de Ψj,a(�ra, t):

ih̄
∂ψ̃j,a(xa, t)

∂t
=

(
− h̄2

2m

∂2

∂2xa

+ Ua(xa, xb[t])

)
ψ̃j,a(xa, t), (2.30)

Los dos ı́ndices j y a en Ψ̃j,a(�ra, t) son redundantes cuando se trata de part́ıculas no
idénticos, pero son necesarias para los idénticos. Para dos part́ıculas que no son idénticos,
la enerǵıa potencial puede ser U1(x1, x2[t]]) = F (x1−x2[t]) para j = a = 1 y U2(x2, x1[t]]) =
F (x1[t] − x2) para j = a = 2. Las funciones de onda iniciales que tenemos son: ψ1(x1, 0)
para j = a = 1 definida como la Eq. (2.5) y ψ2(x2, 0) para j = a = 2. En particular,
nosotros consideramos Eo1 = 0,06 eV, xo1 = −50 nm y σx = 25 nm para el primer paquete
de onda, y Eo2 = 0,04 eV, xo1 = 50 nm y σx = 25 nm para el segundo. Finalmente,
calculamos Ψ̃1,1(�r1, t) para conseguir la trayectoria �r1[t] y Ψ̃2,2(�r1, t) para �r2[t]. Aqúı, los
ángulos complejos se vuelven irrelevantes.

En Fig. 2.8, hemos representado los resultados del conjunto de la enerǵıa cinética (Boh-
miana), de la Eq. (2.16), la enerǵıa potencial cuántico, de la Eq. (2.17), para los dos
electrones no idénticos. Calculamos los resultados directamente de la solución la función
de onda exacta 2D de la Eq. (2.2). Hacemos hincapié en que hay un intercambio de enerǵıa
cinética entre la primera y la segunda part́ıculas (ver su enerǵıa cinética en la primera y
segunda oscilacion). Este efecto manifiesta claramente que el hamiltoniano de este sistema
cuántico no es separable. En Fig. 2.9, hemos dibujado la misma información pero esta vez
utilizando nuestra aproximación 1D de la función de onda condicional, como se explica
en Sec. 2.3.1. Para este escenario particular, nuestra aproximación más simple para los
términos desconocidos funciona a la perfección y el acuerdo entre la solución 2D exacta
y nuestra aproximación 1D es excelente. Hacemos hincapié en que la enerǵıa cinética de
las primeras y segundas part́ıculas son claramente distinguibles. Calculamos las enerǵıas
(ensamble) con el fin de justificar que el algoritmo es precisa no sólo para un conjunto
seleccionado arbitraria de la trayectoria de Bohm, sino para la mayoŕıa de ellos; y tam-
bien para comprobar quie los resultados para la particula 1 es indistinguible de los de la
part́ıcula 2.

En Fig. 2.10, hemos representado los resultados del conjunto de la (Bohm) la enerǵıa
cinética, Eq. (2.16), la enerǵıa potencial cuántica, Eq. (2.17), calculado directamente a
partir de la solución exacta de dos part́ıculas función de onda de 2D de la Eq. (2.2) por
dos electrones idénticos (con espines paralelos). En particular, consideramos fermiones con
los potenciales y algunos paquetes iniciales de onda que discutimos anteriormente. Ahora,
las enerǵıas de las part́ıculas 1 y 2 no se pueden distinguir. Además, nos damos cuenta de
que el hecho de que las trayectorias Bohmianas no pueden cruzar la diagonal del espacio de
configuración, implica una disminución/aumento del (Bohm) Enerǵıa cinética / cuántica
cuando la función de onda cruza la diagonal. Este es el mismo efecto descrito anteriormente
en Sec. 2.2.2.

Por último, calculamos los mismos resultados en Fig. 2.10 con nuestra aproximación
1D de las funciones de onda condicional, siguiendo el algoritmo explicado en Sec. 2.3.2.
Ahora, tenemos que calcular 4 distintas funciones, ψ̃j,a(xa, 0). La función de onda ψ̃1,1(x1, 0)
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Figura 2.8: (Color en linea) Evolución temporal de las enerǵıas totales e individuales (ensemble promedio)
de sistema de dos electrones no idéntico bajo potencial no separable. Total: linea solida (verde) enerǵıa
total, triangulo solido (azul) enerǵıa cinética total de Bohm, linea entre cortada y cuadrado (rojo) enerǵıa
potencial cuántica total, linea entre cortada (negro) enerǵıa potencial. Part́ıcula individual 1: circulo linea
solida (azul) enerǵıa cinetica de Bohm, linea entre cortada y circulo (rojo) enerǵıa potencial cuántica.
Part́ıcula individual 2: linea sólida (+) (azul), linea entre cortada enerǵıa cinetica de Bohm, linea entre
cortada y (+) (rojo) enerǵıa potencial cuántica.
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Figura 2.9: (Color en linea) Evolución temporal de las enerǵıas totales e individuales (ensemble promedio)
de sistema de dos electrones no idéntico bajo potencial no separable. Individual: linea solida (azul) enerǵıa
cinética de Bohm de part́ıcula 1 con la solución 2D exacta,linea solida y (+) (azul) enerǵıa cinetica de
Bohm de la particula 2 con la solución exacta 2D, linea punteada y cruces (x) (naranja) enerǵıa cinetica de
Bohm de la part́ıcula 1 con una aproximación 1D, lineas punteadas y cuadrados (naranja) enerǵıa cinetica
de Bohm de la part́ıcula 2 con la 1D aproximación.
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tiene la función de onda inicial ψ1(x1, 0) definido a partir de la Eq. (2.5) y el potencial
U1(x1, x2[t]]) = F (x1 −x2[t]) en la Eq. (2.29). La función de onda ψ̃1,2(x2, t) tiene el mismo
estado inicial ψ1(x2, 0) pero la enerǵıa potencial diferente U2(x2, x1[t]]) = F (x1[t] − x2).
Finalmente, ψ̃�2,1(x1, t) tiene un estado inicial ψ2(x1, 0) y potencial U2(x2, x1[t]]) = F (x1[t]−
x2), mientras ψ̃�2,2(x2, t) tiene el mismo estado inicial ψ2(x2, 0) y U1(x1, x2[t]]) = F (x1 −
x2[t]). La función de onda final Ψj

1(x1, t) y Ψj
2(x2, t) para el cálculo de las trayectorias

Bohmianas xj
1[t] y xj

2[t], respectivamente son:

Ψj
1(x1, t) = C

(
ψ̃j

1,1(x1, t)ψ̃
j
2,2(x2[t], t)

−ψ̃j
2,1(x1, t)ψ̃

j
1,2(x2[t], t)

)
, (2.31)

Ψj
2(x2, t) = C

(
ψ̃j

1,1(x1[t], t)ψ̃
j
2,2(x2, t)

−ψ̃j
2,1(x1[t], t)ψ̃

j
1,2(x2, t)

)
. (2.32)

Hacemos hincapié en que se requiere cuatro funciones de onda (y cuatro part́ıculas) para
cada trayectoria {xj

1[t], x
j
2[t]}. En la Fig. 2.11, se ha representado la información acerca

de las enerǵıas de los electrones al igual que hicimos anteriormente para el caso sin inter-
acción de intercambio. La concordancia entre los resultados 2D exactos y los resultados
1D aproximados para part́ıculas idénticas es aceptable. Aparecen dificultades de cálculo
cuando Ψj

a(xa, t) está cerca de cero en la diagonal del espacio de configuración. Alĺı, un
pequeño error en el valor del módulo cerca de cero se convierte en un error amplificada
en la velocidad en la Eq. (2.9), que es inversamente proporcional al módulo. En cualquier
caso, una mejor aproximación de los términos desconocidos Ga(xa, xb[t], t) y Ja(xa, xb[t], t)
en la Eq. (2.23) mejorará la exactitud de los resultados (ya que el algorithmo de exchange
no introduce ningun error adicional).

La caracteŕıstica más relevante es que los resultados (ensemble) del conjunto de la pri-
mera y segunda part́ıcula no se pueden distinguir con nuestra aproximación 1D de funciones
de onda condicionales, aunque se distinguen perfectamente las trayectorias Bohmianas eti-
quetados como {xj

1[t], x
j
2[t]} (ver circulo, +, x y cuadrado en Fig. 2.11).
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Figura 2.10: (Color en linea) Evolución temporal de las enerǵıas totales e individuales (ensemble pro-
medio) de idéntico sistema de fermiones de dos electrones bajo potencial no separable. Total: linea solida
(verde) enerǵıa total, linea solida y triangulo (azul) enerǵıa total cinética de Bohm, lineas entre cortadas y
cuadrados (rojo) enerǵıa total potencial cuántica, linea entre cortada (negro) enerǵıa potential. Part́ıcula
individual 1: linea solida y circle (azul) enerǵıa cinética de Bohm, linea entre cortada y circulo (rojo)
enerǵıa potencial cuantica. Part́ıcula individual 2: linea solida y + (azul) enerǵıa cinética de Bohm, linea
entre cortada y + (rojo) enerǵıa potencial cuántica.
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Figura 2.11: (Color en linea) Evolución temporal del individuo (conjunto promedió) enerǵıas cinéticas
de Bohm de idéntico sistema de fermiones de dos electrones bajo potencial no separable calculado a partir
de 2D soluciones exactas y aproximadas 1D. Individual: linea sólida y circulo (azul) enerǵıa cinética de
Bohm de la part́ıcula 1 con la 2D soluciones exactas, linea sólida y + (azul) enerǵıa cinética de Bohm de
la part́ıcula 2 con la solución exacta de 2D, linea punteada y x (naranja) enerǵıa cinética de Bohm de
part́ıculas 1 con la aproximación 1D, linea punteada y cuadrado (naranja) enerǵıa cinética de Bohm de la
particula 2 con la aproximación 1D.



Caṕıtulo 3

Densidad de flujo electrónico y
modelo dinámico de inyección

3.1. Introducción

En la simulación del transporte electrónico es necesario estudiar sólo una parte del
dispositivo, generalmente llamada zona activa. En este caṕıtulo nos ocuparemos de como
la interacción de intercambio discutida anteriormente afecta a la inyección de electrones
en la zona activa, es decir en nuestra caja simulación. Dedicaremos una especial atención
a la inyección en grafeno ya que presenta unas diferencias importantes respecto a otros
semiconductores habituales con bandas de enerǵıas (relación de dispersión E-k) parabólicas.
Empezaremos estudiando la densidad de estados (density of states DOS) en la Sec. 3.2.
En particular, discutiremos como las técnicas habituales de contar estados no son del todo
adecuadas cuando estamos estudiando transporte. En particular, basándonos en el trabajo
[94], discutiremos la densidad de estados para paquetes de ondas. Luego, en la Sec. 3.17,
introducimos el concepto de densidad de flujo electrónico (density of flux DOF). Este
nuevo concepto está ı́ntimamente relacionado con el concepto de densidad de estados a
través de la velocidad de la part́ıcula. Para cada estado electrónico podemos definir una
velocidad; por ejemplo, la velocidad de grupo correspondiente a la relación de dispersión
E-k. Entonces, igual que nos planteamos cuál es el numero de estados electrónicos en cada
punto del espacio rećıproco, nos podemos plantear cuál es el flujo de electrones en cada
punto del espacio rećıproco. Esta nueva magnitud requiere sólo un cambio de variable: el
número de electrones que cruzan ese punto del espacio de configuración por unidad de
tiempo. En particular, esta información del flujo de electrones nos será luego muy útil para
establecer el modelo de inyección en la Sec. 3.4.

3.2. Densidad de estados electrónicos

¿Cuántas part́ıculas caben en una caja? Esta pregunta simple y familiar puede ser
extendida a los sistemas cuánticos. Un aspecto muy importante para entender el transporte
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electrónico es saber cuantos electrones hay en cada región del espacio. Un primer paso es
saber cuantos estados disponibles hay en una región del espacio para un rango fijado de
enerǵıas.

3.2.1. Densidad de estados electrónicos en el espacio de fases

A continuación, pasamos a describir los procedimientos habituales que encontramos
en la literatura para describir la densidad de estados (DOS) en el espacio de las fases.
Definimos el espacio de las fases como aquel espacio matemático cuyos ejes son la posición
y velocidad (momento) de las part́ıculas.

Estados electrónicos en una caja de paredes ŕıgidas

Supongamos que nuestro espacio de las fases está limitado para posiciones 0 < x < a
, 0 < y < b y 0 < z < c. Mientras que las velocidades por una enerǵıa máxima, que
generalmente asociamos con la enerǵıa de Fermi. La solución de la ecuación de Schrödinger
independiente del tiempo para una part́ıcula sin potencial es:

∇2Ψ + k2Ψ = 0 , (k = p/h̄) (3.1)

donde k es el vector de onda asociado con el momento p de la part́ıcula. La solución de la
ecuación debe satisfacer la condición de frontera de Dirichlet Ψ = 0 para toda la frontera
según podemos ver en Fig.3.1-izquierda. La solución está dada por:

Ψlmn(r) ∝ sin

(
lπx

a

)
sin

(
mπy

b

)
sin

(
nπz

c

)
, (3.2)

con

k = π

(
l2

a2
+

m2

b2
+

n2

c2

)
, l,m, n = 1, 2, 3, . . .

También puede resultarnos de interés considerar la condición de borde de Neumann (∂Ψ/∂n̂ =
∇Ψ · n̂(r) = 0 ver Fig.3.1-derecha. Entonces, las soluciones posibles en nuestro cubo son:

Ψlmn(r) ∝ cos

(
lπx

a

)
cos

(
mπy

b

)
cos

(
nπz

c

)
, (3.3)

con l, m, n = 0, 1, 2, 3, . . .. Destacamos que ahora obtenemos también solución para los
número cuánticos l = 0, m = 0, n = 0.

Para contar el número total de estados en el espacio de las fases, definimos la función
g(K) como:

g(K) =
∑

l,m,n

f(l, m, n),

donde f(l, m, n) = 1 para l, m, n = 0, 1, 2, 3, . . . con la restricción:(
l2

a2
+

m2

b2
+

n2

c2

)
≤ K2

π2
. (3.4)
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La función g(K) nos cuenta las distintas funciones de onda Ψk, con número de onda k que
no excede un valor determinado K (vector de onda de Fermi).

Definimos la suma

G(K) =
∑

l,m,n

f ∗(l, m, n),

donde f ∗(l, m, n) = 1 ∀ l, m, n (positivo, negativo o cero) bajo la restricción 3.4. De esta
forma

∑
l,m,n f(l, m, n) = 1

8

[∑
l,m,n f ∗(l, m, n) ∓

{∑
l,m f ∗(l, m, 0) +

∑
l,n f ∗(l, 0, n) +∑

m,n f ∗(0,m, n)
}

+ {∑l f
∗(l, 0, 0) +

∑
m f ∗(0, m, 0)+∑

n f ∗(0, 0, n)} ∓ 1]

donde ∓ corresponde, respectivamente, a la condición de borde de Dirichlet y Neumann.
La primera suma de la derecha denota el número de puntos de la red, en el elipsoide(

X2

a2 + Y 2

b2
+ Z2

c2

)
= K2

π2 , las tres sumas siguientes corresponden a la sección transversal de
este elipsoide con el plano-Z, plano-Y y plano-X, y las siguientes tres sumas denotan los
puntos sobre los ejes del elipsoide.

Si a, b, c � π/K podemos reemplazar estos números por el correspondiente volumen,
área y longitud, obteniendo:

g(K) =
K3

6π2
(abc) ∓ K2

8π
(ab + ca + bc) +

K

4π
(a + b + c) ∓ 1

8
+ E(K),

donde E(K) es el error neto. Reescribiendo la ecuación anterior (no considerando los térmi-
nos de orden menor):

g(K) =
K3

6π2
V ∓ K2

16π
S + O(Kα), 1 < α < 1,4 ,

y considerando L = a = b = c, tenemos que

g(K) ≈ K3

6π2
L3 ∓ K2

16π
6L2 =

π

6

(
K2L2

π2

)3/2

∓ 3π

8

(
K2L2

π2

)
.

Ahora, definiendo ε∗ = K2L2

π2 obtenemos que el número de estados en una caja de lado L
es:

g(ε∗) ≈ π

6
ε∗3/2 ∓ 3π

8
ε∗ (3.5)

La derivada respecto la enerǵıa de esta función Eq. (3.5) nos dará la densidad energética
de estados. Destacamos como las condiciones de contorno del problema en cuestión (Dirich-
let y Neumann) afectan muy severamente el número de estados disponibles. A continuación
estudiamos otro tipo de condiciones de borde habituales en la literatura.
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Estados electrónicos en una caja con condición de borde periódica

La forma más habitual de contar los estados disponibles en la zona activa de un dis-
positivo electrónico es a través de una una condición de contorno periódica (tipo
Born-von Karman). La función de onda cumple con

Ψ(x, y, z) = Ψ(x + a, y, z) = Ψ(x, y + b, z) = Ψ(x, y, z + c).

De esta forma la solución de 3.1 es

Ψlmn(r) ∝ eik.r,

y la condición anterior se puede rescribir ahora como

eik.r = ei(kx.x+ky .y+kz .z) = eikx.(x+a)eiky .(y+b)eikz .(z+c) = ei(kx.x+ky .y+kz .z)ei(kx.a+ky .b+kz .c),

que es válida cuando
ei(kx.a+ky .b+kz .c) = 1.

Es decir, tenemos que k = 2π
(

l
a
, m

b
, n

c

)
; l, m, n = 0,±1,±2, . . . El número de estados de

una part́ıcula libre está definido por

g(K) =
∑

l,m,n

f ∗(l, m, n)

tal que (
l2

a2
+

m2

b2
+

n2

c2

)
≤ K2

4π2
,

lo que corresponde al número de puntos dentro del elipsoide

X2(
Ka
2π

)2 +
Y 2(
Kb
2π

)2 +
Z2(
Kc
2π

)2 = 1.

Ahora, si consideramos que a, b, c � 2π/K y L = a = b = c tenemos

g(K) =
4π

3

K3

8π3
(abc) ≈ K3

6π2
L3.

Recordando que ε∗ = K2L2

π2 , tenemos que el número de estados es

g(K) ≈ π

6
ε∗3/2. (3.6)

Comparando este resultando con el obtenido en la ecuación 3.5, es claro que al colocar
una condición periódica de frontera ya no se tiene en cuenta el término adicional debido al
borde.

Enfatizamos de nuevo como el número de estados cambia si consideramos un sistema
finito (los sistemas cerrados presentan estados de borde) o un sistema periódico. Sin
embargo, como estudiaremos a continuación, el uso de funciones de onda periódicas presenta
importantes limitaciones al abordar el problema del transporte electrónico.
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Ψ(x,b/2,c/2)
l11

x

l=3

l=2

l=1

x=0 x=a/2

Figura 3.1: (Izquierda) Función de onda sometida a una condición de frontera de Dirichlet.
(Derecha) Función de onda sometida a una condición de frontera de von Neumann.

Problemas conceptuales de las condiciones de contorno de Born-von Karman

En el apartado anterior, el número de electrones finito en una región del espacio de las
fases tiene su origen en el fenómeno de la cuantización de la enerǵıa. Para una aproxima-
ción de condiciones periódicas en un espacio 1D en la dirección x, por ejemplo, tenemos
una onda unidimensional de la forma Ψ(x) = eipx/h̄/

√
L. El momento está cuantizado

p = 2πh̄l/L, l = 0,±1,±2, . . ., restringiendo a electrones con λB = L/l (armónicos
del periodo L, ver Fig. 3.2 izquierda). De esta manera la cantidad máxima de electrones
contenidos en una región de longitud L está definida por el número cuántico l.

Sin embargo en el estudio de transporte ¿ Qué sentido tiene estudiar la cuantización de
la enerǵıa en la dirección x de transporte? El sistema f́ısico correspondiente a un dispositivo
electrónico en la dirección de transporte, por definición, no está limitado por barreras
infinitas a x = −L/2 y x = L/2, sino completamente abierto. No podemos solo considerar
la contribución de electrones con momentos discretos y determinados, debido a que el
momento electrónico en general es una variable continua que depende de la enerǵıa del
electrón inyectado p =

√
2meE. En la figura 3.2 derecha, mostramos la función de onda para

electrones con momento próximo a p = 2πh̄l/L. Destacamos que estados con la longitud
de onda de de Broglie menores que L también contribuyen al transporte electrónico.

Algo importante a señalar es que en las anteriores consideraciones hemos utilizado
siempre la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo. En los dos primeros ejem-
plos, el estado era real y por tanto no podŕıa calcularse una corriente. En el caso de las
condiciones periódicas (Born-von Karman), la función de onda era una onda plana cuya
densidad de probabilidad (ρ = Ψ∗Ψ) es homogénea en todo el espacio y constante en
el tiempo. La densidad de probabilidad definida como ρ(x) = |Ψ(x)|2 y el flujo de pro-
babilidad como J(x) = −ih̄

2m
(Ψ∗ ∂Ψ

∂x
− Ψ∂Ψ∗

∂x
) deben cumplir la ecuación de la continuidad(

∂ρ(x,t)
∂t

= −∂J(x,t)
∂x

)
. Para Ψ(x) = eipx/h̄/

√
L (función de onda estacionaria) esto se traduce

en ∂J(x,t)
∂x

= 0 → J(x, 0) = J0 = 1
L

p
m

→ J0 = 1
L
v, donde el flujo de corriente J = ev/L (e
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Figura 3.2: Parte real (ĺınea azul) e imaginaria (ĺınea roja) de la función de onda de
una part́ıcula libre en 1D, para diferentes valores de momento. Presenta un momento
cuantizado p = 2πh̄l/L, l = 0,±1,±2, . . . (izquierda) para una condición de borde tipo
Born-von Karman (periodo L) y un momento continuo p = ±

√
2meE (derecha) para un

onda extendida sobre todo el espacio.

carga del electrón) es constante. Transporte es estar en un sitio e ir a otro sitio; no estar
en todas partes en todo momento. Una función que tendŕıa un comportamiento más acor-
de con nuestra intuición seŕıa un superposición de ondas planas que den como resultado
un paquete localizado, como los estudiados en el caṕıtulo 2. A continuación deduciremos
el concepto de densidad de estados para paquetes a través de imponer la interacción de
intercambio.

Explicación alternativa desde la interacción de intercambio entre electrones

Una onda plana (scattering states), es un estado muy utilizado en transporte, entendido
como el ĺımite de un paquete con una dispersión espacial que tiende a infinito y una
dispersión en enerǵıa que tiende a cero. Intentemos estudiar la densidad de estados en
el espacio de las fases sin tener en cuenta este ĺımite de onda plana, es decir utilizando
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paquetes. El paquete de la Eq. (2.5) puede escribirse como:

ψi(xi, 0) =
exp (ikoixi)(

πσ2
xi

)1/4
exp

(
−(xi − xoi)

2

2σ2
xi

)
=

∫ ∞

−∞
dk ai(k) eikxi =

∫ ∞

−∞
dk ai(k) < xi|k >, (3.7)

donde hemos utilizado la definición eikxi =< xi|k > y donde se impone la condición de
normalización

∫∞
−∞ dk|ai(k)|2 = 1. Utilizando la segunda cuantización, el ket de las ondas

planas puede escribirse como |k〉 = â†(k)|0〉, donde el operador â†(k) crea un electrón
descrito por una onda plana con vector de onda k y donde |0〉 es el estado de vaćıo (vaccuum
state). Entonces, el estado (ket) de un electrón representado por un paquete de ondas como
en la Eq. (3.7) puede escribirse, con ayuda de la superposición, a través del operador

Â†
i =

∫ ∞

−∞
dk ai(k) â†(k) (3.8)

Estamos interesados en calcular cual es la probabilidad que un electrón, descrito por la Eq.
(3.7), con momento central ko2 y posición central xo2 se cree en el espacio cuando sabemos
que ya hay otro electrón en ese espacio con momento central ko1 y posición central xo1.
Esta probabilidad se puede calcular, siguiendo la regla de Born, como la norma del estado
|Φ〉 = Â†

2 Â†
1|0〉. En particular, queremos calcular la probabilidad

P (Φ) =
∫ ∞

−∞
dk1

∫ ∞

−∞
dk2

∫ ∞

−∞
dk3

∫ ∞

−∞
dk4 a∗

1(k1)a
∗
2(k2)a2(k3)a1(k4)

〈0|â(k1)â(k2)â
†(k3)â

†(k4)|0〉 (3.9)

donde hemos definido el operador â(k) que destruye un electrón descrito por una on-
da plana con ese momento. Utilizamos las relaciones de anticonmutación de los ope-
radores {â(ki), â

†(kj)} = δki,kj
para poner los operadores de destrucción directamente

delante del estado |0 >, ya que sabemos que â(ki)|0 >= 0 . Finalmente obtenemos,
< 0|â(k1)â(k2)â

†(k3)â
†(k4)|0 >= δk4,k1δk3,k2 − δk4,k2δk3,k1 . Por lo tanto, podemos evaluar

la Eq. (3.9) como:

P (Φ) =
∫ ∞

−∞
dk1|a1(k1)|2

∫ ∞

−∞
dk2|a2(k2)|2 −∫ ∞

−∞
dk1a

∗
1(k1)a2(k1)

∫ ∞

−∞
dk2a

∗
2(k2)a1(k2) (3.10)

Nos resultará muy didáctico reencontrar la Eq. (3.10) a través de la primera cuantización,
sin utilizar los operadores de creación y destrucción. Calculamos la probabilidad P como
la norma del estado antisimétrico Φ(x1, x2, 0) definido por el determinante de Slater de la
Eq. (2.6), construido a partir de Eq. (3.7), como:

P (Φ) =
∫ ∞

−∞
dx1

∫ ∞

−∞
dx2

1

2
|ψ1(x1, 0)ψ2(x2, 0) − ψ1(x2, 0)ψ2(x1, 0)|2. (3.11)
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Desarrollando el modulo de la función de onda, llegamos fácilemente a la expresión

P (Φ) =
∫ ∞

−∞
ψ∗

1(x1, 0)ψ1(x1, 0)dx1

∫ ∞

−∞
dx2ψ

∗
2(x2, 0)ψ2(x2, 0)

−
∫ ∞

−∞
ψ∗

1(x1, 0)ψ2(x1, 0)dx1

∫ ∞

−∞
dx2ψ

∗
2(x2, 0)ψ1(x2, 0) (3.12)

Utilizando la expresión ψi(xi, 0) =
∫∞
−∞ dk ai(k) eikxi de la Eq. (3.7) y la función delta

de Dirac en k para eliminar integrales espaciales, se puede demostrar fácilmente que la
expresión de la Eq. (3.12) es idéntica a la expresión de la Eq. (3.10). Un cálculo, un poco
laborioso [94], nos lleva a expresión final:

P (Φ) = 1 − exp(−d(1, 2)2), (3.13)

donde definimos la distancia en el espacio de las fases normalizada d como las distancias
entre las posiciones centrales y los vectores de onda centrales de los dos paquetes de onda:

d(1, 2)2 =
(ko1 − ko2)

2

2σ2
k

+
(xo1 − xo2)

2

2σ2
x

; i = 2, 3 , (3.14)

donde σk = 1/σx es la dispersión del vector de onda.
En la Fig. 3.3, graficamos, el valor de 1−P (Φ) en función de varios valores posibles de

ko2 y x02. Para grandes valores de d, la probabilidad de encontrar el segundo electrón es
P (Φ) = 1 (o 1 − P (Φ) = 0) . Los electrones se colocan lejos el uno del otro en el espacio
de fase y la interacción de intercambio no tiene efecto. Sin embargo, esto no es cierto
para pequeños valores de d. Entonces, P (Φ) decrece a medida que ponemos los electrones
más cerca en el interior del espacio de fases. El resultado graficado en Fig. 3.3 es justo la
versión de paquete de ondas del célebre principio de exclusión de Pauli: fermiones idénticos
no pueden estar en el mismo estado cuántico.

Ahora, resulta extremadamente interesante discutir cuál es el área del espacio de las
fases no permitida para el segundo electrón debido a la presencia del primero. Calculamos
esta área como:

Area =
∫ ∞

−∞
dko2

∫ ∞

−∞
dxo2(1 − P (Φ)) =

∫ ∞

−∞
dko2

∫ ∞

−∞
dxo2 exp(−d(1, 2)2) = 2π (3.15)

Este resultado Area = 2π es un valor universal independiente de los parámetros de los
paquetes gausianos. Demuestra que cada electrón crea alrededor suyo un exchange hole
cuya área en el espacio de las fases es 2π. Como se muestra en la figura Fig. 3.3, esta
área puede definirse a través de los puntos del espacio de las fases que cumplen la relación
d(1, 2) = 1 en Eq. (3.14).

Como se explica en [94] y en la figura Fig. 3.4, llegaŕıamos al mismo resultado si
consideráramos N − 1 electrones e intentáramos introducir uno más para llegar a tener N .
Durante todo este apartado nos hemos centrado, por simplicidad, en electrones sin spin en la
solución de la ecuación de Schrodinger. Sin embargo, se puede demostrar que exactamente
los mismos resultados pueden encontrarse para electrones en grafeno que son solución de



3.3 Densidad de flujo electrónico 51

0
1

2
3

4

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

0
3

6
9

12
15

0.31

0.60
1.0

��

��
���

�Φ
�

� � 	
� �μ


�� ��
	 � �μ
�

���

1 2 3 4

3

6

9

12

15

�

σ �

��σ
�

� 	
���

μ

��
�

�
	

 
 �μ��

���

Figura 3.3: (a) Probabilidad de no encontrar un segundo paquete con posiciones centrales
xo2 = x2 y vector de onda central xo2 = x2 debido a la presencia de un electrón previo en
xo1 = 2 μm y ko1 = 8 μm−1. (b) Contorno de la figura a. La ĺınea de 0.31 corresponde a
una elipse con un área de 2π.

la ecuación de Dirac (cf. el apendice B). La consideración del spin hubiera proporcionado
una doble degeneración del espacio de las fases. Dos electrones con la misma parte orbital
e identico spin darian el mismo resultado [95]. Minestras que los mismos electrones con
identica parte orbital, pero diferentes spines serian ortogonales y obtendriamos P (Φ) = 1.

En conclusión, a través de las condiciones de Born-von Karman hab́ıamos llegado a que
el vector de onda solo pod́ıa tener los valores cuantizados k = 2πl/L, l = 0,±1,±2, . . ..
De esta manera la cantidad máxima de electrones Nmax contenidos en una región del espacio
de las fases longitud L y vector de onda máximo K está definida por el número Nmax =
K/(2π/L), siendo 2π/L el intervalo entre vectores de onda contiguos. Este número puede
interpretarse como Nmax = K L/(2π). Es decir, como el espacio de las fases considerado
dividido por 2π. Cada electrón ocupa 2π en el espacio de las fases. Este ha sido precisamente
el resultado que hemos obtenido en este apartado independientemente de la cuantización
de la enerǵıa. Recordamos que en este último apartado no hemos impuesto absolutamente
ninguna condición de contorno a nuestros paquetes de ondas.

3.3. Densidad de flujo electrónico

En esta sección presentamos un nuevo concepto que llamamos densidad de flujo (density
of flux DOF). La densidad de estados nos dice cuantos estados (electrones) hay en cada
porción del espacio de las fases. Por el contrario, la densidad de flujo nos indica cuantos
electrones fluyen (por unidad de tiempo) en cada porción del espacio de las fases. Los dos
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Figura 3.4: (a) La presencia de N=9 electrones en una región del espacio de las fases implica
que la probabilidad P (Φ) de encontrar N=10 electrones en esta región es prácticamente
cero. (b) Dibujo del contorno de la figura (a) donde cada electrón esta separado una
distancia normalizada d del resto. Cada electrón requiere un espacio de las fases de 2π
para śı mismo.

conceptos están ı́ntimamente relacionados, y sólo se requiere saber cual es la velocidad de
cada punto de espacio de las fases (por ejemplo, a través de la velocidad de grupo de la
dispersión E-k) para pasar de uno a otro. El concepto de DOF nos permitirá en la próxima
sección desarrollar un modelo de inyección de electrones. La densidad de flujo se basa en
la velocidad de grupo de la estructura de bandas. Por lo tanto, diferentes estructuras de
bandas dan lugar a diferentes DOFs.

Para un sistema 2D, hemos visto que el número máximo de electrones cuyas posiciones
{x, z} y vectores de onda {kx, kz} están dentro del espacio de las fases (2D) ΔxΔKxΔzΔKz,
es Nmax = gsgvΔxΔKxΔzΔKz/(2π)2, con gs la degeneración de spin y gv la degeneración
de valles. Tal y como hemos discutido, un electrón (o el estado que lo representa) necesita
un espacio 2π para cada dimensión. Podemos pasar ahora fácilmente al concepto de DOF.
Los electrones en la región del espacio de las fases ΔxΔzΔKxΔKz se mueven en la dirección
de transporte x con la velocidad vx (suponemos una región suficientemente pequeña para
que no haya variaciones de velocidad). Todos los electrones se mueven hasta otra región
del espacio de fases durante el tiempo T = Δx/vx. Por lo tanto, si durante el tiempo T
tenemos Nmax electrones que atraviesan la región del espacio Δx, entonces podemos decir
que el tiempo que cada electrón necesita para salir de la región del espacio de configuración
será:

to = T/Nmax = (2π)2/(gsgvΔzΔKxΔKzvx). (3.16)
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Figura 3.5: Densidad de flujo (DOF) calculado a partir de la Eq. (3.17) para cada punto de
un espacio de configuración {kx, kz}. Se presenta en número total de electrones inyectados
durante 1 ps a 100 K, cuando la enerǵıa de Fermi era Ef = 0,1 eV . Para el silicio repre-
sentado en esta figura, el valor máximo de la DOF aparece para las enerǵıas más altas que
tienen mayor velocidad. En este caso vx es separable y solo depende de {kx}.

La densidad de flujo (DOF) para un sistema 2D puede definirse como la inversa de este
tiempo:

DOF (Δz, ΔKx, ΔKz) =
gsgvΔzΔKxΔKzvx

4π2
(3.17)

con unidades de números de electrones por segundo. Vemos que el flujo en la dirección x no
depende de Δx. Una explicación similar para to y la DOF para otros sistemas 1D, 2D y 3D
con bandas parabólicas puede encontrarse en la referencia [96]. Aqui, estamos interesados
en remarcar que diferencias encontraremos si la estructura de bandas es lineal como en el
grafeno. Recordemos que para grafeno la velocidad puede ser

vx = vgkx/
√

k2
x + k2

z (dispersión lineal) (3.18)

con aproximadamente vg = 3e6 m/s para la velocidad de Fermi del grafeno. Si el material
es Silicio (o cualquier otro material con bandas parabólicas), tendremos

vx = h̄kx/m (dispersión parabólica) (3.19)

con m = 0,9mo para la masa efectiva del silicio (que es la que utilizaremos en los resultados
numéricos de este caṕıtulo).

En la Fig. 3.5 hemos representado la DOF para el Silicio 2D con una banda parabólica.
En la figura Fig. 3.6, la misma información para el grafeno con dispersión lineal. Antes
de inyectar los electrones según la Eq. (3.16), calculamos la enerǵıa de los electrones.



54 3. Densidad de flujo electrónico y modelo dinámico de inyección

Figura 3.6: Densidad de flujo (DOF) calculada a partir de la Eq. (3.17) para cada punto de
un espacio de configuración {kx, kz}. Se presenta en numero total de electrones inyectados
durante 1 ps a 100 K, cuando la enerǵıa de Fermi era Ef = 0,1 eV . Para el grafeno el
máximo de la DOF aparece en casi todos los puntos {kx, kz}, excepto en aquellos con kz

elevado [5]. La velocidad vx depende expĺıcitamente de {kx, kz}.

Finalmente la inyección sólo se produce si se cumple la distribución probabiĺıstica de Fermi.
Queremos destacar que la velocidad vx depende expĺıcitamente de {kx, kz} en grafeno; no
aśı en silicio. Este hecho dificulta la elaboración de un algoritmo para la inyección correcta
de electrones en el grafeno, como se verá en la siguiente sección.

3.4. Modelo de inyección de electrones

La investigación del transporte cuántico de electrones en sistemas de baja dimensión
(dispositivos nanométricos, moléculas, nanotubos, etc.) requiere la obtención de adecuados
contactos electrónicos para la inyección de carga. En forma similar, la correcta simulación
de contactos electrónicos es crucial para la obtención de buenos resultados en el estudio
de nanoestructuras. Actualmente se viene desarrollando un intenso trabajo en el desarrollo
de nanodispositivos en grafeno, sin embargo poco se discute sobre la forma en que se
debe inyectar los electrones para no perturbar las interesantes propiedades que el grafeno
presenta. El motivo reside en que el transporte en grafeno es en gran medida cuántico,
y éste se focaliza en el comportamiento DC estacionario. Entonces, los estados utilizados
para modelar la función de onda del electrón son estacionarios (scattering states) y conocer
la DOF no tiene gran interés.

En esta sección abordamos el problema de modelar el contacto ohmico para una hete-
roestructura de grafeno. Esta inyección de electrones es útil para la simulación semiclásica
de Monte Carlo y también para el transporte cuántico dependiente del tiempo.
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Primeramente queremos mencionar que, cuando nos referimos a contacto, no se requiere
que sea un contacto f́ısico del dispositivo, sino que es el ĺımite de la caja de simulación. En
este sentido, el modelo está inspirado en la Fig. 3.7, donde la caja de simulación tiene una
longitud Lx de grafeno y el reservorio es también de grafeno. La diferencia entre ambas
regiones es que la primera la simulamos expĺıcitamente, mientras que la segunda no. Tal y
como discutimos en la Fig. 3.4, suponemos que los electrones están distribuidos de forma
ordenada en el espacio de las fases en forma de paquetes de ondas, pero respetando el
principio de exclusión de Pauli.

∆Z

∆x=Vx . τo

Vx

Lx

Lz

Reservorio ReservorioCaja de Simulación

GrafenoGrafenoGrafeno

Figura 3.7: Presentación esquemática del modelo de inyección.

El algoritmo de inyección esta esquemáticamente explicado en la Fig. 3.8. El primer
paso es elaborar un grid 2D del espacio rećıproco. Como se ha dicho, al tener la velocidad
vx dependencia en kx y ky, se requiere este mallado 2D que además debe de ser lo suficien-
temente fino para que la velocidad vx sea constante para todos los electrones. El segundo
paso es el cálculo del número de intentos que se van a necesitar para inyectar en cada celda
del grid. Si el step temporal de la simulación fuera infinitamente pequeño, este número
seŕıa 0 o 1, pero en un caso finito el número de electrones que deben ser inyectados puede
ser incluso mayor que 1. El tercer paso es calcular la enerǵıa y seguir la estad́ıstica de Fermi
para evaluar si la inyección se realiza efectivamente o no. Este modelo está implementado
en el simulador BITLLES [97].

3.4.1. Distribución de corriente de electrones

De acuerdo con el modelo de inyección anterior, se ha desarrollado una simulación
simple de Monte Carlo para grafeno y Silicio. Las diferencias se muestran en las Fig. 3.9
y Fig. 3.10. La corriente instantánea dibujada en estas gráficas se define a través de la
velocidad como I = q · vx/Lx, y por tanto la misma gráfica se puede entender como un
histograma de velocidades para Grafeno y para Silicio.
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% Main definitions
INDEX=1,….,N_INJ_LIMIT % INDEX takes all points of the 2D graphene phase space
DT % Simulation step
At each DT of the simulation

% Bucle on all points of the 2D phase space
DO INDEX=1,N_INJ_LIMIT % Bucle on all points of the 2D phase space

TEMPS_MITJA=TAULA_TEMPS_MITJA(INDEX)%2*PI/2/(INCREMENTK_RES)/VELOCX

IF(TEMPS_MITJA > DT) THEN
INTEMPS=INT(TEMPS_MITJA/DT)+1
INTEMPS0=TAULA_INTENTS(INDEX) % Offset to avoid initial ordering
IF(MODULO(NITSCHO,INTEMPS INTEMPS0).EQ.0) THEN

INTENTS=1
ELSE

INTENTS=0
ENDIF

ELSE % TEMPS_MITJA < DTSCHO
INTENTS=TAULA_INTENTS(INDEX)

ENDIF

DO I=1,INTENTS %Number of atemps
ENERGY=TAULA_ENERGIA(INDEX) %Computing the energy of index
AUX1=FERMI(ENERGY) % Computing the fermi dirac ocupation function
R=RANDOM % random number between 1 and 0
IF (R.LE.AUX1) THEN

% Effective injection
KX=TAULA_KX(INDEX)
KZ=TAULA_KZ(INDEX)
VELOCX=TAULA_VELOCX(INDEX)
VELOCY=TAULA_VELOCY(INDEX)

ENDIF
ENDDO %BUCLE INTENTS

ENDDO %index
Repeat at each DT of the simulation

Figura 3.8: Presentación esquemática del algoritmo de inyección.

Es importante notar que si medimos el valor medio de la corriente (DC), estas diferencias
no serán relevantes. Sin embargo śı que tendrán su importancia para alta frecuencia y para
el calculo de la densidad espectral de ruido para Silicio y grafeno. Ver la Fig. 3.11
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Figura 3.9: Número de electrones en función del valor de la corriente instantánea I durante
la simulación de un 1 ps a 100 K, con una enerǵıa de Fermi de Ef = 0,1 eV para Silicio.
Hay una gran variedad de velocidades (corrientes).
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Figura 3.10: Número de electrones en función del valor de la corriente instantánea I durante
la simulación de un 1 ps a 100 K, con una enerǵıa de Fermi de Ef = 0,1 eV para Grafeno.
Prácticamente todos los electrones se mueven con la misma velocidad (generan la misma
corriente).
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Figura 3.11: Densidad espectral de potencia de las fluctuaciones de la corriente, S(f), en
función de la frecuencia f para el grafeno ideal baĺıstico resistencias de dos terminales con
lx=100nm y Lz = 1μm con un nivel de Fermi Ef = 0, 05eV . Los resultados muestran que
el grafeno (rojo) tiene una mayor frecuencia de corte de S(f) que el silicio (negro) a causa
de que los pulsos de corriente generados por cada electrón son mas cortos. La presencia
de una oscilación del grafeno (rojo) en fo ≈ 1,5 THz está relacionada con el tiempo de
to = 1/fo de la Ec. (3.16) que se ha utilizado.



Caṕıtulo 4

Estados electrónicos
cuasi-unidimensionales en
ondulaciones de grafeno

En el presente caṕıtulo estudiamos el efecto de la deformación en las propiedades
electrónicas del grafeno y la formación de estados cuasi-unidimensionales en ondulacio-
nes. Este fenómeno tiene particular interés por las dificultades que presenta confinar el
electrón con barreras de potencial convencional. En la siguiente sección hacemos una pe-
queña exposición sobre el transporte electrónico en grafeno.

4.1. Aproximación de la masa-efectiva: Fermiones de

Dirac sin masa

A partir de la ecuación (1.27) se puede obtener el Hamiltoniano de Dirac: partiendo de

μ = t
[
e

ikya√
3 + 2e

−ikya

2
√

3 cos(kxa
2

)
]
, (4.1)

y expresándolo como función de k′ ≡ k − K, donde K = (4π/3a, 0), obtenemos que

μ = t

⎡
⎣e

ik′ya√
3 + e

2πi
3 e

i

(−k′ya

2
√

3
+

k′xa

2

)
+ e

−2πi
3 e

i

(−k′ya

2
√

3
− k′xa

2

)⎤
⎦ .

Realizando una expansión en serie de Taylor entorno a k′ y considerando solamente el
primer y segundo orden de aproximación de la exponencial, tenemos:

μ = −t

√
3a

2
(kx

′ − iky
′) (4.2)

y

μ∗ = −t

√
3a

2
(kx

′ + iky
′) . (4.3)
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con lo que el Hamiltoniano efectivo para k cerca de K es:
√

3a

2
t

(
0 kx

′ − iky
′

kx
′ + iky

′ 0

)(
CK

A

CK
B

)
= E

(
CK

A

CK
B

)
. (4.4)

De forma semejante procedemos para el punto K′ = (−4π/3a, 0), obteniendo:
√

3a

2
t

(
0 −kx

′ − iky
′

−kx
′ + iky

′ 0

)(
CK′

B

CK′
A

)
= E

(
CK′

B

CK′
A

)
(4.5)

donde el orden de los componentes del espinor es seleccionado de acuerdo con [98] y [99].
Procedemos a escribir el Hamiltoniano en forma más compacta:

√
3a

2
t

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 kx − iky 0 0
kx + iky 0 0 0

0 0 0 −kx − iky

0 0 −kx + iky 0

⎞
⎟⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎜⎝

CK
A

CK
B

CK′
B

CK′
A

⎞
⎟⎟⎟⎠ = E

⎛
⎜⎜⎜⎝

CK
A

CK
B

CK′
B

CK′
A

⎞
⎟⎟⎟⎠ , (4.6)

que es análogo a la ecuación de Dirac para m = 0:

vF

(
σ · p 0

0 σ′ · p

)(
ψK

ψK′

)
= E

(
ψK

ψK′

)
(4.7)

donde la velocidad de Fermi es dada por: vF =
√

3at/2h̄ ≈ 106m/s, el momentum: p =
−ih̄∇ y la matriz de Pauli σ = (σx, σy) , σ′ = (−σx, σy). Escribimos la ecuación (4.6) en
su forma polar:

H = vF |k|

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 e−iΘ(kx,ky) 0 0
e+iΘ(kx,ky) 0 0 0

0 0 0 −e+iΘ(kx,ky)

0 0 −e−iΘ(kx,ky) 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ (4.8)

Las autofunciones para E = +h̄vF |k| y E = −h̄vF|k| en K son dadas por

ψK
c,k(r) =

eik·r
√

2S

(
e−iΘ(k)/2

e+iΘ(k)/2

)
, ψK

v,k(r) =
eik·r
√

2S

(
e−iΘ(k)/2

−e+iΘ(k)/2

)
, (4.9)

donde Θ(kx, ky) = arctan(ky/kx), “c” corresponde a la banda de conducción, “v” la banda
de valencia. Las autofunciones en K ′ para E = +h̄vF |k∗| y E = −h̄vF |k∗| son dadas por

ψK′
c,k∗(r) =

eik∗·r
√

2S

(
e+iΘ(k∗)/2

−e−iΘ(k∗)/2

)
, ψK′

v,k∗(r) =
eik∗·r
√

2S

(
e+iΘ(k∗)/2

e−iΘ(k∗)/2

)
(4.10)

donde k∗ es el conjugado complejo y para simplificar los cálculos consideramos S = 1.
De las autofunciones podemos identificar la simetŕıa entre la banda de conducción y la

banda de valencia: (
ψK

v,k(r)

ψK′
v,k∗(r)

)
= I ⊗ σz

(
ψK

c,k(r)

ψK′
c,k∗(r)

)
.
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Tambien tenemos las simetŕıa de translación:

TA→A =

(
ei 4π

3 0

0 e−i 4π
3

)
⊗ I

simetŕıa de rotación:

Cπ/3 = σx ⊗
(

ei 2π
3 0

0 e−i 2π
3

)
,

simetŕıa de reflexión:
Sx = I ⊗ σx

y la simetŕıa de inversión temporal:

T = (σx ⊗ I)κ

donde κ es el operador complejo conjugado. En las operaciones anteriores, el primer espacio
del producto tensorial corresponde a los dos puntos K, K ′ degenerados en el nivel de Fermi,
mientras que el segundo corresponde los dos caracteres, valencia y conducción.

4.1.1. Efecto del Campo Magnético Externo

Aplicando un campo magnético B perpendicular al grafeno con un potencial vectorial
A(y) = (−By, 0) y considerando el análisis entorno al punto K tenemos, sustituyendo el
operador momentum p̂ por p̂ + eA (acoplo mı́nimo o sustitución de Peierls), la ecuación:

± vF [σx(p̂x − eBy) + σyp̂y] ψ(r) = Eψ(r), (4.11)

tomando la solución + (banda de conducción)

ψK
c,k(r) =

(
ψK

1 (r)
ψK

2 (r)

)

obtenemos:
vF [px − eBy − ipy] ψ

K
2 (r) = EψK

1 (r) (4.12)

vF [px − eBy + ipy] ψ
K
1 (r) = EψK

2 (r). (4.13)

Sustituyendo la primera ecuación en la segunda obtenemos

vF

[
p2 − 2eBypx + e2B2y2 − h̄eB

]
ψK

2 (r) = E2ψK
2 (r), (4.14)

con las autoenerǵıas dadas por:
E2

n = 2nh̄eBv2
F (4.15)

donde n = 1, 2, 3, ... y la constante −h̄eB desplaza los niveles, garantizando la formación
de un nivel energético en E = 0. Reescribiendo la enerǵıa:

En = sgn(n)
√

2nh̄eBv2
F , (Niveles de Landau) (4.16)
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para n > 0 corresponde a electrones y n < 0 a huecos. Y tenemos un nivel de enerǵıa
en E = 0, correspondiente a n = 0 como resultado de la simetŕıa quiral y la simetŕıa
electrón-hueco.

La dependencia de los niveles de Landau con la ráız cuadrada de n (En ≈ √
n), puede

ser mejor comprendida si consideramos la densidad de estado para el grafeno. Debido a la
linealidad de la relación de dispersión, la DOS es dada por:

ρ(E) =
E

2πh̄2vF

y en presencia de campo magnético la DOS colapsa en niveles, cada uno de los cuales tiene
el mismo número de estados: 2eB/h̄.

Figura 4.1: Espectroscoṕıa en grafeno. a) Evolución de los niveles de Landau con el campo
magnético para 4.4 K. b) Niveles de enerǵıas en función del parámetros reducido (|N |B)1/2.
[6].

4.1.2. Deformaciones locales en grafeno y pseudocampo magnéti-
co

La dinámica de los portadores en el grafeno real difiere del caso del grafeno ideal,
entre otras cosas, por la presencia de fluctuaciones en la forma (burbujas, ondulaciones,
fonones, etc.) que resultan en la modificación de los elementos de matriz de solapamiento
a primeros vecinos entre orbitales π (Eq. 1.28), y las enerǵıas potenciales on site. Nos
referimos al cambio de la integral de solapamiento entre primeros vecinos como interacción
off site, y al desplazamiento de la enerǵıa potencial on site como interacción on site.
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Bajo la presencia de perturbaciones en la estructura con una longitud caracteŕıstica
grande (i.e. vector de onda pequeño), sólo habrá scattering dentro de un mismo valle
(intravalley scattering), en el que los estados inicial y final permanecerán en la vecindad de
K (K ′). En estas condiciones, se puede demostrar [68] que una variación local del parámetro
de hopping −γ0 → −γ0 + δγa

0 (ri), donde a = 1, 2, 3 identifica los primeros vecinos, termina
dando lugar a un Hamiltoniano efectivo

HK
0 + HK

1 = vFσ · (p̂ + Aq(r)) (4.17)

HK′
0 + HK′

1 = vFσ′ · (p̂ − Aq(r)), (4.18)

con
vFAq

x(r) = δγ1
0(r) − 1

2
(δγ2

0(r) + δγ3
0(r)) ,

vFAq
y(r) =

√
3

2
(δγ2

0(r) − δγ3
0(r)) .

(4.19)

Viendo que las Ecs. 4.17 y 4.18 tienen una forma funcional idéntica a la discutida en
la Sec. 4.1.1, la magnitud Aq(r) recibe el nombre de potencial vector pseudomagnético, ya
que se acopla al pseudospin en la ecuación de Dirac. La cantidad que resulta de aplicar el
rotacional es, por tanto, el campo pseudomagnético.

Las perturbaciones en la red de vector de onda grande śı son capaces de provocar
intravalley scattering (e.g. de K a K ′ y viceversa). En este caso la descripción mediante el
potencial vector pseudomagnético debe ser extendida con un término escalar

φq(r) ≡ (Aq
x(r) + iAq

y(r))e
−i2kF·r. (4.20)

que posibilita las transiciones mencionadas entre valles.
Las variaciones locales de las enerǵıas on site también dan lugar a términos adicionales

en el Hamiltoniano efectivo, aunque no entraremos en detalle ya que su inclusión no es
relevante para nuestro análisis.

Finalmente, mencionar que las metodoloǵıas ab initio van más allá de la descripción por
campos pseudomagnéticos, ya que incluyen interacciones a vecinos a todas las distancias,
efectos en las expansiones de orden superior al lineal, etc.

4.2. Ondulaciones en grafeno

Es común encontrar la presencia de ondulaciones y arrugas en el grafeno, tanto en las
muestras obtenidas por exfoliación mecánica como las obtenidas por deposición qúımica
por otras técnicas como el CVD (del inglés Chemical Vapor Deposition) [8]. Éstas presentan
gran interés debido a que modulan nuevos fenómenos como la presencia de pseudo campos
magnéticos, polarización de subred, formación de “midgaps” en la estructura de bandas,
etc. Sin embargo, las nuevas nanoestructuras periódicas, al formar una superred, posibilitan
la formación de mini-bandas pudiendo generar pseudogaps que pueden ser útiles para con-
trolar corrientes electrónicas. Una ventaja adicional de estas estructuras unidimensionales
es que permiten definir más fácilmente la orientación cristalográfica del sistema.
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La tendencia del grafeno a formar ondulaciones produce una variación espacial del
potencial electroqúımico, que teóricamente es proporcional al cuadrado de la curvatura
local. Esto es debido a los efectos de re-hibridización y los cambios en los elementos de
hopping causados por la deformación [100]. Estas ondulaciones no empobrecen las propie-
dades electrónicas del grafeno. Aunque la presencia aleatoria de nanoarrugas puede inducir
una fluctuación desordenada de la densidad de carga, lo que puede afectar la propagación
de los portadores 1, la formación de ondulaciones periódicas nanométricas genera una f́ısi-
ca mucho mas rica, dando origen a superredes que modifican su relación de dispersión y
pueden hacer que la velocidad de propagación de los portadores de carga sea altamente
anisotrópica [7].

Figura 4.2: Figura izquierda: Simulación de nanoondulaciones en grafeno. Figura derecha:
Medidas de LDOS y en la imagen interior se muestra la topograf́ıa por microscoṕıa de
efecto túnel. Cálculos y medición de [7].

4.2.1. Programas y parámetros de cálculo

Los resultados de estructura electrónica y conductancia son obtenidos utilizando los
paquetes Siesta (basado en la DFT 1.3 ) y TRANSiesta (extendiendo Siesta a la
función de Green 1.3.1 ), respectivamente.

SIESTA Para los cálculos que se presentan en la siguiente sección se ha empleado el
código Siesta [78], que soluciona las ecuaciones de Kohn-Sham mediante la aproximación
de pseudopotenciales [102] y la expansión de las funciones de onda en orbitales pseudo-
atómicos localizados. El uso de orbitales localizados, aun a costa de la completitud en el
espacio de Hilbert, permite abordar problemas de tamaño superior a los códigos basados en

1Pero existe un debate sobre el origen de las fluctuaciones de densidad de carga. Por ejemplo, la
disminución de la movilidad electrónica estaŕıa mas relacionada a las impurezas de carga introducidas por
el substrato [101].
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Figura 4.3: Imagen izquierda superior: Estructura de bandas del grafeno sin deformación,
para una celda unitaria rectangular Lx = 4a y Ly = 5d/2 donde a=2.456 Åy d=1.42
Å. Tanto la estructura de bandas como la DOS (imagen inferior) muestran claramente la
simetŕıa entre la banda de conducción y valencia para enerǵıas entorno a la enerǵıa de
Fermi (EF )

ondas planas, sobretodo en nanoestructuras, ya que el vaćıo que debe rodearlas en alguna
de las dimensiones se incluye casi sin coste computacional adicional, lo que no se da en el
caso de las ondas planas.

Los cálculos se han realizado en la aproximación generalizada del gradiente (Genera-
lized Gradient Approximation - GGA), en la parametrización de Perdew-Burke-Eszerhof
[103]. Las estructuras se han relajado hasta que la fuerza sobre cada átomo era inferior
a 0.04 eV/Å, y las integraciones en el espacio rećıproco se han realizado mediante un
muestreo de Monkhorst-Pack [104] equivalente a una densidad de 20 × 20 o superior. Los
pseudopotenciales, del tipo Troullier-Martins y que conservan la norma, tratan expĺıcita-
mente los electrones 2s y 2p, y los radios de corte especificados para su generación son
rc = 1,25 Bohr, sin corrección debida a no-linealidades en el core.

Con los parámetros técnicos arriba indicados, se obtiene una distancia C-C de 1.418 Å
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(experimental 1.42 Å) y un parámetro de red de 2.456Å (experimental 2.46Å). El cálculo
de estructura de bandas para el grafeno sin deformación es mostrado en la figura 4.3.

TRANSIESTA Es un método basado sobre la teoŕıa del funcional densidad, y calcu-
la en forma autoconsistente la estructura electrónica de nanoestructuras acopladas a dos
electrodos tridimensionales, opcionalmente con diferente potencial electroqúımico. Se uti-
liza la función de Green fuera del equilibrio, basándose en cálculos previos del paquete de
estructura electrónica Siesta [105].

4.2.2. Plegando el grafeno

El grafeno es una membrana con propiedades mecánicas muy interesantes tanto co-
mo por su resistencia al estrés como su facilidad para formar estructuras con geometŕıas
muy exóticas (ver Figura 4.4). Esta plasticidad tiene su origen en la hibridización sp2, que
genera enlaces covalentes muy fuertes entre los átomos de carbono. Sin embargo los orbi-
tales responsables de interactuar con el substrato son los pz (perpendiculares al plano del
grafeno). Estos orbitales son también responsables del transporte electrónico, razón por la
cual es evidente como el substrato puede afectar la conducción electrónica. No entanto esta
interacción substrato-grafeno puede generar estructuras como la mostrada en la figura 4.4,
se observa como se logra obtener nanoondulaciones periódicas controladas por el substra-
to. Actualmente la obtención de grafeno por MBE (Molecular Beam Epitaxy ) a partir de

Figura 4.4: Imagen por microscoṕıa de fuerza atómica de la morfoloǵıa del grafeno sobre
un substrato de Si/SiO2, la escala corresponde a 0.4 μm[8].

SiC posibilita tener estructuras similares a la mostrada en la figura 4.5. Sin embargo las
investigaciones actuales del crecimiento de grafeno con esta geometŕıa están asociadas a la
producción de nanocintas [106].

A continuación mostramos la estructura inicial (geometŕıa sin relajar) de las ondulacio-
nes periódicas. Es interesante observar que la DOS y la relación de dispersión del grafeno
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de este sistema, comienza a mostrar una asimetŕıa para enerǵıas entorno al nivel de Fermi.
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Figura 4.5: Estructura inicial de cálculo (previa a la relajación), El hecho mas llamativo
es que la deformación no genera un gap en la estructura. Sin embargo la DOS muestra una
asimetŕıa entorno a la EF . Esta geometŕıa es similar a la morfoloǵıa del substrato de la
Fig. 4.4.

Otra caracteŕıstica de la estructura es que la deformación es local (actúa solo en los plie-
gues) y está orientada en la dirección X. Esta especial disposición sugiere una anisotroṕıa
de las propiedades electrónicas. Sin embargo los cálculos de DOS no muestran variaciones
importantes respecto a los cálculos de grafeno sin ondulación. Esto puede ser porque las di-
mensiones geométricas son grandes respecto a la longitud de onda de Fermi (λF = 2π/

√
πn,

donde n es la concentración de portadores de carga del grafeno), especialmente para altas
concentraciones. En el cálculo mostrado 4.5, la periodo de la nanoondulación es aproxima-
damente 25,1Å (experimentalmente son factibles estas dimensiones [107], habiendo llegado
incluso a periodos del orden de 7Å [7]). Antes de continuar, es importante destacar que
la plasticidad del grafeno que se puede observar en el proceso de relajación numérica (ver
figura 4.6) y que genera geometŕıas complejas, es experimentalmente factible introducien-
do anisotroṕıas durante la śıntesis o en el proceso de transferencia [108]. A este tipo de
estructuras se les denomina grafold.
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Figura 4.6: Evolución del proceso de relajación computacional. Si bien estas estructuras son
artificiales, algunos experimentos muestran como al depositar el grafeno sobre substratos
con geometŕıas definidas, generan estructuras similares a las mostradas en la Fig. 4.4.

4.2.3. Pseudo-esṕın y Estados en el nivel n = 0

Uno de los efectos sorprendentes de la presencia de arrugas, ondulaciones, nanoburbu-
jas, etc. en el grafeno es que, bajo ciertas aproximaciones, pueden ser interpretadas como
un campo pseudomagnético (cf. Sec. 4.1.2), que puede ser observado en la medida de la
conductancia diferencial (dI/dV )[9] (ver figura 4.7). Su origen se encuentra en el estrés re-
sultante de la deformación, que genera procesos de interferencia y dispersión de los estados
electrónicos [109, 110].

Una caracteŕıstica del campo magnético en el grafeno es la formación de un nivel de
enerǵıa para n = 0. Esto también es observado en las muestras con ondulaciones periódicas
[111], y muchos trabajos teóricos también lo predicen [112]. El pseudo-campo magnético
sigue una teoŕıa quiral de Gauge donde a partir de un análisis de la distribución del estrés,
podemos obtener un potencial vectorial. En nuestro caso la orientación cristalográfica de
las ondulaciones periódicas, producen que el estrés actúe preferentemente en una dirección
determinada (zigzag o armchair). De esta forma, en analoǵıa a las nanocintas de grafeno,
podemos identificar en los pliegues de la ondulaciones periódicas “bordes” armchair (ver
figura 4.8 superior ) o zigzag (ver figura 4.8 inferior). El primer efecto de la ondulación y
orientación cristalográfica se encuentra en la modulación de la función de onda que ocurre al
incrementar el ángulo de deformación. En el “borde” armchair observamos que los estados
se localizan en los máximos y mı́nimos de la ondulación. Pero esto no ocurre en el “borde”
zigzag, donde el estado electrónico se mantiene aproximadamente igualmente distribuido al
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Figura 4.7: Secuencia de ocho espectros de dI/dV (imagen A), correspondientes a distintas
posiciones en la “burbuja” de grafeno (imagen B). Se puede observar la similitud de los
gráficos A y C con los mostrados en la Fig. 4.13 (referencia [9])

aumentar el ángulo de deformación. En nuestra simulación se observa que para un ángulo
de 65 grados los orbitales de dos ondulaciones próximas se superponen.

Estos resultados sugieren que las nanoondulaciones inducen cambios en el comporta-
miento de función de onda que dependen tanto de la cristalograf́ıa y el grado de defor-
mación. Esto está en concordancia con la teoŕıa de gauge del campo pseudomagnetico
expuesto anteriormente (4.1.2) y la quiebra de simetŕıa de la función de onda sugerida en
la literatura [113].

En los resultados mostrados a continuación se considera que la deformación induce un
borde tipo armchair (gráficos 4.9, 4.10, 4.11, 4.13 y 4.14 ). Los trabajos teóricos indican
para esta orientación geométrica un campo de gauge Aq(r) = [Aq

x(y), 0], que produce un
pseudocampo magnético nulo Bq

z(r) = 0, que indica la no polarización del pseudospin.
Esto es confirmado por nuestros cálculos en primeros principios. Sin embargo, al estudiar
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Figura 4.8: Visualización de la LDOS para una orientación cristalográfica armchair (imagen
superior) y zigzag (imagen inferior) correspondientes a enerǵıas muy cercanas al nivel de
Fermi. Las ondulaciones corresponden a diferentes ángulos de inclinación: θ = 20◦, 25◦ y
30◦ para el caso armchair, y θ = 45◦, 60◦ y 65◦ para el caso zigzag. Las nanoondulaciones
expuestas también han sido sugeridas en otros trabajos similares [10]

la estructura de bandas, DOS y conductancia, para diferentes ángulos de deformación,
encontramos para θ = 30◦ un nivel (n = 0) en la enerǵıa de Fermi (similar al nivel de
Landau). Esto produce la formación de un pico en la DOS, muy caracteŕıstico de los
estados localizados, pero la cáıda con el incremento de enerǵıa es similar a los estados
cuasi-unidimensionales estudiados en la introducción (ver 1.4). Todo ello sugiere que los
estados están confinados en la dirección Y y extendidos en la dirección X.

Observando en detalle la secuencia de estructuras de bandas de las Figs. 4.9-4.11,
tenemos que la banda que cruza linealmente el nivel de Fermi en la ĺınea Γ − Y reduce
progresivamente su altura hasta la formación del niveln = 0, mientras que en la ĺınea
Γ − X se mantiene dispersión parabólica (similar a la de un electrón libre E(k) ≈ k2

x). La
conductancia confirma este comportamiento en la dirección X; sin embargo, la cuantización
no es completa ya que se observa una dispersión residual de las bandas en Γ − Y .

Finalmente se tiene una clara correlación entre el incremento de la deformación y la
presencia de una banda plana entorno a la enerǵıa de Fermi. Asociada a esta la DOS
muestra la formación de un pico que se define bien para θ = 30◦. Esto ha sido descrito en
la literatura, pero la presencia de una conductancia con claros indicios de cuantización no
ha sido indicada previamente.

Estos resultados nos indican que puede existir en la estructura con ondulación canales
de transporte cuasibaĺısticos. De esta forma, para una ondulación de con inclinación de
θ = 30◦, las funciones de onda pueden escribirse como ψ(kx, ky) = φy

n0
υx(kx), correspon-

dientes a un estado localizado en la dirección Y (para E(n = 0)), y a un estado cuántico
propagándose en X.
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Figura 4.9: Cálculo de estructura de bandas para una ondulación de θ = 20◦, L = 9,25 Å
y H = 1,07 Å.
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Figura 4.10: Cálculo de estructura de bandas para una ondulación de θ = 25◦, L = 8,92 Å
y H = 1,52 Å.
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Figura 4.11: Cálculo de estructura de bandas para una ondulación de θ = 30◦, L = 8,52 Å
y H = 1,92 Å.

4.3. Transporte cuántico cuasi-unidimensional de elec-

trones

Los estados unidimensionales son de gran interés por su riqueza de fenómenos f́ısicos
y por presentar cuantización en su conductancia electrónica. Estos sistemas, también pre-
sentes en nanotubos de carbono o nanocintas de grafeno, actualmente son muy estudiados
por su potencial aplicación en Transistores de Efecto Campo. Sus propiedades electróni-

Y

X

L

H
y

z

Figura 4.12: Disposición geométrica de los contactos. La dirección de transporte es paralela
al eje X, donde H es la altura y L la longitud de onda de la nanoondulación.
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Figura 4.13: Dependencia de la estructura de banda con el folding del grafeno.

cas están fuertemente influidas por la estructura cristalina, teniendo un comportamiento
metálico o semiconductor de acuerdo a la quiralidad del nanotubo o al borde y ancho de
la nanocinta (principalmente Zigzag o Armchair). Como indicamos en la sección anterior,
es factible obtener nanoondulaciones periódicas en forma experimental, e incluso obtener
superredes de grafold.

Si mantenemos la misma dirección cristalográfica utilizada anteriormente y realizamos
medidas de transporte electrónico [8], es posible obtener una cuantización clara de la con-
ductancia que corresponde a estados cuasi-unidimensionales que se propagan con vector
de onda kx. En la figura 4.12 mostramos la disposición de los contactos para la medidas
de transporte cuántico.

Variaciones en la longitud de onda de la nanooondulación producen cambios en la es-
tructura de bandas como se puede ver en la figura 4.13. Los parámetros de longitud de
onda (L) y altura (H) son: θ = 45◦, L = 24,35 Å y H = 10,65 Å; θ = 60◦, L = 17,22 Å
y H = 12,77 Å; y θ = 75◦, L = 8,91 Å y H = 13,88 Å. Se puede observar una mayor
curvatura y uniformidad en la distribución del estrés. Para ángulos (iniciales) mayores a
θ = 75◦ el grafeno se pliega cambiando la relación de dispersión en forma importante (se
obtiene un bi-layer). De forma adicional tenemos que mediante el aislamiento de cada
ondulación se pueden obtener canales de transporte unidimensionales (Fig. 4.14), con po-
tencial utilidad en electrodos o en pantallas flexibles. La presencia de canales de transporte
unidimensionales se justifica a partir de la estructura de bandas, donde se observan bandas
que dispersan a lo largo de la dirección de transporte, pero que tienen todas componente
ky imaginaria en los rangos energéticos entre las ĺıneas quebradas, indicando la imposibi-
lidad de la propagación a largas distancias en la dirección Y , por lo que el transporte es
puramente unidimensional.

Con el fin de explorar la formación de estados con cuantización de conductancia en
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Figura 4.14: Cálculos de la estructura de bandas, DOS y conductancia para una estructura
ondulada con “borde” armchair con un ángulo inicial de θ = 75◦. El cálculo de la conduc-
tancia muestra una cuantización bien definida para enerǵıas entorno a E-EF = −1,4eV,
0,5eV, 1,5eV y 1,75eV
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nanoondulaciones periódicas con ”borde” zigzag, se realizó un cálculo adicional para una
deformación de θ = 70◦ (Fig. 4.15). La figura 4.14 es análoga a la figura 4.15, excepto
que la hoja de grafeno se ha girado 90◦ antes de aplicar la corrugación, de modo que
ahora el transporte es a lo largo de la dirección Y (zigzag), mientras que la hoja se ha
corrugado a lo largo de la dirección X. De nuevo se observan regiones sospechosas de
comportamiento unidimensional, señaladas por las ĺıneas quebradas negras, rojas y azules,
aunque su interpretación a partir del diagrama de bandas es más dificultosa debido a que no
se observan caracteŕısticas únicas en las regiones energéticas de conductancia cuantizada.
En todo caso, los resultados tanto para armchair como para zigzag pueden ser útiles para
explicar mapas de corriente con C-AFM donde se encuentra alta conductividad en arrugas
[114].
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Figura 4.15: (Gráfico superior) Disposición geométrica de los contactos para una orien-
tación con “borde” zigzag. Cálculo de la estructura de bandas, DOS y conductancia para
una estructura ondulada con ángulo de θ = 70◦. La conductancia muestra una cuantización
bien definida para enerǵıas entorno a E-EF = −1,0eV, 1,0eV y 1,5eV.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Las caracteŕısticas estructurales y electrónicas únicas del grafeno hacen de él un sistema
candidato a poder observar con relativa facilidad fenómenos cuánticos en el transporte
electrónico. En esta tesis se han tratado tres de ellos mediante metodoloǵıas variadas,
como son los efectos de intercambio en sistemas de muchos cuerpos interactuantes (con
trayectorias de Bohm), la inyección de electrones en grafeno respetando el principio de
exclusión de Pauli, y la formación de estados cuasi-unidimensionales en grafeno corrugado
(con teoŕıa del funcional densidad).

Los dos primeros desarrollos permiten avanzar en el análisis del transporte electrónico
fuera del equilibrio y dependiente del tiempo, que es un tema de actual investigación que
presenta una interesante fenomenoloǵıa, aunque también dificultades importantes tanto
de cálculo como conceptuales. El tercer desarrollo pretende avanzar en la consecución
del transporte unidimensional en estructuras basadas en grafeno sin necesidad de recurrir
al grabado del grafeno, ya que los bordes presentes, por ejemplo, en las nanocintas son
importantes fuentes de scattering.

Entre las conclusiones encontradas podemos indicar:

En el caṕıtulo II hemos presentado un modelo para capturar las caracteŕısticas de
part́ıculas con interacción de intercambio a través de funciones condicionales 1D.
Hemos discutido cómo es el comportamiento de las trayectorias Bohmianas debido
a la interacción de intercambio. En particular, las trayectorias son perfectamente
distinguibles, pero los resultados que medimos (por ejemplo, la enerǵıa cinética) para
la part́ıcula 1 son idénticos que para la part́ıcula 2. Esta conclusión, en śı, es un
resultado que también obtenemos clásicamente. La diferencia clásica-cuántica está en
que como la probabilidad cuántica se encuentra a partir de la función de onda, las
funciones de onda de part́ıculas idénticas son especiales y deben tener simetŕıa de
intercambio. Estas funciones de onda particulares hacen que las trayectorias de Bohm
tengan algunas caracteŕısticas especiales: tanto bosones como electrones no cruzan
los puntos diagonales (esta última caracteŕıstica no debe confundirse con el principio
de Pauli).

En el caṕıtulo III se ha presentado un nuevo argumento para calcular la densidad de
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estados para paquetes de ondas (sin utilizar estados estacionarios). A partir de este
resultado se ha definido el concepto de densidad de flujo (DOF) y se ha utilizado para
desarrollar un nuevo modelo de inyección de electrones en grafeno para simulaciones
dependientes del tiempo. Todo este caṕıtulo versa sobre la necesidad de utilizar pa-
quetes de ondas para la correcta modelización del transporte electrónico en el caso
general, y de aspectos de alta frecuencia en particular. Este camino explorado en este
caṕıtulo abre algunas incógnitas como cuál es el tamaño de los paquetes electrónicos
que describen un electrón de transporte. En la Fig. 3.11 se presenta como se puede
atacar este cuestión a partir del ruido del grafeno. El grafeno presenta la peculiari-
dad de que todos los electrones, prácticamente, entran en el dispositivo con la misma
velocidad, al mismo ritmo. Esto no sucede para el silicio. Entonces, entre dos inyec-
ciones consecutivas de electrones en grafeno hay una gran correlación que se aprecia
en la Fig. 3.11. A partir de to se puede determinar fácilmente un valor aproximado
del soporte de la paquete de ondas del electrón en la dirección de transporte.

En el caṕıtulo IV hemos visto que el estudio del transporte electrónico en nanoondu-
laciones periódicas de grafeno muestra una anisotroṕıa debido a que la deformación
produce una distribución uniforme del estrés, que afecta la simetŕıa de la red ge-
nerando estados de borde análogos a los presentados en las nanocintas. De acuerdo
con las medidas experimentales y cálculos previos basados en Hamiltonianos modelo,
encontramos la formación de un nivel de enerǵıa para n = 0 para una orientación
cristalográfica armchair, en el que no se observa polarización de pseudospin. Es más
sorprendente la ausencia del nivel en n = 0 para ondulaciones zigzag, donde los
cálculos de LDOS presentan indicios de polarización de pseudospin.

Otro resultado no previsto es la cuantización de la conductancia, observada para
ambas orientaciones cristalográficas. Esto puede indicar la formación de canales de
corriente a lo largo de las ondulaciones, lo que explicaŕıa porqué ciertos mapas de
corriente obtenidos por microscoṕıa AFM muestran en las arrugas alta conductividad.

Esta tesis abre nuevas prespectivas para el estudio del transporte cuántico en disposi-
tivos nanoscópicos con muchos electrones interactuando.



Apéndice A

Demostración de la indistinguibilidad

Los requerimientos de Eq. (2.4) es suficiente para el indistinguishableness de resultados
del ensemble calculado a partir de la función de onda. El requerimiento de la indistinguisha-
bleness del ensemble resultante, calculado de las trayectorias de Bohm es que la trayectoria
de Bohm de las N particulas son simétricas sobre el intercambio de sus posiciones inciales.
En este apendice, nosostros mostramos que las propiedades anteriores estan garantizadas
por nuestra propuesta de usar Eq. (2.27) para fijar el desconocido angulo zp(l)j ,a(t).

En el tiempo inicial, por construcción, es obvio que Eq. (2.28) provee trayectorias de
Bohm con la deseada propiedad porque nosotros consideramos, solo en el tiempo inicial, la
función de onda separable. Nosotros consideramos, dos diferentes N-particulas trayectorias
de Bohm: �Xj[t] and �Xf [t]. tal diferentes trayectorias tienen de hecho, muchas identicas
componentes excepto dos. Nosotros tenemos �rj

k[t
′] = �rf

k [t′] = �rk[t
′] for all k except �rj

i [t
′] =

�rf
h[t′] = �rα[t′] y �rj

h[t
′] = �rf

i [t′] = �rβ[t′]. Nos demuestra que esta relación en el tiempo t′ es
tambien verdadera en el tiempo t′ + dt. En efecto, nosotros no solo tenemos que demostrar
que la velocidad de la part́ıcula i y h en t′ son intercambiadas. De acuerdo a Eq. (2.28), la

función de onda condicional usa para el cálculo la velocidad �vi( �X, t′)| �X= �Xj [t′] con la posición

inicial �Xj[t′] = {�r1[0], ..., �rα[0], ..., �rβ[0]...} es:

Ψj
i (�ri, t) = C

N !∑
l=1

Ψ̃p(l)j ,α(�r1[t], t), .., Ψ̃p(l)j ,α(�ri, t)

, .., Ψ̃p(l)j ,α(�rβ[t], t).., Ψ̃p(l)j ,α(�rN [t], t)

× sign (�p(l)) , (A.1)

y �vh( �X, t′)| �X= �Xj [t′] es:

Ψj
h(�rh, t) = C

N !∑
l=1

Ψ̃p(l)j ,β(�r1[t], t), .., Ψ̃p(l)j ,β(�rα[t], t)

, .., Ψ̃p(l)j ,β(�rh, t).., Ψ̃p(l)j ,β(�rN [t], t)

× sign (�p(l)) . (A.2)
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Por lo contrario, para muchas part́ıculas la trayectoria de Bohm con inciales condiciones
�Xf [t′] = {�r1[0], ..., �rβ[0], ..., �rα[0]...}, we have for �vi( �X, t′)| �X= �Xf [t′]:

Ψf
i (�ri, t) = C

N !∑
l=1

Ψ̃p(l)j ,β(�r1[t], t), .., Ψ̃p(l)j ,β(�ri, t)

, .., Ψ̃p(l)j ,β(�rα[t], t).., Ψ̃p(l)j ,β(�rN [t], t)

× sign (�p(l)) . (A.3)

y para �vh( �X, t′)| �X= �Xf [t′]:

Ψf
h(�rh, t) = C

N !∑
l=1

Ψ̃p(l)j ,α(�r1[t], t), .., Ψ̃p(l)j ,α(�rβ[t], t)

, .., Ψ̃p(l)j ,α(�rh, t).., Ψ̃p(l)j ,α(�rN [t], t)

× sign (�p(l)) . (A.4)

Como esperamos, es obvio que �vj
i (�ri, t

′) = �vf
h(�rh, t

′) and �vj
h(�rh, t

′) = �vf
i (�ri, t

′). El uso de la
expresión Eq. (2.28) tambien proporciona la propiedad adicional Ψj

i (�ri, t) se convierte en
cero cuando �ri = �rk[t] para i �= k. Entonces, Eq. (A.1) es basicamente la determinantede una
matriz con dos columnas identicas. Puede tambien ser demos trado que exp (z�p(l),a(t)) =∏N

k=1,k �=a Ψ̃p(l)j ,k(�rk[t], t) también proporcionan la condición de simetŕıa requeridas para
las trayectorias, pero esto no garantiza que la función de onda condicional es cero para
fermiones en los puntos coincidentes. Por lo tanto, Eq. (2.27) es preferido.



Apéndice B

Probabilidad de presencia de dos
fermiones idénticos descritos por la
ecuación Dirac a 1D

Primeramente desarollamos la ecuación de Dirac para un fermion sin massa (para masa
m=0).

ih̄
∂Ψ

∂t
= {vF α̂.�p}Ψ (B.1)

Ψ =

(
ψ1

ψ2

)
, α̂ =

(
0 1
1 0

)
, �p = h̄�k

Solución de ondas planas

Ψ+ =

(
u+

1

u+
2

)
ei(kz−w+t), h̄w+ = E+ = +vF |p|

u+
1 =

E+

√
2|E+|

=
1√
2

, u+
2 =

vF p√
2|E+|

=
k√
2|k|

Ψ− =

(
u−

1

u−
2

)
ei(kz−w−t), h̄w− = E− = −vF |p|

u−
1 =

−vF p√
2|E−|

=
−k√
2|k|

, u−
2 =

−E−
√

2|E−|
=

1√
2

Ψ+ =
1√
2

(
1
k
|k|

)
ei(kz−vF |k|t) E > 0 ,

k

|k| =

{
1 ; k > 0
−1 ; k < 0

(B.2)

Ψ− =
1√
2

( −k
|k|
1

)
ei(kz+vF |k|t) E < 0 ,

k

|k| =

{
1 ; k > 0
−1 ; k < 0

(B.3)
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Construimos un paquete de onda Gaussiano como una superposición de ondas planas
del espectro de enerǵıa positiva B.2 en espacio de momentum:

Ψe(k, 0) =
√

Ĝ(k − ko; σk)e
−izok

(
u+

1 (k)
u+

2 (k)

)
eizoko (B.4)

u±
i (k) =

∞∑
n=0

(k − ko)
n

n!

dn

dkn
u±

i

∣∣∣∣∣
k=ko

u±
i (k) = u±

i (ko) +
d

dk
u±

i

∣∣∣∣∣
k=ko

(k − ko) + . . .

d

dk
u+

1 = 0
d

dk
u−

1 = 0

d

dk
u+

2 = 0
d

dk
u−

2 = 0

û±(k) =

(
u±

1 (k)
u±

2 (k)

)
=

(
u±

1 (ko)
u±

2 (ko)

)
=

(
u±

1

u±
2

)

d

dk
u±(k) = 0

F
{
inknF̂ (k)

}
=

(
d

dz

)n

F−1
{
F̂ (k)

}

Ψe(k, 0) =
∞∑

n=0

1

n!

{(
d

dk

)n [
u+

1 (k)
u+

2 (k)

]}
k=ko

(k − ko)
n
√

Ĝ(k − ko; σk)e
[−izo(k−ko)] (B.5)

Ψe(k, 0) =

{[
u+

1 (ko)
u+

2 (ko)

]√
Ĝ(k − ko; σk)

}
e[−izo(k−ko)]

Ĝ(k; σk =
√

2σ∗
k) =

1√
π(
√

2σ∗
k)

exp

[
− (k)2

(
√

2σ∗
k)

2

]
=

1√
πσ2

k

exp

[
−(k)2

σ2
k

]

Ĝ(z; σz =
√

2σ∗
z) =

1√
π(
√

2σ∗
z)

exp

[
− (z)2

(
√

2σ∗
z)

2

]
=

1√
πσ2

z

exp

[
−(z)2

σ2
z

]
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σzσk = 1

Ψe(k, 0) =

{[
u+

1 (ko)
u+

2 (ko)

]√
Ĝ(k − ko; σk)

}
e[−izo(k−ko)]

Ψe(z, 0) =

{[
u+

1 (ko)
u+

2 (ko)

]√
Ĝ(z − zo; σz)

}
eikoz

Ψe(k, 0) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1√
2

(
1
k
|k|

)√√√√√ 1√
πσ2

k

exp

[
−(k − ko)2

σ2
k

]⎫⎪⎬
⎪⎭ e[−izo(k−ko)]

A continuación, escribimos la función de onda antisimétrica para dos electrones idénticos
(Por simplicidad, solo describimos la parte orbital asumiendo que los espines són idneticos
y no tienen repercusión en la antisimetria de la función total).

Φ = Ψe(z1, ko1, zo1; 0)Ψe(z2, ko2, zo2; 0) − Ψe(z2, ko1, zo1; 0)Ψe(z1, ko2, zo2, 0)

Φ =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1√
2

(
1
k
|k|

)√√√√√ 1√
πσ2

z1

exp

[
−(z1 − zo1)2

σ2
z1

]⎫⎪⎬
⎪⎭ eiko1z1

⎧⎪⎨
⎪⎩

1√
2

(
1
k
|k|

)√√√√√ 1√
πσ2

z2

exp

[
−(z2 − zo2)2

σ2
z2

]⎫⎪⎬
⎪⎭ eiko2z2

−

⎧⎪⎨
⎪⎩

1√
2

(
1
k
|k|

)√√√√√ 1√
πσ2

z2

exp

[
−(z2 − zo1)2

σ2
z2

]⎫⎪⎬
⎪⎭ eiko1z2

⎧⎪⎨
⎪⎩

1√
2

(
1
k
|k|

)√√√√√ 1√
πσ2

z1

exp

[
−(z1 − zo2)2

σ2
z1

]⎫⎪⎬
⎪⎭ eiko2z1

Una vez construida la función de onda antisimetrica, calculamos la norma medinate la
doble integral: ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Φ†(z1, z2; t = 0)Φ(z1, z2; t = 0)dz1dz2

y considerando σz1 = σz1 obtenemos finalmente, despues de unas paso laboriosos pero
evidentes, el siguiente resultado:

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|Φ(z1, z2; t = 0)|2dz1dz2 = 2

(
1 − e

−(zo1−zo2)2

2σ2 )− (ko1−ko2)2σ2

2
)
)

.

Se obtiene exactamente el mismo resultado que habiamos obtenido en la tesis para
sistemas mas simples descritos para bandas parabolicas. Ver Eq. 3.13. De nuevo podemos
definir el vector d(1, 2) a través de la Eq. 3.14 donde σk = 1/σ seria la dispersión de los
vectores de onda del paquete.
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[30] S. Weiss et al. Iterative real-time path integral approach to nonequilibrium quantum
transport. Phys. Rev. Lett, 77:195316, 2008.

[31] J Eckel et al. Comparative study of theoretical methods for non-equilibrium quantum
transport. New J. Phys., 12:043042, 2010.

[32] Samuel Colin et al. Quantum non-equilibrium and relaxation to equilibrium for a
class of de brogliebohm-type theories. New J. Phys., 12:043008, 2010.

[33] P. R. Holland. The Quantum Theory of Motion: An Account of the de Broglie-
Bohm Causal Interpretation of Quantum Mechanics. Cambridge University Press,
Cambridge, 1995.

[34] A. Valentini et al. Dynamical origin of quantum probabilities. Proc. R. Soc. A,
461:253 272, 2005.

[35] Samuel Colin. Relaxation to quantum equilibrium for dirac fermions in the de broglie-
bohm pilot-wave theory. PProc. R. Soc. A, 468:1116 1135, 2012.

[36] Ivan Kassal et al. Polynomial-time quantum algorithm for the simulation of chemical
dynamics. PNAS, 105:18681–18686, 2008.

[37] A. Montina et al. Exponential complexity and ontological theories of quantum me-
chanics. Phys. Rev. A, 77:022104, 2008.

[38] X. Oriols. Quantum trajectory approach to time dependent transport in mesoscopic
systems with electron-electron interactions. Phys. Rev. Lett, 98:066803–066807, 2007.

[39] et al. M. Guerra. F́ısica: (tomo I) Elementos fundamentales. Editorial Reverté, S.
A., Barcelona, 1994.

[40] Skriver. The LMTO Method. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg, 1984.

[41] Magyari-Kope. Structural Stability of Solids from First Principles Theory. PhD
thesis, Royal Institute of Technology Department of Physics, Stockholm, 2002.

[42] Rowland, Todd. ”Functional.”From MathWorld–A Wolfram Web Resource, created
by Eric W. Weisstein. http://mathworld.wolfram.com/Functional.html.

[43] Rogal. Stability, Composition and Function of Palladium Surfaces in Oxidizing En-
vironments. PhD thesis, Freie Universität Berlin, Berlin, 2006.

[44] Otiniano, Ruiz, Fernández, Mendoza, and Landauro. Estudio de la aplicabilidad
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[85] D. Dürr and S. Teufel. Bohmian Mechanics: The Physics and Mathematics of Quan-
tum Theory. Springer, Germany, 2009.

[86] X. Oriols et al. Quantum trajectory approach to time dependent transport in mesos-
copic systems with electron-electron interactions. Phys. Rev. Let., 98:066803–066807,
2007.

[87] G.Albareda et al. Many-particle hamiltonian for open systems with full coulomb
interaction: Application to classical and quantum time-dependent simulations of na-
noscale electron devices. Phys. Rev. B, 79:075315–075331, 2009.

[88] C. Cohen-Tannoudji et al. Quantum Mechanics (Vol I and II). Wiley, John and
Sons, 1978.
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