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Als meus pares,

La diferència entre el que fem i el que ser´ıem capac¸os de fer,
seria suficient per resoldre la major part dels problemes del m´on.

Gandhi.
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2 ÍNDEX

6.2.1 Cas I . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
6.2.2 Cas II . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
6.2.3 Cas III . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

7 Altres situacions 105
7.1 Quan dim�� = dim� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
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It is said: ”All knowledge is, in the final analysis, history.
All sciences are, in the abstract, mathematics.”

I venture to add: ”All methods of acquiring knowledge
are essentially through statistics.”

C.R. Rao,Statistics and Truth.

Pròleg

L’objectiu general d’aquest treball ´es posar de relleu alguns problemes relacionats
amb la teoria dels tests d’hip`otesis i aportar nous elements que donin uns crite-
ris per a la selecci´o de models estad´ıstics. Per aix`o usarem principalment, com
a mitjà, tècniques geom`etriques en el context de l’estad´ıstica, i aixı́ proposarem
noves metodologies, alternatives o complement`aries a les t`ecniques cl`assiques,
basades en les propietats geom`etriques dels models estad´ıstics. En tot aquest tre-
ball es tractar`a, de forma unificada, el problema de l’especificaci´o del model i els
tests d’hipòtesis. Per aclarir una mica m´es aquesta idea podem dir que es tractaran
els tests d’hip`otesis des de la perspectiva de la selecci´o de models, en el sentit que
acceptar una hip`otesi consistir`a, essencialment, en acceptar que un model des-
criurà els trets m´es rellevants de una part de la realitatmillor, segons uns criteris
prèviament explicitats, que un altre m´es complex. Per tant els tests d’hip`otesis i
la selecció de models es tractaran a trav´es d’unes mateixes eines metodol`ogiques.

De fet, dintre del context dels tests d’hip`otesis, es donen una s`erie de paradoxes
que moltes vegades passen desapercebudes, o b´e són acceptades, pels estad´ıstics, i
no estad´ıstics, que els utilitzen, per`o que deixen entreveure unes certes mancances
a nivell conceptual. Recordem, que en la formulaci´o clàssica dels tests d’hip`otesis,
moltes vegades s’accepta una hip`otesi la qual sabem, estrictament parlant, que ´es
falsa. Per`o prendre aquests tipus de decisions pot ser raonable per diverses raons:
doncs un model m´es senzill ens pot permetre sintetitzar o simplificar una realitat
complexa, facilitant, a m´es, la predicci´o de nous resultats amb un cert grau de
fiabilitat. El que no sembla doncs massa raonable ´es que aquestes decisions entre
hipòtesis es prenguin en base a les seves probabilitats, o probabilitats condiciona-
des, d’error, donat que sabem, en sentit estricte, que s´on falses.

Des d’aquest punt de vista, i tal com es desenvolupa en la secci´o 2 del cap´ıtol 1,
la qüestió bàsica de la infer`encia estad´ıstica no hauria de ser:Quina és la pro-
babilitat que una afirmacío donada sigui certa?, doncs sabem que cap afirmaci´o
és estrictament certa, en el sentit que els models utilitzats en aquest context s´on
només aproximacions de la realitat. M´es aviat, la q¨uestió bàsica hauria de ser:
quant allunyada està una determinada afirmació de la realitat?, suposant, ´es clar,
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que s’ha definit una dist`ancia per mesurar-ho. Dit en altres paraules, una estructu-
ra formal per a determinats tipus de raonaments inductius s’hauria de fonamentar
més en una mesura de proximitat a larealitat, que no pas en una probabilitat. De
fet, la probabilitat ´es una molt bona eina per quantificar la propensi´o a ocórrer dels
esdeveniments observables, doncs parlem en termes de si un esdeveniment ocorre
o no, i no pas en termes de si aquest esdeveniment ´esvertadero fals. En aquest
sentit la probabilitat ´es una eina b`asica per construir models te`orics de fen`omens
observables, per`o en inferència estad´ıstica, segons el que hem comentat anterior-
ment, sembla m´es adient utilitzar una dist`ancia.

En aquest treball s’ha intentat donar una metodologia alternativa basada en dist`an-
cies sobre els models estad´ıstics param`etrics. Com ´es ben sabut, aquests models,
sota certes condicions generals de regularitat, tenen estructura de varietat Rieman-
niana, de manera que apareix com a dist`ancia natural la dist`ancia Riemanniana,
la qual podem utilitzar com a eina per quantificar l’error estad´ıstic. Cal remarcar
que es podria haver utilitzar una altra dist`ancia i que aquest no ´es el tret dife-
rencial d’aquest treball, sin´o que, el que es pret´en és donar un nou plantejament
metodològic dels tests d’hip`otesis, o si m´es no, obrir un cam´ı alternatiu que pugui
evitar algunes de les paradoxes que apareixen en la metodologia cl`assica.

En el cap´ıtol 2 es proposen quatre m`etodes, tot i que, de fet, podr´ıem parlar d’un
únic mètode en el sentit que tots ells comparteixen una mateixa filosofia de fons
que s’implementa, a efectes pr`actics, segons les diferents prefer`encies a l’hora de
treballar en estad´ıstica: freqüentista o Bayesiana, utilitzant probabilitats o b´e mo-
ments. Cal tenir en compte tamb´e que tots ells es basaran en l’acceptaci´o d’un
estimador convenient pel model general, com per exemple l’estimador m`axim-
versemblant, del vertader valor del par`ametre. Aix´ı doncs, i seguint la l´ınia que
hem comentat a l’inici d’aquest par`agraf, els quatre m`etodes sorgeixen de les com-
binacions de dues regles i dos procediments. Les regles es defineixen per compa-
rar els errors fets en realitzar les estimacions sota l’espai general de par`ametres i
sota el subespai definit per la hip`otesi nul�la, en una regla es comparen probabili-
tats i en l’altra moments, rebent els noms de regla–� i regla–�, respectivament.
Els dos procediments es defineixen per obtenir una estimaci´o en la mesura de
l’error sota el subespai de par`ametres definit per la hip`otesi nul�la, utilitzant una
aproximació freqüentista en un cas, i una Bayesiana en l’altre. Aquest dos pro-
cediments rebran el nom de procediment–� i procediment–� respectivament. En
aquest segon cap´ıtol es tractar`a també, la relació entre hipòtesis simples i com-
postes i les distribucions asimpt`otiques d’algunes de les dist`ancies que apareixen
en els mètodes anteriorment descrits.
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Des del tercer cap´ıtol fins al sisé, es veuran diferents aplicacions dels m`etodes a
diferents models estad´ıstics coneguts, com ´es el cas del model normal�-variant
amb� coneguda, el model Poisson, el model Gamma i el model lineal normal.
Notem però, que en el cap´ıtol 4 es donar`a una aproximaci´o asimptòtica per a un
model estad´ıstic param`etric regular�-dimensional general, aix`o es farà utilitzant
un dels mètodes abans proposats.

Finalment s’estudiar`a el comportament dels m`etodes proposats quan no es com-
pleix una de les suposicions b`asiques plantejades en aquest nou desenvolupament
metodològic: quan no podem suposar que la probabilitata priori corresponent a
la hipòtesi nul�la, o submodel, ´es zero. Veurem com en aquest cas encara es donen
resultats raonables, la qual cosa mostra la robustesa d’aquests nous m`etodes.
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Caṕıtol 1

Introducci ó

En molts casos, quan els cient´ıfics utilitzen un model, s´on conscients que aquest ´es
només una aproximaci´o de la realitat. Per`o les raons per utilitzar-lo s´on diverses:
ens permet sintetitzar la variabilitat de les dades mantenint alhora un ajust rao-
nable amb les observacions i facilitant, a m´es, la predicci´o de nous resultats amb
certa precisi´o. En un sentit ampli, la modelitzaci´o fa la realitat m´es entenedora.

Entre els models possibles es procurar`a triar el que millor s’ajusti a la nostra rea-
litat, dintre d’uns nivells acceptables de complexitat. S’estudiar`a la selecci´o d’un
model, quan un est`a inclòs dintre d’un altre, tenint en compte les analogies d’a-
quest proc´es de decisi´o i elecció del model amb la teoria dels tests d’hip`otesis.
En aquests models, les observacions apareixen freq¨uentment com els valors que
prenen unes determinades variables aleat`ories i les hipòtesis s´on afirmacions refe-
rents a la distribuci´o d’aquestes variables. En aquest context, s’analitzar`a també la
problemàtica donada quan la selecci´o d’un model es basa exclusivament en el cri-
teri de la màxima versemblanc¸a, doncs aquest criteri ens condueix quasi sempre
al model més complex.

Es veurà com l’aplicació dels mètodes cl`assics, en algunes situacions, d´ona lloc
a certes paradoxes i com aquestes paradoxes es poden evitar, o almenys es pot
obrir un nou cam´ı, utilitzant metodologies alternatives. Aquests nous m`etodes es
desenvoluparan en alguns casos concrets veient tamb´e, en altres, el paral�lelisme
amb la teoria cl`assica.
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8 CAPÍTOL 1. INTRODUCCIÓ

1.1 Evolucío històrica de la teoria dels tests d’hip̀o-
tesis i l’eleccío dels models estad́ıstics

Comenc¸arem donant el significat d’alguns conceptes b`asics utilitzats dintre del
context de la teoria del test d’hip`otesis i l’elecció dels models estad´ıstics.

Explicarem primer el que s’ent´en perhipòtesis estad́ıstiques. Una hipòtesi, quan
ve expressada en termes d’una classe de distribucions de probabilitat, esdev´e una
afirmació que imposa restriccions addicionals sobre la classe de distribucions es-
pecificades pels models. Si la hip`otesi especifica completament la distribuci´o,
és a dir cont´e unaúnica distribució de probabilitat, aleshores s’anomena hip`otesi
simple; en cas contrari s’anomenar`a composta. Donat, a m´es, que una hip`otesi
sota test representa freq¨uentment l’abs`encia d’un efecte, ens referim a ella com
hipòtesi nul�la.

La formulació d’hipòtesis i el seu contrast a trav´es de l’observaci´o són passos es-
sencials en el proc´es cient´ıfic. Una discussi´o detallada del seu paper en el desen-
volupament de les teories cient´ıfiques ve donat per Popper [40] l’any 1935.

Tests d’hip̀otesis.Un test d’una hip`otesi� és una regla de decisi´o que especifica,
per a cada conjunt possible de valors de les observacions, si acceptar o rebutjar
�, havent estat aquests valors particulars observats. Hi ha, per tant, una divisi´o
de tots els possibles conjunts de valors (l’anomenat espai mostral) en dos grups:
aquells pels quals la hip`otesi� serà acceptada,(regió d’acceptacío), i aquells
pels quals ser`a rebutjada,(regió de rebuig o regío cŕıtica). En els anomenatsTests
Aleatoritzatss’introdueix un mecanisme aleatori, dependent de les observacions,
per decidir si acceptar o rebutjar�, entenent-se com una generalitzaci´o del cas
anterior.

Els tests estan definits t´ıpicament en termes d’un estad´ıstic de test� , encarregat de
resumir tota la informaci´o donada per les dades observades i els valors extrems del
qual són clarament improbables d’oc´orrer si� és certa, per`o no són sorprenents
si � és falsa. Sembla aleshoresnatural rebutjar� quan� prengui valors sufici-
entment grans o suficientment petits. Anomenarem doncs� a la regió crı́tica o
de rebuig.

L’elecció d’un test apropiat no dep`en només de la hip`otesi� que es vol acceptar
o rebutjar, la qual s’anomenar`a hipòtesi nul�la i es notarà ��, sinó també de les
maneres en que aquesta hip`otesi pot ser falsa, aix`o és, de les distribucions de
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probabilitat que no satisfan�� anomenadesalternatives o hip̀otesis alternativesi
que es notaran��.

Per especificar un test del tipus anterior completament, ´es encara necessari se-
leccionar un o uns determinats valors cr´ıtics. Aquesta selecci´o es fa normalment
sobre les bases de les seg¨uents consideracions: els valors pels quals la hip`otesi
nul�la serà rebutjada podrien oc´orrer fins i tot si aquesta hip`otesi fos certa; aix`o
hauria de ser, no obstant, molt improbable. Una mesura de com s´on de sorprenents
aquests valors sota�� és la probabilitat d’observar-los quan�� és certa. Aques-
ta probabilitat,����� �, s’anomenanivell de significacío o probabilitat d’error
de primera esp̀eciedel test, que es nota tamb´e freqüentment per� i el qual vol-
drem que prengui valors petits tals com: 0.01 ´o 0.05. El valor o valors cr´ıtics es
determinen doncs a partir de l’equaci´o:

����� � � �

Un altre requisit que ´es convenient en un test ´es mantenir un nivell de significaci´o
baix però controlant que la probabilitat de rebutjar��, quan sigui falsa, sigui
alta. Aquesta probabilitat,����� �, s’anomenapot̀encia del test, on�� representa
la hipòtesi alternativa. Al valor�����

�� se l’anomenaprobabilitat d’error de
segona esp̀ecie. Per a m´es detalls es pot veure Lehmann [29] i Neyman i Pearson
[33], entre altres.

Per comenc¸ar amb l’evolució històrica de la teoria dels tests d’hip`otesis, direm que
uns dels primers tests en apar`eixer van ser els anomenatstests de significació, que
s’usen en situacions on el fenomen que s’est`a estudiant t´e una component d’atzar,
la qual pot apar`eixer de manera natural o ser introdu¨ıda artificialment mitjanc¸ant
simulació. Aquests tests proporcionen les fronteres que decideixen en quin grau
els resultats inusuals poden ser atribu¨ıts a l’atzar. Per obtenir aquestes fronte-
res s’usa un model que descrigui els efectes de l’atzar. Si aquest ´es l’única font
dels resultats observats, aleshores el model mateix ha de ser suficient per explicar
dits resultats. Els tests de significaci´o decideixen, doncs, la sufici`encia o no del
model en aquest sentit. La hip`otesi que ens diu que el model ´essuficients’ano-
mena normalmenthipòtesi nul�la, mentre que no es parla expl´ıcitament d’hipòtesi
alternativa.

Per dur a terme aquests tests de significaci´o, són necessaris uns objectes adequats
capac¸os de resumir les dades observades, els estad´ıstics de test. Una vegada ava-
luat aquest estad´ıstic a partir de les observacions, es calcula la probabilitat, sota
la hipòtesi nul�la, que un resultat siguipitjor que l’observat, ´es a dir, el�-valor
o probabilitat de la cua corresponent. Quan m´es petita sigui aquesta probabilitat,
més forta ser`a l’evidència contra la hip`otesi nul�la.
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La primera publicaci´o on s’usa un raonament semblant a un test de significaci´o
s’atribueix a John Arbuthnot (1710). En un estudi sobre el sexe dels nadons en
Londres durant 82 anys, conclou que l’atzar no ´es suficient per explicar que durant
aquests anys el nombre de nadons de sexe mascul´ı hagi dominat al femen´ı. Però
tot i queés un exemple clar del problema de trobar una distribuci´o que s’ajusti
als efectes produ¨ıts per l’atzar, Arbuthnot va arribar a aquesta conclusi´o sobre les
bases d’una simple generalitzaci´o inductiva dels 82 anys observats. No va utilitzar
l’obtenció d’un nivell de significaci´o petit en el seu raonament.

En el 1812, Laplace [28], amb la sevaThéorie Analytique des Probabilités, va
presentar un tipus de raonament que podria ser anomenat test de significaci´o, usant
com a distribuci´o de l’estad´ıstic de test la distribuci´o normal.

L’any 1900, Karl Pearson [39] tracta el problema de mesurar el bon ajust entre
les dades observades i altres distribucions diferents a la normal. Va definir una
funció estad´ıstica anomenada	� a partir de variables normals i incorrelacionades,
de manera que el valor d’aquesta funci´o 	� augment´es a mesura que les variables
es desviaven dels valors esperats. Cal notar que el test de Pearson ´es un test
per a mostres grans, ja que necessita un gran nombre d’observacions per usar les
propietats de normalitat asimpt`otica.

Sota el nom de Student [47], W. S. Gosset proposa l’any 1908 la primera soluci´o
a un cert tipus de tests per a mostres petites. Modelant l’atzar a partir de la distri-
bució normal, Student va aconseguir definir una distribuci´o de probabilitat exacta
quan la desviaci´o estàndard havia de ser aproximada per la desviaci´o estàndard
mostral. Com a resultat es va obtenir la distribuci´o 
 de Student.

A principis de l’any 1920 R. A. Fisher va estendre els resultats de Student afegint
a la seva teoria l’estimaci´o dels par`ametres en la construcci´o del test. Usant les
dades per estimar els valors dels par`ametres va aconseguir reduir els graus de
llibertat. Fisher [15] va demostrar que en molts casos es pot trobar una distribuci´o,
generalment asimpt`otica, per l’estad´ıstic de test sota la hip`otesi nul�la, estimant els
paràmetres lliures a partir del m`etode de la m`axima-versemblanc¸a. Però Fisher
mai va fer una teoria de construcci´o del test de significaci´o, malgrat que ell va
inventar o desenvolupar la majoria dels tests m´es usats i fins i tot alguns tests no
paramètrics bàsics. Fisher no estava d’acord amb l’´us de la probabilitat inversa,
usada a l’hora de determinar els valors cr´ıtics per a les diferents distribucions
dels estad´ıstics de test, i de fet no li atreia la teoria de la decisi´o. Però, tot i que
no estava d’acord amb l’´us de la probabilitat inversa, entesa en un sentit Bayesi`a,
sentia la necessitat d’usar alguna eina semblant donat que va intentar desenvolupar
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un substitut: la probabilitat fiducial.

Dels tests de significaci´o, només preocupats per la hip`otesi nul�la es va passar a la
teoria del contrast d’hip`otesis o tests d’hip`otesis que es coneix actualment, en els
quals s’especifica completament el tipus d’hip`otesi alternativa que conv´e en cada
cas, donant lloc a les diferents classes de tests.

L’any 1928, J. Neyman i E. S. Pearson van comenc¸ar a desenvolupar una meto-
dologia del contrast d’hip`otesis definint els errors de primera i segona esp`ecie i
investigant un principi intu¨ıtiu per a la construcci´o de tests que els va portar al test
de la raó de versemblanc¸a. El principi de la ra´o de versemblanc¸a va ser extraor-
dinàriament fruct´ıfer, d’ell se’n derivaven, deforma exacta o aproximada, molts
dels altres tests coneguts, incloent-hi el de la	� de Pearson.

Encara quedava per`o, una important q¨uestió per resoldre: quin ´es el millor test?
Neyman i Pearson havien formulat impl´ıcitament, en el 1928, el seu criteri: fi-
xats els percentatges d’errors de primera esp`ecie, minimitzar els errors de segona
espècie. Cap a l’any 1933, s’havien establert totes les definicions claus per per-
metre una presentaci´o ordenada que tenia com a eix central el lema de Neyman-
Pearson, el qual desenvolupa uns criteris per a contrastar una hip`otesi simple front
una alternativa tamb´e simple, estenent-se en alguns casos a simple front alterna-
tiva composta. Tot el que es refereix al contrast d’hip`otesis ha estat desenvolupat
sobre aquestes bases des de llavors. Per a m´es detalls veure Neyman i Pearson
[33], Neyman [32], Pearson [37] i [38].

Un altre problema ha aparegut en la hist`oria recent dels tests d’hip`otesis. Els re-
sultats d’un test s´onrebutjar la hipòtesi nul�la ono rebutjarla hipòtesi nul�la. Però
la pregunta que queda ´es: quines hip`otesis poden ser leg´ıtimamentacceptadeso
provisionalment agafades com a resultat d’un test? Suposem que un test doni com
a resultat rebutjar la hip`otesi nul�la, justifica això la acceptaci´o d’una altra hip`otesi
sobre l’existència d’una font sistem`atica que d´ona lloc a les observacions? Supo-
sem, al contrari, que un test doni un resultat fortament no significatiu, justifica
això l’acceptació de la hipòtesi nul�la? Hi ha fortes raons per pensar o creure que
no.

Un test no significatiu ha d’assenyalar que la hip`otesi nul�la podria ser una font
adequada per explicar les dades, per`o sense suposicions addicionals, aquest resul-
tat no ha de provar necess`ariament que la hip`otesi nul.la sigui l’única explicaci´o
possible per obtenir aquestes observacions. La confusi´o que envolta aquest resul-
tat pot ser eliminada d’alguna manera si es realitza un canvi subtil en la interpre-
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tació dels tests. Per exemple, el test	� de Pearson anomenat anteriorment, usa
nivells de significaci´o com a mesura d’ajust entre hip`otesis i dades. Resultats no
significatius indicarien un bon ajust, i no la certesa, de la hip`otesi nul�la. De fet en
aquesta l´ınia anirà dirigit tot aquest treball. Com a bibliografia addicional sobre
l’història de contrast d’hip`otesis podem destacar Fisher, R.A. [17], Kendall, M.G.
i Plackett, R.L. [27].

1.2 Algunes dificultats conceptuals dels tests d‘hip̀o-
tesis

Qualsevol argument cient´ıfic es refereix a una part de la realitat i pret´en establir
afirmacions que hi estiguin d’acord. Per`o totes les afirmacions es fan amb un
llenguatge de refer`encia, el qual ´es intrı́nsecament limitat per ajustar-se fidelment
a la realitat. En paraules de L. Wittgenstein [48],Els ĺımits del meu llenguatge
signifiquen els ĺımits del meu mon, com pot veure’s en el seuTractatus logico-
philosophicus.

Tot i aquesta limitaci´o, és convenient fer discussions sota un context general dins
el qual aquestes afirmacions es consideraran certes, sin´o no seria possible ex-
pressar cap argument, amb la pretensi´o de ser cert. Considerem, per exemple, la
representaci´o conceptual d’una direcci´o, a l’espai f´ısic, mitjançant una recta real.
És clar que quan m´es ric sigui el llenguatge, m´es possibilitat hi haur`a que s’ajusti
millor a la realitat, per`o moltes vegades, en l’estudi d’una part de realitat dona-
da, és útil introduir algunes simplificacions conceptuals per representar algunes
caracter´ıstiques b`asiques del problema d’una manera m´es entenedora, encara que
aquesta simplificaci´o suposi allunyar-se una mica de la realitat. Sota aquest punt
de vista la q¨uestió bàsica en infer`encia estad´ıstica no seriaquina és la probabili-
tat que una determinada afirmació sigui certa?, donat que, quasi segurament, no
és estrictament certa, la q¨uestió bàsicaésquant allunyada està aquesta afirmació
de la vertadera?, suposant que tenim un procediment per quantificar aquesta llu-
nyania, per exemple, una dist`ancia. En altres paraules, per estudiar formalment
certs tipus de raonaments inductius ens haur´ıem de basar m´es en una mesura de
proximitat a la veritatque en laprobabilitat d’error. Observem que, sota aquesta
aproximació, la estricta falsedat d’una afirmaci´o feta en aquest llenguatge de re-
ferència no invalida aquestes consideracions, donat que pressuposem que aquest
llenguatge ´es prou ric perajustar-se suficientmenta la realitat per a un prop`osit
donat.
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En aquest treball considerarem problemes de test d’hip`otesis en el context dels
models estad´ıstics param`etrics quan la dimensi´o corresponent a la hip`otesi nul�la
és estrictament m´es petita que la corresponent a la dimensi´o del model total. In-
tentarem resoldre aquests tipus de problemes a partir de m`etodes que ens pro-
porcionin un significat prec´ıs a les idees que hem comentat anteriorment, ´es a dir,
donar raons clares de per qu`e algunes vegades triem el model m´es simple (hip`otesi
nul�la) encara que aquesta no sigui certa.

Dintre del context dels models estad´ıstics param`etrics, un problema de contrast
d’hipòtesis estar`a definit per una part�� de l’espai de par`ametres�,�� � �, cor-
responent a la hip`otesi nul�la. Considerem un cas freq¨uent, que ja hem anomenat
anteriorment: quan els graus de llibertat sota la hip`otesi nul�la són estrictament
més petits que els corresponents a l’espai total de par`ametres. Geom`etricament
parlant,� serà una varietat�-dimensional, real,�� i �� una subvarietat�-
dimensional estrictament inclosa en� amb� � � � �, això és: �� �  � ��

front �� �  �� ��, on representa el par`ametre corresponent a la vertadera funci´o
de probabilitat. Generalment� és un conjunt obert de�� i en aquest cas s’acostu-
ma a usar els mateixos s´ımbols,, per notar punts i coordenades, ´es a dir, agafant
com a sistema de coordenades la identitat. Per a m´es detalls, veure l’ap`endix.

Amb l’objectiu de construir un test, una aproximaci´o ingènua, si no f´essim cas
d’algunes de les anteriors observacions, podria ser plantejar el problema de la
forma seg¨uent: donada una mostra de mida�, quinaés laprobabilitat (des d’una
perspectiva freq¨uentista)que�� sigui certa? i decidir entre les hip`otesis tenint en
compte aquesta probabilitat.

Per respondre a aquesta pregunta haur´ıem de con`eixer ladistribució a priori sobre
�, anomenem-la�, i seguir una aproximaci´o Bayesiana est`andard. El primer pro-
blema seria l’elecci´o de la distribuci´o a priori, suposant que volgu´essim mantenir
un significat freq¨uentista de la probabilitat a posteriori. Aquesta elecci´o dependria
de cada an`alisi estad´ıstic en particular, una vegada determinadescompletament
les condicions experimentals sota les quals, la poblaci´o estad´ısticaactual, ha estat
seleccionada. Per`o, malauradament, aquesta informaci´o noés normalment cone-
guda, malgrat la seva possible exist`encia en qualsevol situaci´o particular, doncs
normalment, cada mostra s’ha generat partir d’unes condicions experimentals re-
als de les quals no en som conscients.

Tot i aquest problema, en la majoria dels casos ´es raonable suposar que la mesura a
priori en la varietat� és tal que, donat qualsevol sistema de coordenades� � � �
� � �

�, la corresponent mesura indu¨ıda en�� (o en ���� ) és absolutament
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contı́nua respecte la mesura de Lebesgue en�
� , o equivalentment, respecte la

mesura Riemanniana�� corresponent a la m`etrica informativa. Per a m´es detalls
veure Jeffreys [24]. Notem que la suposici´o anteriorés compatible amb laquasi
total absència de coneixement a priori sobre la vertadera mesura de probabilitat,
menys coneixement, de fet, que la suposici´o de qualsevol a priori no informativa.
Per aclarir una mica aix`o, considerem els seg¨uents exemples:

� Si considerem� un obert de�� i agafem un sistema de coordenades do-
nat per la identitat, en tot�, amb la hipòtesi anterior aconseguirem que la
distribució de probabilitata priori ”tingui densitat” respecte la mesura de
Lebesgue en��.

� Si considerem� una varietat Riemanniana i com a mesura,�� , el volum
Riemannià donat per la m`etrica informativa, la distribuci´o a priori serà ab-
solutament cont´ınua respecte�� . És a dir, si� és la probabilitat a priori,
existeix una funci´o positiva� � ����� �, anomenada densitat a priori, tal
que �� � � �� . Dit d’una altra manera, identificant els punts de la va-
rietat,  � � amb les seves coordenades��� � � � � �� � �

� tenim que
�� �

�
��� � , on ��� � det������� , essent����� els coeficients de

la matriu d’informació de Fisher sota la parametritzaci´o ��� � � � � �� i �
la mesura de Lebesgue sobre��, en l’apartat 1.3 es fa una descripci´o més
detallada sobre la construcci´o de la mètrica informativa a partir de la matriu
d’informació de Fisher i per a m´es detalls es pot veure Amari [3], Hicks
[23] i Spivak [46]. Aixı́ finalment

�� � ���
�

��� �

Sota aquesta hip`otesi tenim clarament, (donat que�� és�-dimensional i estric-
tament inclosa en�), que la probabilitata priori de la hipòtesi nul�la és zero,
����� � � , i la probabilitata posteriori, � ������ � � també és zero!, doncs��

és un conjunt de mesura Riemanniana zero.

És més, des d’un punt de vista purament aplicat,l’experiència mostraque en pro-
blemes de contrast d’hip`otesi d’aquest tipus en en els quals, dim�� � dim�, una
vegada fixat el nivell de significaci´o del test,la hipòtesi nul�la ser̀a (quasi)sempre
rebutjadaquan es treballi amb ungrandària mostral suficientment grani sempre
que no canvi¨ın les condicions experimentals sota les quals mostregem. Aix`o noés
sorprenent si es t´e en compte que aquests models en general, i en particular el sub-
model proposat corresponent a la hip`otesi nul�la, són només aproximacions de la
realitat, i aleshores, estrictament parlant i des d’un punt de vista l`ogic, incorrectes
o falsos. Aquestes consideracions han estat observades a la literatura per diversos
autors, es pot veure per exemple Berger [7].
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Aix ı́ doncs, des d’aquesta perspectiva, quin ´es el significat filos`ofic de l’accepta-
ció de la hipòtesi nul�la, donat que sabem, sota febles suposicions, que ´es quasi
segurament falsa?

Què volem dir quan acceptem hip`otesis tals com:

� El pes, d’una poblaci´o donada, est`a normalment distribu¨ıt.

� Ambdues poblacions normals tenen la mateixa vari`ancia.

� Aquest dau ´esperfecte, això és:�� � �� � � � � � �� �
�
�

?

En tots aquests casossabemque la hipòtesi nul�la és quasi segurament falsa,in-
dependentmentde qualsevol mostra en particular.

De la discussi´o anterior se’n dedueix clarament que laprobabilitat d’error ésno
informativarespecte el rebuig o acceptaci´o de la hipòtesi nul�la. A més, quinés
el sentit de fer elnivell de significacío baix (� � ���	, � � ���
, o més petit)
si aquest nom´es representa la probabilitatcondicionald’error corresponent a un
esdeveniment de probabilitat zero?

Si només es vol provar quela hipòtesi nul�la és aproximadament certáes més ne-
cessària una mesura d’ajust entre hip`otesis i dades que una mesura de lapropensío
de que una hip`otesi sigui certa, m´es com s’utilitzava el test de bondat d’ajust	� a
comenc¸aments de segle. Una discussi´o interessant sobre hip`otesis cient´ıfiques es
pot trobar a Good [19]. Altres discussions i cr´ıtiques interessants sobre la inter-
pretació dels tests d’hip`otesis es poden trobar a Rollal [44], i a Harlow, Mulaik i
Steiger [30].

Notem que els procediments est`andards, tals com fixar un nivell de significaci´o
(d’acord o no amb el grand`aria mostral), o calcular les probabilitats de les cues,
apareixen de forma natural quan considerem el cl`assic problema de Neymann-
Pearson: les hip`otesis nul�la i alternativa s´on simples. En aquest cas, qualsevol a
priori raonable d´ona lloc a una probabilitat a posteriori positiva per a la hip`otesi
nul�la i una manera adecuada de minimitzar la probabilitat d’error, sota la qua-
si total abs`encia de coneixement sobre la distribuci´o a priori, és maximitzar la
potència d’un test una vegada fixat un nivell de significaci´o. Però quan l’alter-
nativaés una hip`otesi compostano comptable, actuar de la mateixa manera, per
analogia, no sembla prou justificat doncs no clarifica massa b´e quinés l’avantatge
d’acceptar la hip`otesi nul�la.
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Un altre aspecte important es planteja quan els problemes de test d’hip`otesis es
veuen com la selecci´o d’un model apropiat, quan un model est`a inclòs dintre de
l’altre. Aquestés, de fet, un problema lleugerament diferent des d’un punt de vista
lògic, però l’aproximació anterior ens pot ajudar a veure tamb´e el cam´ı a seguir.
Per altra banda, els m`etodes estad´ıstics que es desenvoluparan seran aplicables
tant en laseleccío del modelcom en elstests d’hip̀otesis.

Des d’aquesta perspectiva, quan es tenen diversos models param`etrics cada un
inclòs en l’altre, la selecci´o del model basadaexclusivamenten el criteri de la
màxima-versemblanc¸a no resulta convenient donat que sempre ens condueix al
model més complex,independentmentde la grand`aria mostral, la qual cosa va en
contra del sentit com´u. Això porta a diversos autors a proposar algunes penalitza-
cions a la complexitat del model, veure Akaike [2], Good i Gaskins [20]. Per`o tot
i aixı́ tampoc no acaben de funcionar.

Agafem, per exemple, el criteri de Akaike,Akaike Information Criteria, on es
considera la seg¨uent quantitat:

��� � 	� ���� � �

on � és la raó de versemblanc¸a i � el nombre de par`ametres del model. El mo-
del amb menor��� és considerat el millor en el sentit de minimitzar l’error
quadràtic mig predictiu. No obstant Schwartz (1978), entre altres autors, va pun-
tualitzar que el criteri d’Akaike no ´es consistent en el sentit que no selecciona el
vertader model, amb probabilitat propera a un, quan el grand`aria mostral tendeix
a infinit.

Altres criteris alternatius, com elBayesian Information Criteria

��� � 	� ���� � � ����

han estat proposats per`o, en general, aquests criteris o b´e minimitzen l’error qua-
dràtic mig predictiu, o b´e són consistents, per`o no ambdues coses a la vegada.

Una tasca que hauria de dur-se a terme abans de desenvolupar qualsevol m`etode
estad´ıstic de selecci´o del model seria fer expl´ıcites les avantatges de proposar ini-
cialment un model estad´ıstic. Una frase que sintetitza aquesta idea ´esAll models
are wrong but some are useful, citada en una discussi´o sobre la robustesa en la
construcció d’un model cient´ıfic per G.E.P. Box l’any 1979 en el llibreRobust-
ness in Statistics, pp. 201-236 (London, Academic Press).

En aquest sentit, podr´ıem considerar la selecci´o del model com un primer pas en
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el problema de la estimaci´o i avaluar, a partir d’una mostra pr`eviament obtinguda,
què passaria si treball´essim en el futur amb el model seleccionat. Caldria enfocar
l’atenció en l’habilitat dels models estad´ıstics perfacilitar l’estimació dels meca-
nismes probabil´ıstics en base a l’informaci´o d’una mostra particular que hagi estat
ja obtinguda. Aquest punt de vista est`a relacionat i pot ser compatible amb altres
aproximacions a la selecci´o del model: aquelles basades en la selecci´o del model
que produeix les millors prediccions per a futures observacions del mateix model
que ha generat el conjunt de dades donat. Es pot veure com a refer`encia Geisser i
Eddy [18].

En altres paraules, seria convenient intentar clarificar alguns dels problemes es-
tadı́stics abans esmentats amb l’ajuda de les eines de l’estimaci´o puntual. Per as-
solir aquest prop`osit es necessita avaluar el rendiment d’un estimador estad´ıstic.
Recordem que, impl´ıcitament, fem servir la paraulaestimadorcom a sinònim
d’estimador del mecanisme probabilı́stic, això és, donada una mostra proposem
una probabilitat a trav´es de l’estimaci´o d’un paràmetre. La bondat d’un estima-
dor, considerat aix´ı, respecte la mesura de probabilitat associada a un experiment
estad´ıstic hauria d’estar basada en la magnitud dels errors corresponents a la pro-
babilitat estimada dels diferents esdeveniments de l’`algebra d’observacions. Una
manera raonable de proporcionar una mesura quantitativa escalar d’aquests errors
és a trav´es d’una dist`ancia entre mesures de probabilitat, dist`ancia que hauria de
ser interpretada com una mesura que avalu´es com s´on de diferents dues probabi-
litats i que per tant, hauria de ser independent de la parametritzaci´o del model.

Hi ha diverses dist`ancies naturals que es poden utilitzar, per`o donat que sota certes
condicions de regularitat els models estad´ıstics tenen estructura d’espai m`etric, si
considerem la dist`ancia Riemanniana indu¨ıda per la matriu d’informaci´o de Fi-
sher, tamb´e coneguda com dist`ancia de Rao, ´es aquesta dist`ancia un candidat
natural per mesurar les desviacions de les estimacions, veure com a refer`encies
també Rao [42], Burbea i Rao [10], Cencov [11] i Oller i Corcuera [35]. Se-
ria també natural usar ladistància de Hellingero la distància de Bhattacharyya
i, fins i tot, algunes diverg`encies naturals com la deKullback-Leibler, etc., les
quals donen totes, localment, la m`etrica informativa. En aquest treball s’usar`a la
distància Riemanniana, principalment per la seva pr`opia bellesa i les seves bones
propietats dintre de les varietats param`etriques, per`o cal remarcar que es podria
haver utilitzat qualsevol altra dist`ancia.
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1.3 Estructura geom̀etrica dels models estad́ıstics

En estad´ıstica sovint es tracta a una fam´ılia paramètrica de distribucions de proba-
bilitat com un model estad´ıstic. Considerem les seg¨uents definicions i notacions
prèvies:

� �: espai mostral, freq¨uentment� o ��.

� �: �-àlgebra dels subconjunts de�, freqüentment l’àlgebra de Borel de� o
�
�.

� � una mesura positiva sobre�����.

� �� �  � �: mesura de probabilitat en�.

� �: espai de par`ametres, una varietat real�� �-dimensional. Sovint� és un
conjunt obert de�� i, en aquest cas, s’acostuma a usar el mateix s´ımbol ��
per a notar punts i coordenades. Aix´ı doncs notarem��� � ��� � � � � �� �
�
�.

Aix ı́ doncs anomenaremmodel estad́ıstic param̀etric a la terna:


 �� � � � �� � � � � �
on �� � � � �� és un espai de mesura,�, també anomenatespai de par̀ametres, és
una varietat, i� , la funció model, és una funci´o mesurable� � � � � � � tal
que ���� �  � i ������ � ���� ������ és una mesura de probabilitat sobre
����� , � � �, i essent� una mesura positiva sobre l’espai mesurable����� .
Ens referirem a� com lamesura de refer̀enciadel model. A més suposarem que
� satisfà les seg¨uents condicions de regularitat:

(i) � és una varietat connexa i Hausdorff.

(ii) Si fixem � , la funció real sobre� ,  �� ���� �, és una funci´o de classe
��, amb � convenient a cada cas particular que considerem.

(iii) Fixat , si identifiquem les��� funcions, de�, següents amb les seves res-
pectives classes d’equival`encia dintre de������:

�

��
��� ���� �  � 
� � � � � �

aquestes s´on linealment independents.
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(iv) Els moments de les variables aleat`ories

�

��
��� ���� �

existeixen fins a l’ordre� necessari.

(v) Les derivades parcials
�

��
, o en general fins a ordre�,

��

��� � � ����
, on

 �� � � � �  � � 

� � � � � ��, i la integració de���� � respecte la mesura� es
poden intercanviar de la seg¨uent manera:

�

��

�
�

���� ������ �

�
�

�

��
���� ������

��

��� � � ����

�
�

���� ������ �

�
�

��

��� � � ����
���� ������

Quan es satisfacin totes aquestes condicions, direm que el model estad´ıstic pa-
ramètric és regular, i en aquest cas l’espai� tindrà una estructura natural de
varietat Riemanniana, donada per la seva m`etrica informativa. Per a m´es detalls,
veure Amari [3], Atkinson i Mitchell [4], Barndoff-Nielsen [5], Burbea i Rao [10],
Burbea [8] i Oller [34], entre altres.

Cal notar que donat un model estad´ıstic
 �� � � � �� � � � � �, tal i com l’acabem
de definir, podem establir les seg¨uents condicions suficients sobre la funci´o de
densitat���� � i poder derivar sota el signe integral:

Proposició 1.3.1 Suposem que� és un obert de�� i l’aplicaci ó ��� �� ���� �
de ��� en � , amb  � �, compleix

1)  	� ���� � és finita i�� �-q.p.t. � � �

2) Per a cada � � existeixen� funcions integrables����� � � 
� � � � � �, en
un entorn de tal que

� ������ �

��� � � ����
�� ����� � � 
� � � � � �  �� � � � �  � � 

� � � � � ��

Aleshores

��

��� � � ����

�
�

���� ������ �

�
�

��

��� � � ����
���� ������
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La demostraci´o es pot trobar a qualsevol text d’an`alisi matemàtica que contingui
un mı́nim de teoria de la mesura, i est`a basada en els teoremes de converg`encia
dominada de Lebesgue, veure per exemple Dieudonn´e [13].

Observacío 1.3.1 Si � és una varietat de��, la proposicío anterior tamb́e és
certa.

En efecte, com que� és una varietat sobre��, tot conjunt obert� � � s’identifi-
ca homeom`orficament amb un entorn obert de��. Aleshores, usant com a sistema
de coordenades la identitat� � �� i fent un abús de notaci´o a l’hora d’identificar
els punts � � amb les seves coordenades en�

�, ��� � ��� � � � � ��, podem
aplicar la proposici´o anterior.

�

Dintre de la varietat� de��, i identificant punts amb coordenades, podem consi-
derar la matriu�� � , ! � �����, definida per

����� �

�
�

�

��
��� ���� �

�

��
��� ���� � ���� ������  � " � 
� � � � � �

(1.1)

Sota les condicions de regularitat definides anteriorment, aquesta matriu anome-
nadamatriu d’informacío de Fisher, és simètrica i estrictament definida positiva.
A més, els coeficients de!, ���, defineixen les components d’un camp tensorial
de segon ordre covariant, sim`etric i definit positiu, que podem utilitzar per definir
l’element mètric diferencial

�#� �
��
���

��
���

��� �� �� ��

el qual proporciona a� l’estructura de varietat Riemanniana, que en ser connexa
i Haussdorf, esdev´e espai m`etric, veure Hicks [23] o Spivak [46], entre d’altres, i
la corresponent dist`ancia anomenada en general dist`ancia Riemanniana, en aquest
context tamb´e s’anomena dist`ancia de Rao, veure Rao [43] i Burbea i Rao [10],
de la qual s´on conegudes les seg¨uents importants propietats:

� És invariant sota transformacionssuficientsdel model estad´ıstic.

� És invariant sota canvis en la mesura de refer`encia.

� És invariant sota reparametritzacions, ´es a dir, difeomorfismes entre� i ��.
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� És invariant sota canvis de coordenades en la varietat param`etrica�.

� És, llevat d’una constant multiplicativa, localment proporcional a totes les

$–divergències,%	��� &� �

�
�

$�
�

�
� � �� , amb$ convexa i suficient-

ment ”suau”,� i & dues probabilitats i on� és una mesura que domina

� i & amb � �
��

��
, � �

�&

��
.

Com a conclusi´o podem dir que: en els models estad´ıstics param`etrics regulars,
les mesures probabil´ıstiques indueixen una m`etrica Riemanniana en la varietat de
paràmetres�, la qual passa a ser doncs, una varietat Riemanniana.

1.4 Algunes noves propietats de la distància de Rao

En aquesta secci´o es desenvoluparan alguns resultats interessants que s’obtenen
a partir de la dist`ancia de Rao i les seves propietats. Aquests resultats poden ser
útils per clarificar el proc´es de selecci´o d’una distància. Per aix`o considerarem les
següents definicions i notacions pr`evies.

Sigui 
 �� � � � �� � � � � � un model estad´ıstic param`etric que compleix les con-
dicions de regularitat definides a l’apartat anterior.

Definim el conjunt

������ � 
' � � 	� � � funcions mesurables sobre��
Considerem tamb´e els seg¨uents conjunts� i (

� �

�
' � ������ �

�
'���� ���� ������ ��� � � �

�

� �

�
� � � � ��

�

���

�
�
���� 	��� ��
���� �

�
�
����

�	��� ��

���

������� � �

�

També podem definir el seg¨uent subespai

�� � � �

��
log���� �� � � � � �

��
log���� � � � �
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on les derivades parcials estan avaluades en un cert punt fixat prèviament.

Usarem tamb´e la seg¨uent notaci´o

�
�� � )��'� �

�
�

'��� ���� ������

amb

cov��'� * � � )� ��' 	 )��'���* 	 )��* ��� � )� �' * �	 )��'�)��* �

var��'� � cov��'� '�

Designarem per����� l’espai tangent a i els seus elements seran vectors tan-
gents a la varietat en el punt. Considerem tamb´e, � � �� el producte escalar a
����� induı̈t per la mètrica Riemanniana i� �� la norma Euclidiana associada.
Per a més detalls veure l’ap`endix.

Lema 1.4.1 Sigui' � (, aleshores es compleix la següent igualtat

��


��
� cov��'�

� ��� �

��
�

Demostracío:

Donat que' � (, sabem que podem passar les derivades dintre del signe integral
i tenint en compte, a m´es, les propietats de la funci´o logaritme podem considerar
la següent cadena d’igualtats

��


��
�

�

��

�
�

'��� ���� ������

�

�
�

'���
����� �

��
�����

�

�
�

'���
�log���� �

��
���� ������

� cov��'�
�log�

��
�

L’ última desigualtat donat que)�

�
� ��� �

��

�
� ��  � 
� � � � � �.

�
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Per clarificar els resultats que veurem a continuaci´o, enunciarem primer una pro-
posició en un context general d’`algebra lineal, que aplicarem despr´es al nostre cas
particular.

Proposició 1.4.1 Sigui) un espai vectorial amb una forma bilineal simètrica i
semidefinida positiva� � � i � � ) de manera que� � �+�� � � � � +�� amb

+�� � � � � +�� una base de� de manera que� � � , � sobre aquest subespai.
Donat qualsevol' � ) existeix� � �, únic, de forma que

�' 	 ��� � �' 	 �� ' 	 ��
és ḿınima, i aquesta� l’anomenarem� � -�'�, projeccío ortogonal de' sobre
�. Aleshores' es pot descompondre en

' � � � �� � � �� � � ��

amb� � ' 	 � i � � �� en el sentit que��� � � � �, dit d’una altra manera

�� � 
� � ) � ��� � � � �� �� � ��

Demostracío:

La demostraci´o d’aquest resultat es pot veure en qualsevol llibre d’`algebra lineal
bàsica, per exemple Queisanne [41].

�

Corol�lari 1.4.1 En el nostre cas particular, considerem l’espai vectorial�-dimen-
sional de funcions

�� � � �

��
��� ���� �� � � � � �

��
��� ���� � � � �

Aleshores, donat que el producte escalar de������, permet definir en� una forma
bilineal sim̀etrica i semidefinida positiva, mitjanc¸ant la identificacío dels elements
de� amb les corresponents classes d’equivalència en������, i donat que el mo-
del estad́ıstic satisf̀a les condicions de regularitat definides anteriorment, sabem
que sobre�� aquesta forma bilineal serà definida positiva i la projecció ortogo-
nal -� � � � �� estar̀a ben definida amb� � -��'� i � � ' 	 � � ��

� de
manera quecov���� � � � �.
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Notem que� i � depenen de, però prescindim dels sub´ındexs per no fer tant
carregosa la notaci´o.

Observem tamb´e que el producte escalar en�� definit per aquesta forma bilineal
es pot notar de la seg¨uent manera, donats dos elements�� . � �� i tenint en

compte que)�

�
�

��
��� �

�
� ��  � 
� � � � � �

��� .���
� )��� .� � cov���� .�

i
������

� var��� �

Lema 1.4.2 Sigui' � ( tal que

' � � � �� � � -��'� � ��� � � ' 	 � � ��
�

aleshores l’aplicacío definida per:

� � ���� � � ���
� 	� ������� � � �� �

/�
� ��� �

��
� � � �� /�

� ��� �

��
�	� /�

�

��
� � � �� /�

�

��

és una isometria entre espais vectorials tal que

a) ������
� � ��-��'�� � ����

b) �������
���� � var����

c) var��'� � �������
���� � var��� �

Demostracío:

Suposarem donat un sistema de coordenades a� i farem un ab´us de notaci´o, ja
comentat anteriorment, identificant els punts � � amb les seves coordenades,
per a més detalls veure l’ap`endix. Cal observar que, per construcci´o de l’aplicació
� i tal com s’han definit els espais�� i �����, tenim

�� ��� �

��
�
� ��� �

��
���

� )�

�
� ��� �

��

� ��� �

��

�
� �����

� � �

��
�

�

��
�� � ��

�
� ��� �

��

�
� �

�
� ��� �

��

�
��
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Aix ı́ doncs com el producte escalar, i per tant el tensor m`etric, dels dos espais
coincideix tindrem que� és una isometria.

Donat que� � -��'� tenim que cov���� � � � �, i també

var��'� � var���� � var��� � (1.2)

Per altra banda, usant el lema 1.4.1

��


��
� cov��'�

�log�

��
� � cov����

�log�

��
�

l’ última igualtat donat que

cov����
� ��� �

��
� � ��  � 
� � � � � �

A més, tenint en compte que� es pot expressar com

� � 0�� ��� �

��
� � � �� 0�� ��� �

��

per a unes funcions escalars convenients (dependents de) 0�� � � � � 0�, tenim

��


��
�

��
���

0� cov��
� ��� �

��
�
� ��� �

��
� �

��
���

0� ���

on��� són els coeficients de la matriu d’informaci´o de Fisher, ´es a dir, les compo-
nents del tensor m`etric.

Per altra banda la -ena component de������
�, respecte les bases del camp
vectorial�1��� � � � �1��, sobre, ve donada per

������
�
� �

��
���

���
��


��
�

��
���

����
��

���

0�����

�
��

���

�
��

���

�������0
�

�
��

���

Æ��0
� � 0�

essentÆ�� les funcions delta de Kronecker, per tant

������
� � ����

i a més, en ser� una isometria
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�������
���� � ������
� var���� (1.3)

donat que)���� � �.

Aleshores combinant les equacions (1.2) i (1.3), obtenim l’´ultim resultat resultat
buscat

var��'� � �������
���� � var��� �

�

Una conseq¨uència immediata dels resultats anteriors ´es el seg¨uent

Corol�lari 1.4.2 Si' � ( és tal que var��'� � 
, � � �, aleshores

�������
���� � 


Demostracío:

�������
���� � var��'�	 var��� � � var��'� � 

�

Teorema 1.4.1Donat � � � , i 2�� � ������ �2�� �� ��, designem per2����
�
l’acció del vector sobre la funció�
 . Definim l’aplicacío

� � ( 	� �

' �	� 2����
�

Aleshores:
���


���var�� �
���
��'� �

�
�2� 2��� � �2���

i una variable aleat̀oria ' que fa m̀axim el valor anterior ve donada per

' �
2�

�2���
� ��� ���� �

��

			
��
� � � �� 2�

�2���
� ��� ���� �

��

			
��

on 2�� � � � � 2� són les components de2�� , respecte la base de������ ,

�

��

			
��

� � � � � �

��

			
��

.
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Demostracío:

Tenint en compte que

2����
� � 2�
��


��

			
��
� � � �� 2�

��


��

			
��

i segons el Lema (1.4.1)

��


��
� cov��'�

� ��� �

��
�

resulta

2����
� �
��
���

2� cov���'�
� ��� ���� �

��

			
��
�

Però donat que' � � � ( , podem usar la seg¨uent descomposici´o:

' � � � �� � � ��� � � � ��
��

verificant )����� � �� doncs

� � ��� ��� ���� �
��

			
��
� � � �� ��� ��� ���� �

��

			
��

També es compleix que cov����� � � � � ; aixı́ tenim que, utilitzant el conveni de
la suma d’´ındexs repetits,

2����
� � ������ 2
� � �

Per la desigualtat de Cauchy-Schwarz el producte escalar2����
� serà màxim
quan

� � � 0 2� 0 , �

per tant

var����� � 0������� 2
� 2� � var���'�	 var���� � � 
	 var���� �

0� �

	 var���� �
������ 2� 2�

�

	 var���� �
�2����
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i tenim

2����
� �

�

	 var���� �
�2���

������ 2
� 2�

�

�

	 var���� �
�2���

�2���� �
�

	 var���� � �2���

i això és màxim quan var���� � � � , per tant

���

���var�� �
���

��'� � �2���

Si prenem� � � , la variable' que fa màxim aquest valor ´es

' �
2�

�2���
� ��� ���� �

��

			
��
� � � �� 2�

�2���
� ��� ���� �

��

			
��

�

Interpretaci ó:

Si partim de la informaci´o que ens d´ona una variable aleat`oria ' , podem pensar
que la capacitat que tenim per detectar com a diferents (o discriminar) dues pobla-
cions properes,� i ��� , és proporcional a la variaci´o del valor mig d’aquesta
variable, al passar d’una poblaci´o a l’altra, una vegada fixada la vari`ancia en un
punt �, per exemple var���'� � 
. Aix ı́ una mesura global de la nostra capaci-
tat de discriminaci´o d’aquestes dues poblacions es pot definir prenent el suprem,
d’aquesta quantitat, dins una classe convenient de variables aleat`ories ' . El re-
sultat obtingut ens mostra que aquest suprem ve donat, localment, per la m`etrica
Riemanniana, indu¨ıda per la matriu d’informaci´o de Fisher, o dist`ancia de Rao.

Si prenem2� � ��� � � � � 2� � �� i usem el conveni de la suma d’´ındexs
repetits, el teorema anterior permet escriure

��
��� � cov���'�
� ��� ���� �

��

			
��
� � �

i això és màxim i igual a
�

������� � � � quan

' � ��
� ��� ���� �

��

			
��
� � � ����

� ��� ���� �
��

			
��
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Com a refer`encies bibliogr`afiques, on apareixen idees o conceptes semblants, po-
dem citar Efron [6] i Fisher [16].

Una altra propietat interessant de la dist`ancia de Rao ve donada pel seg¨uent

Teorema 1.4.2Sigui ' � ( on ( és el conjunt de variables aleatòries al
comenc¸ament de la secció i sigui � la corba de classe�� que uneix3� 4 � �.

Considerem�
�� tamb́e definida anteriorment i5�3� 4� com la longitud de�.

Aleshores si��
 � �
�4�	 �
�3�

� � �
 � �


���
�

�
��
�

5�3� 4�

on

�
�� �

��
�

'���� ���� ������	 ��

��

En particular, si 6 és una geod̀esica minimal, tindrem

� ��
 � �
�
���


�
��

�
7�3� 4�

amb 7 la distància de Rao.

Demostracío:

Siguin
��
�#

les components del vector tangent a la corba� parametritzada

per la longitud d’arc, usant el conveni de la suma d’´ındexs repetits tenim

��


�#
�

��


��

��
�#

i usant tamb´e el resultat del lema (1.4.1)

� � �
 � �
			 �

�

��


�#
�#
			 � 			 �

�

cov��'�
� ��� ���� �

��
�
��
�#

�#
			

�
�
�

			cov��'�
� ��� ���� �

��

��
�#
�
			 �#

�
�
�

�
��

�
var��

� ��� ���� �
��

��
�#
� �#
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l’ última desigualtat segons Cauchy-Schwarz.

Tenim però que

var��
� ��� ���� �

��

��
�#
� � )�

�
� ��� ���� �

��

� ��� ���� �
��

�
��
�#

��
�#

� ���
��
�#

��
�#

� 


Per tant s’obt´e

� ��
 � �
�
�

�
�� �# �


���
�

�
��
�

5�3� 4�

En particular, si� � 6 (geodèsica minimal)

� � �
 � �
�
���


�
��

�
7�3� 4�

�

Nota 1: En alguns casos pot ser convenient considerar

��
 �
�
���
��	

�
��

�
7�3� 4�

cal tenir en compte, per`o, que aquest suprem pot ser infinit.

Nota 2: Aquest resultat es pot generalitzar lleugerament considerant'��� � una
variable aleat`oria tal que compleixi

a) podem derivar sota signe integral respecte.

b) )


�'

�

�
� �.

Nota 3: El teorema es pot estendre tamb´e a corbes trencades de classe�� a
trossos.

Hem vist doncs, una nova metodologia en la qual fem servir la dist`ancia de Rao,
tot i que ja hem comentat que se’n podrien usar d’altres, donat que t´e unes bones
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propietats dintre de las varietats param`etriques. Els motius que ens fan decidir,
doncs, per la dist`ancia de Rao s´on, en primer lloc, que la topologia indu¨ıda per la
distància Riemanniana ´es sempre la mateixa que la topologia indu¨ıda per l’atlas
en la varietat�, la qual cosa no passa per exemple amb altres dist`ancies de tipus
”global”, com la de Hellinger.

Per altra banda, les varietats de par`ametres amb la dist`ancia de Rao s´on, gene-
ralment, un tipus particular d’espais m`etrics, coneguts com Espais de Longitud
(traducció literal del francèsEspace de Longueur), per exemple quan� és una
varietat Riemanniana completa, o b´e una varietat Riemanniana amb frontera, men-
tre que en altres dist`ancies, com per exemple la de Hellinger, aix`o no es d´ona. Un
espai mètric �'� �� és un Espai de Longitud si la dist`ancia entre dos punts qualse-
vol és sempre igual a l’´ınfim de la longitud de les corbes que els uneixen, i sabem
que, en una varietat Riemanniana, la dist`ancia entre dos punts est`a definida com
l’ ı́nfim de la longitud de les corbes trencades�� que els uneixen, per a m´es
detalls veure Gromov [21].

Els espais m`etrics ”de longitud” tenen doncs la propietat que la ”dist`ancia” pot
mesurar-se amb�cinta mètrica�, cosa que els fa m´es semblants a l’espai que
percebem a trav´es dels sentits, i aix`o creiem que ´es una bona caracter´ıstica, doncs
facilita la comprensi´o i intuı̈ció dels objectes d’estudi.
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Caṕıtol 2

Alternatives al contrast d’hipòtesis
clàssic

Una idea clau, potser una mica imprecisa al comenc¸ament, per entendre el seg¨uent
desenvolupament ´es que acceptar la hip`otesi nul�la (o submodel) significar`a que
sota certes condicions (mostres de mida suficientment petita), podrem feren algun
sentitmillors estimacions de la vertadera mesura de probabilitat si restringim les
estimacions al submodel que si usem el model m´es general.

Aix ò està d’acord amb el sentit com´u i l’experiència de l’estad´ıstic aplicat; per
exemple, cap estad´ıstic proposar`a un model de regressi´o polinòmica amb un ele-
vat nombre de par`ametres si es tenen ”poques” observacions respecte el total de
paràmetres, preferir`a fer, en canvi, una simple regressi´o lineal.

Sigui 
����� ��� �� �� un model estad´ıstic �-paramètric regular i essent� una
varietat Riemanniana�-dimensional, real i��. Suposarem, a m´es, que� és
Hausdorff i connexa i sigui7� el quadrat de la dist`ancia de Rao sobre aquesta
varietat. Considerem el problema de contrastar:

�� �  � �� contra �� �  �� ��

tal com ja s’ha introdu¨ıt en el cap´ıtol anterior, on�� és una varietat�-dimensional,
real,��, inclosa en�, amb� � dim�� � dim�, o bé el problema relacionat
amb la selecci´o del model, model�� contra�, �� � �. Considerem tamb´e una
mostra aleat`oria simple� � ���� � � � � ��� � �� de mida� � � . A continuació ens
podem plantejar una q¨uestió diferent als tests habituals, en la qual, d’acord amb
la informació obtinguda a partir de la mostra de grand`aria�, volem decidir entre
hipòtesis o models en els quals es treballi amb la mateixa (o equivalent) poblaci´o
estad´ıstica però manegant informaci´o de mostres de grand`aria8.

33
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S’exposaran respostes parcials a aquesta q¨uestió, desenvolupant un m`etode es-
tadı́stic el qualexigeixl’acceptació d’un estimadorcom a estimador convenient
pel model més general, per exemple l’estimador m`axim-versemblant, encara que
es poden triar altres estimadors. En altres paraules, les respostes proposades seran
dependentsdel corresponent estimador. A partir d’ara considerarem:

�� � �� � �

l’estimador proposat corresponent a una mostra de mida8, pel model m´es gene-
ral.

Aix ò no creiem en el fons que sigui un problema, potser al contrari, doncs segons
el nostre parer, tots els aspectes de la infer`encia estan relacionats i aix`o posa de
relleu la relació entre estimaci´o, per una banda i contrast d’hip`otesis, o elecci´o de
model, per altra.

2.1 Els Mètodes

Imaginem, en un primer moment, que el vertader valor del par`ametre, diem-li,
és conegut. Aleshores, una mesuraraonablede l’error d’una estimaci´o vindrà
donada per:

7�������� �
mentre que l’error corresponent a la hip`otesi nul�la (o submodel) pot venir mesurat
per:

7����� � � ��
7��3� � � 3 � ���
Des d’aquesta perspectiva i tenint en compte aquestes consideracions, podria ser
convenient introduir les seg¨uents regles:

2.1.1 Regles� i �

regla – �.

Rebutjarem la hip`otesi nul�la, o el que ´es el mateix, triarem el model
total� si

� � �
�
�������� �� � ����� ��

�
� �

�
�������� �� � ����� ��

�
� �

(2.1)

altrament acceptarem el model m´es simple��.
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En un llenguatge m´es planer, si la probabilitat de fer m´es error en
l’estimació del paràmetre agafant tot el model� , és més gran o igual
que no pas prenent�� , llavors ens quedarem amb��.

Per il�lustrar amb uns exemples senzills aquesta regla, considerem la seg¨uent taula

A B C D E
� �7�������� � � 7����� �� �� �� 	� 	� �� 
� �7�������� � � 7����� �� 

 
� 
� � �� 
� �7�������� � , 7����� �� �! 	� �� 	� �� 
Criteri: ens quedarem amb �� �� � �� ��

En aquesta taula es representen 5 situacions diferents: A, B, C, D i E. Per a cada
situació tenim tres caselles en les quals ens donen el percentatge de casos que es
troben dintre de cada una de les tres possibilitats:�, � i ,. Finalment, segons la
regla–� i en l’última fila, obtenim el criteri segons el qual ens quedarem amb el
submodel��, o bé amb el model general�.

Fixem-nos que, amb aquesta regla, nom´es ens quedarem amb el model m´es ge-
neral� quan, el percentatge de casos pels quals l’error al considerar el vertader
valor del paràmetre dintre del submodel�� sigui estrictament m´es gran que si
el considerem dintre del model�. En qualsevol altre cas es tendeix a quedar o
preferir el model m´es senzill, la qual cosa ´es coherent amb el sentit com´u.

Observem que ens quedem amb un model, no perqu`e sigui el vertader, sin´o perquè
fem millors estimacions del par`ametre suposant que ´es cert o, dit d’una altra ma-
nera, la probabilitat d’error que fem en estimar el par`ametre suposant que pertany
a dit modelés menor que si no ho f´essim.

regla –�.

Rebutjarem la hip`otesi nul�la, o el queés el mateix, triarem el model
total � si

� � 7����� �	 )
�
7�������� �

�
, � (2.2)

altrament acceptarem el model m´es simple��.
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És un criteri molt semblant a l’anterior, per`o fent servir moments
en lloc de probabilitats: si per terme mig l’error en l’estimaci´o del
paràmetre agafant el model general� és superior o igual al que fem
agafant�� , ens quedarem amb�� .

La primera regla, a la qual ens referirem a partir d’ara com regla–�, donat que
està basada en probabilitats, ´es invariant sota transformacions mon`otones de la
distància de Rao. Per tant, ´es menys dependent de la m`etrica considerada, o de
la funció de p̀erduausada. La segona regla, a la qual ens referirem a partir d’ara
com regla–�, basada en moments ´es, algunes vegades, m´es fàcil de calcular.

Notem que, si7����� � , �, per a qualsevol estimador consistent�� tenim

���
���

�
�
7�������� � � 7����� �

�
� 


la qual cosa passa amb probabilitat 1 sota les nostres suposicions. A m´es, per a
qualsevol estimador�� , ��–consistent (respecte la m`etrica Riemanniana):

���
���

)
�
7�������� �

�
� �

rebutjant sempre la hip`otesi nul�la per a mostres de mida gran.

Per altra banda, si7����� � � �, la qual cosa passa amb probabilitat zero sota les
nostres suposicions, aleshores� � � i � � �, acceptant sempre la hip`otesi nul�la
(o submodel), per a tot8 � � .

Observem que les decisions basades en ambdues regles s´on dependents de la gran-
dària mostral8, essent aix`o raonable. Un model ser`a o no acceptable segons el
nivell de resolucío amb el que es vulgui o es pugui treballar, nivell que estar`a fixat
per8.

2.1.2 Procediments� i �

En realitat per`o, no es coneix el vertader valor del par`ametre, per tant s’han de
suggerir diferents camins per a poder donar respostes. Aqu´ı es proposen dos pro-
cediments:

procediment – �.

Una solució freqüentista. Amb l’objectiu d’aplicar les regles defi-
nides anteriorment, donarem un�
 	 ��–interval de confianc¸a per
a � o �, de la forma"��� 
# or "����� basat en una mostra� �
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���� � � � � ��� � ��, on �� i �� es pot considerar que s´on estimaci-
ons o estimacions per defecte de� i � respectivament. A m´es, una
condició que es requereix ´es que hem de triar un interval de confianc¸a
de manera que:

��
�	� � o bé ��

�	� �

quan� ��, i on� indica la converg`encia en probabilitat. Aquesta
condició garanteix un comportament adequat al procediment–�.

En general� i � són funcions que depenen de i de 7����� �, però
en molts casos, s´on funcions mon`otones creixents de7����� �, de
manera que depenen de exclusivament a trav´es de7����� �. En
aquest cas, es pot obtenir l’interval de confianc¸a per a� a partir d’un
interval de confianc¸a per a la dist`ancia7����� � de la forma"7�����,
essent7�� una estimaci´o o estimaci´o per defecte de l’anterior dist`ancia.

Aquesta estrat`egia és convenient donat que, freq¨uentment, existeix
un estimador de7����� � tal que la seva distribuci´o depèn només de
7����� �, comúnic paràmetre desconegut, almenys asimpt`oticament.
Aix ı́ doncs, es pot reemplac¸ar 7����� � per 7�� a les regles� o�.

procediment– �.

És una soluci´o compatibleamb l’aproximació Bayesiana. Suposem
unadistribució a priori no–informativa sobre� , en particular una
a priori proporcional al volum Riemanni`a, tot i que es poden usar
altres distribucionsa priori, si hi ha bones raons per fer-ho. Podem
considerar el promig de les quantitats (2.1) o (2.2) respecte aquesta
distribució a priori no–informativa, en general impr`opia, o respecte a
la seva corresponentdistribució a posteriori, si adicionalment tenim
una mostra� � ���� � � � � ��� � ��. En qualsevol cas, una condici´o
requerida ´es que la distribuci´o de probabilitata posterioriconvergei-
xi feblement a la vertadera mesura de probabilitat, per assegurar un
comportament correcte del procediment–�.

Encara que sota aquest procediment es pot usar qualsevol estimador
convenient, com el m`axim-versemblant, donat que el quadrat de la
distància de Rao ´es una funci´o de pèrduaintrı́nsecanatural, veure
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Oller i Corcuera [35], en aquest treball es far`a servir l’estimador de
Bayes (generalitzat) prenent coma priori (generalment impr`opia) el
volum Riemanni`a, que s’obtindr`a minimitzant la funci´o 3 �� ��3���,
on

��3��� �
�
	

7��� 3� ������ ����

essent� el volum Riemanni`a, i����� la densitata posteri. Les solu-
cions al problema de minimitzaci´o anterior s´on els centres de massa
de la mesura ”a posteriori” sobre�. Suposant algunes condicions so-
bre� i la mesura ”a posteriori”, que es donaran en la geometria dels
models estad´ıstics més usuals, el centre de masses existeix i est`a de-
finit de manera ´unica, veure com bibliografia: Emery i Mokobodzki
[14] i Karcher [26], la qual cosa permet una definici´o simple de l’es-
timador de Bayes generalitzat:

� � ���� � � � � ��� �� ����� ������

on����� ésel centre de massade la distribucióa posteriori, a partir
d’una mostra de grand`aria�.

Els anteriors apartats suggereixen la possibilitat de combinar les regles� o� amb
els procediments� i � obtenint quatre m`etodes b`asics similars, cada un depen-
dent de l’estimador�� seleccionat. Aquests m`etodes s’anomenaran a partir d’ara
de la seg¨uent manera: m`etodes–��, ��, ��, ��, els quals seran desenvolupats en
alguns casos particulars.

Notem tamb´e que en el procediment–� el nivell � no juga el paper de unapro-
babilitat d’error condicionada(com el nivell de significaci´o d’un test), donat que
controla les estimacions�� o�� per a� o�. De manera raonable� hauria de ser
més gran que� i més petita o igual que��	, però probablement no sigui conve-
nient triar valors tant baixos com���	, perquè a valors m´es petits per a�, valors
més baixos per a�� i ��, obtenint aix´ı estimacions per defecte massa petites per a
� i �.

2.2 Relacío entre hipòtesis simples i compostes

En aquesta secci´o s’intentarà establir una relaci´o entre els tests amb hip`otesi nul�la
simple i els tests amb hip`otesi nul�la composta usant les regles� i �. Per fer-ho
usarem les seg¨uents proposicions:
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Proposició 2.2.1 Sigui9 � � 	� � una funcío moǹotona creixent, considerem
un conjunt real� � � i sigui : � �����. Aleshores

9 �:� � �� 9 ���

Demostracío:

Com � �� �, doncs altrament no tindria ´ınfim, �� 9 ��� existeix.

Per altra banda, com9 és creixent

� � � �� 9 �:� � 9 ��

aleshores9 ��� acotat inferiorment i t´e ı́nfim. Com9 �:� és una cota inferior de
9 ��� resulta:

9 �:� � �� 9 ���
�

Proposició 2.2.2 Sigui9 � � 	� � una funcío moǹotona creixent i contı́nua per
la dreta, considerem un conjunt real� � � i sigui : � �����. Aleshores

9 �:� � �� 9 ���

Demostracío:

Com: és l’ı́nfim d’� es compleix que: � � o bé : � ��, on�� és el conjunt
de punts d’acumulaci´o d’�, doncs altrament no seria un ´ınfim.

Si : � � �� �� 9 ��� � 9 �:�, i per la proposici´o anterior tindrem la igualtat.

Si : �� � �� : � ��, llavors existiran punts d’� tant propers a: com es vulgui,
és a dir:

�Æ , � �:� : � Æ� � � �� �
usant la continu¨ıtat a la dreta de9 tenim

�; , � �Æ� , � tal que si  � �:� : � Æ�� � � llavors �9 ��	 9 �:�� � ;

usant el creixement de9 tenim que

� � � 9 �:� � 9 �� (2.3)
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i per tant, resulta
�; , � � � � � 9 �� � 9 �:� � ; (2.4)

aleshores, tenint en compte l’arbitrarietat de;, amb (2.3) i (2.4) podem arribar a
la conclusió que

9 �:� � �� 9 ���

per la pròpia definició d’ı́nfim.
�

Veiem ara com usar aquestes proposicions per establir el lligam entre les hip`otesis
simples i les compostes, en el nostre cas. Definirem el conjunt� com

� � 
7��3� � � 3 � ���
i

: � �� � � 7����� �

Cas regla –�

Aquesta regla es pot escriure en aquest cas com:

� � � �7�������� � � :�	 � �7�������� � , :�

En el cas que7�������� � tingui una distribuci´o absolutament cont´ınua o, en el
cas que no ho sigui per`o � �7�������� � � :� � �, tindrem la seg¨uent equival`en-
cia

� , � �� � �7�������� � � :� , 
1�

Aleshores si anomenem9����������� a la funció de distribució de7�������� �,
tindrem que, en ser cont´ınua per la dreta, per la Proposici´o 2.2.2

� , � �� 9������������:� � ��
��	�


9������������7
��3� ��� , 
1�

i tindrem

�3 � �� 9������������7
��3� ��  9������������:� , 
1�

Llavors si rebutgem la hip`otesi nul�la composta�� �  � ��, rebutjarem totes les
hipòtesis nul�les simples�� �  � � � ��, o bé, si acceptem alguna hip`otesi
nul�la simple, acceptarem la composta.

En el cas que7�������� � tingui una distribuci´o discreta amb� �7�������� � �
:� �� �, la regla –� quedarà
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7 , ��� � �7�������� � � :� , � �7�������� � , :�

Considerem,�� , �, la funció � �7�������� � � ��, que sabem ´es una funci´o
creixent respecte�, aleshores la funci´o � �7�������� � , �� serà decreixent.
Anomenem

9 ��� � � �7�������� � � ��	 � �7�������� � , ��

que ser`a una funció creixent respecte�. Llavors la regla de decisi´o anterior, re-
cordant que: � 7����� �, es pot escriure

7 , � �� 9 �:� , �

i per la Proposici´o 1.2.1, com9 és una funci´o creixent, tindrem

9 �:� � 9 � ��
��	�

7��3� �� � ��
��	�

9 �7��3� �� � 9 �7��3� �� �3 � ��

Aleshores si rebutgem la hip`otesi nul�la composta�� �  � ��, donat que9 �:� ,
�, rebutjarem totes les nul�les simples�� �  � � � ��, o bé, si acceptem alguna
hipòtesi nul�la simple, acceptarem la composta.

Observem que el fet de rebutjar totes les hip`otesis nul�les simples no ser`a suficient
per assegurar el rebuig de la hip`otesi composta.

Cas regla –�

En aquest cas la regla de decisi´o es transforma en

� , � �� 7����� � � ��
��	�

7��3� � , )�7�������� ��

Però sabem que

�3 � ��� 7��3� �  ��
��	�

7��3� �

Llavors també arribem a la conclusi´o que, si rebutgem la hip`otesi nul�la compos-
ta rebutjarem totes les simples, o b´e, si acceptem alguna simple acceptarem la
composta.

Hem vist, doncs, que les regles–� i � tenen un comportament raonable respecte
la relació entre hipòtesis nul�les simples i compostes.
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2.3 Distribucions asimpt̀otiques

Moltes vegades, a l’hora d’aplicar els m`etodes definits anteriorment, sorgeixen
dificultats a l’hora de treballar amb determinades distribucions estad´ıstiques, per
exemple a l’hora de construir regions de confianc¸a, i pot ser necessari utilitzar
resultats asimpt`otics com els que veurem a continuaci´o, alguns d’ells ja coneguts
dintre de la literatura estad´ıstica, per`o que aqu´ı es demostren detalladament i en el
nostre context.

Introduirem prèviament la definici´o de distribució normal sobre una varietat. Per
a més detalls veure Jupp i Mardia [25]. Definim primer el que s’ent´en per distribu-
ció Normal d’un vector aleatori sobre un espai vectorial general, que en particular
s’aplicarà a l’espai tangent.

Definició 2.3.1 Sigui. un vector aleatori en un espai vectorial) de dimensío
�. Direm que. est̀a normalment distribüıt si existeix un vector� i un tensor
2 vegades contravariant definit positiu� tal que per a qualsevol base d’aquest
espai vectorial,�. ���	� � <������	�� ������	��. Escriurem. � <�����.

En aquest treball considerarem nom´es objectes aleatoris* que prendran valors,
quasi segurament, en entorns regulars normals de qualsevol punt de la varietat
geodèsicament completa�, veure les definicions a l’ap`endix. Per aquest tipus
d’objectes aleatoris el camp vectorial$��
�� �.�, per a � �, suposarem que
estarà, quasi segurament, ben definit.

Definició 2.3.2 Sigui* un objecte aleatori que pren valors en una varietat com-
pleta�. Direm que* est̀a distribüıt normalment respecte i amb par̀ametres
�����, si existeix un vector aleatori. � �����, amb. � <�����, tal que
* � $����.� i es notar̀a * � <������.

Un resultat asimpt`otic útil, pels estimadors eficients de primer ordre����� (com
l’estimador màxim-versemblant), ´es el seg¨uent:

Teorema 2.3.1Sigui� una varietat Riemanniana d’un model estadı́stic, ��,
real,�-dimensional, connexa i geodèsicament completa. Sigui�� � 
�� i �����
una successió d’estimadors m̀axim-versemblants de � �, on  és el vertader
valor del par̀ametre. Aleshores

a) Si� �� 

 
� � 7������� ��	 7�� �� �

�	� . � <��� 
�
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b) Si � �
�7����� � �	�� � ��

�

on ! indica la converg̀encia en llei, <��� 
� , la distribució Normal est̀andard
univariant i��� la distribució Chi-quadrat amb� graus de llibertat.

Demostracío:

Si�� és una successi´o d’estimadors m`axim-versemblants de, com a conseq¨uència
directa de les propietats d’aquests estimadors, sabem que

 
� $��
�� ���� �	� * � <��� !
��

i llavors obtenim b)

�7����� � � �
��

�����

�����
�
$��
�� ����

�� �
$��
�� ����

�� �	� � � ��
�

Notem que! � ����� és el tensor m`etric donat per la matriu d’informaci´o de
Fisher definit en el cap´ıtol anterior.

Podem considerar,�, un sistema de coordenades geod`esiques polars entorn a
i amb origen en� de manera que���� � 7�� ��, i ����� � � � � ���� en un
entorn de dimensi´o �	 
 de, és ben sabut que les components del tensor m`etric
satisfan

����� � ���� ����� � 
� ��� � ��� � ���� ����� � ��  � �� � � � � �

Considerem un entorn normal� de, i donat que$��� és un difeomorfisme local,
sabem que existeix un entorn estrellat� � del punt� � ����� de dimensi´o �, tal
que, fent un ab´us de notaci´o i utilitzant un sistema de coordenades$ en �����
que identifiqui els seus punts amb les seves coordenades a�

�, és a dir,�2 � ��,
$�2� � �2�� � � � � 2��, la següent composici´o està ben definida

$���� � �
� 	��	� �� � �����


���	� � � � ���	� �

�2�� � � � � 2�� �	� 2 �	� 4 � $����2� �	� 7���4� � 7�4� ��
��� � � � � �� �	� � �	�  � $������ �	� 7���� � 7�� ��

Notarem doncs� � 7�� Æ$��� Æ$
� a la funció real definida anteriorment i tal que

���� � � � � �� � 7���$������� � 7�� ��
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��
�
�$��
�� ������

��
���
� � 7���$����$��


�
� ������ � 7���� ��

Sabem que����� � � � � �� �� ��� � � � � �� doncs, amb el sistema de coordenades aga-
fat

��

�+�
��� � � � � �� � �

���
�7����� � 


��

�+�
��� � � � � �� � �

���
�7����� � �  � �� � � � � �

on +� són les projeccions naturals a�� i llavors ������ � � � � ���� � �
� �� � � � � ��.
Aleshores segons les propietats asimpt`otiques de les funcions de vectors normals,
veure Serfling [45] per a m´es detalls,

 
�
�
��
�
�$��
�� ������

��
���
�	 ���� � � � � ��� �	� / � <��� ��������!
���������

substituint la funci´o � pel seu valor, i donat que��������!
�������� � 
, ens
queda  

� � 7������� ��	 7�� �� �
�	� . � <��� 
�

queés el que vol´ıem veure en a). �

Observem que aquest resultat asimpt`otic ens servir`a per trobar distribucions l´ımit
quan apliquem el m`etode–��. Veurem, per exemple, la seva aplicaci´o en cap´ıtol 4,
on es farà un contrast en un model param`etric general amb hip`otesi nul�la simple
del tipus�� �  � �, front l’alternativa�� �  �� �.

Ens interessaria provar tamb´e el resultat asimpt`otic anterior en un cas m´es general,
������� � � � �. És a dir, ens interessar`a una generalitzaci´o del Teorema
2.3.1 al cas d’hip`otesi nul�la simple�-dimensional. Per`o en aquest cas general
la demostraci´o es farà a partir d’un seguit de lemes usats per anar provant petites
parts que finalment ens portaran al resultat desitjat. Els enunciats tenen un car`acter
general que despr´es s’aplicar`a al nostre cas concret. Veiem doncs els lemes.

Lema 2.3.1 Siguin� i � funcions cont́ınues a valors reals definides en un entorn
obert de � �, on� és una varietat Riemanniana amb una mètrica associada
(segons la definició que hem usat en el capı́tol 1 i a l’apèndix), de manera que
aquestes funcions són iguals fins l’ordre 1 en, això és:

���
���

��4�	 ��4�

7�4� �
� �
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Siguin 
=����� una successió de nombres reals positius tals que compleixen
������ =� � ��. Sigui �� � 	� � � una aplicacío mesurable (respec-

te l’àlgebra de Borel en�) de manera que=�7���� � �	� * (on * és una
variable aleat̀oria de distribucío coneguda arbitr̀aria). Siguin�� � =������ i

�� � =������, de manera que��
�	� . (on . és una altra variable aleatòria

de distribucío coneguda arbitr̀aria). Aleshores

��
�	� .

Demostracío:

Hem de veure doncs, que

��� 	��� � �=������	 =������� �	� �

Multiplicant i dividint l’expressió anterior per=�7���� � obtenim que hem de
provar, de manera equivalent, que

������	 ������
7���� � =�7���� � �	� �

Sabem, per les hip`otesis del teorema, que

���
����

������	 ������
7���� � � �

aleshores si definim la funci´o

9 �4� �

���
��
���4�	 ��4��

7�4� �
si 4 �� 

� si 4 � 

tenim que9 és una funci´o contı́nua en�� i llavors com�� �	� , podem assegu-
rar que

9 ���� � ������	 ������
7���� �

�	� 9 �� � �

Per altra banda sabem que

=�7���� � �	� *

i, com aplicació directa tamb´e del Teorema de Slutsky, s’obt´e que

9 ���� =�7���� � � ��� 	��� �	� �
�
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Lema 2.3.2 Sigui� modelada en�� amb dues estructures Riemannianes amb
funcions dist̀ancia7� i 7� respectivament, tals que

���
�����������

7��3� 4�	 7��3� 4�

7��3� 4�
� �

Sigui�� � � una subvarietat tal que � ��. Notem que��� té estructura de
varietat i t́e sentit considerar el lı́mit anterior. Definim

7��3���� � ��
7��3� 6� � 6 � ���  � 
� ��

Aleshores

���
���

�7��3����	 7��3�����
7��3� �

� �

Demostracío:

Siguin
���� Æ� " 
4 � � � 7��� 4� � Æ�  � 
� � Æ  �

���� Æ� " 
4 � � � 7��� 4� � Æ�  � 
� � Æ  �
i

%��� " ��� 
7��� 6� � 6 � ���� ��� �  �
Cal observar que%��� , � si � �� �.

Tenint en compte que� és un espai m`etric (tant amb7� com amb7�, mètriques
Riemannianes equivalents des d’un punt de vista topol`ogic), tindrem d’una forma
natural una m`etrica a�� � donada per

� ��3� 4�� �� 6�� "
�

7���3� � � 7���4� 6�

Per tant,�; , � �Æ� , � tal que si 7��3� � �
Æ� 
�

, 7��4� � �
Æ� 
�

,

�3� 4� �� �� �, 3 �� 4

es compleix � ��3� 4�� �� �� � Æ� i aleshores, per hip`otesi

�7��3� 4�	 7��3� 4��
7��3� 4�

�
;

�
(2.5)
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Definim ara

� � ����
Æ�

�
 
�
� � ���� &%� amb &% �

%� Æ�


�
�
�

�

essent� un obert respecte les topologies associades7� ó 7� (que, de fet, s´on la
mateixa).

Per tant�Æ , � � ���� Æ� � � .

Observem que si3 � ���� Æ�, com � ��, tindrem

7��3���� � Æ � Æ�

�
 
�

i

7��3���� � 7��3��� ����� �Æ�� � 7��3��� �����
Æ�

�
 
�
��

per altra banda com3 � ���� Æ�,

3 � ���� &%� i 7��3���� �
%� Æ�


�
�
�

�

i també

7��3���� � 7��3��� �����
Æ�

�
 
�
�� � 7��3��� �����

Æ�

�
 
�
��

Aleshores si3� 4 � ����
Æ�

�
 
�
�, per (2.5), resulta que

7��3� 4� � 7��3� 4� � 7��3� 4�
;

�
�� 7��3� 4��
	 ;

�
� � 7��3� 4�

també

7��3� 4� , 7��3� 4�	 7��3� 4�
;

�
�� 7��3� 4��
 �

;

�
� , 7��3� 4�

aixı́ si 3 � ���� Æ� llavors

7��3���� � 7��3��� � ����
Æ�

�
 
�
�� � 7��3��� � ����

Æ�

�
 
�
���
 �

;

�
�

� 7��3�����
 �
;

�
�
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7��3���� � 7��3��� � ����
Æ�

�
 
�
��  7��3��� � ����

Æ�

�
 
�
���
	 ;

�
�

� 7��3�����
	 ;

�
�

Cal observar que tant si;1� � 
 com si ;1� , 
 la última desigualtat ´es certa.

Per tant:

� 7��3����	 7��3���� �� ;

�
7��3���� � ;

�
7��3� � � ;7��3� �

Aleshores podem concloure que�; , � �Æ , � tal que si 7��3� � � Æ amb
3 �� , aleshores

� 7��3����	 7��3���� �
7��3� �

� ;

això és:

���
���

� 7��3����	 7��3���� �
7��3� �

� �

�

Abans de continuar amb els lemes veurem dues observacions referents a la notaci´o
que s’utilitzarà a partir d’ara.

Observacío 2.3.1 En general, la notacío

��
� � >�
�� quan 
� 
�

significar̀a que existeix una constant� , � tal que���
�� � ��
�� per a
 sufici-
entment proper a
�.

Observacío 2.3.2 Si � és un sistema de coordenades en un entorn� � � del
paràmetre, això és

� � � 	� �
�

 �	� ������ � � � � �����

Donats�� 4 � � definirem la seg̈uent norma

����	 ��4��� �
��

�����

�������
���	 ���4�������	 ���4��
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Continuem ara enunciant els lemes que necessitem per arribar al resultat general
desitjat. De fet, els Lemes 2.3.3 fins al 2.3.7 ens donen les eines per a poder
demostrar el resultat del Lema 2.3.8, que juntament amb el 2.3.1 i el 2.3.2, s´on els
que s’usaran en el desenvolupament de la demostraci´o del teorema final que ens
dóna el resultat asimpt`otic al qual volem arribar.

Lema 2.3.3 Sigui� una varietat Riemanniana amb les hipòtesis del Lema 2.3.2.
Sigui � �, i anomenem� a un sistema de coordenades al voltant de. Llavors
si 4 �  tenim

7��� 4� � ����	 ��4��� �>�7��� 4��

Demostracío:

Tenint en compte que sempre existeix una geod`esica minimal, a nivell local, per
unir dos punts prou propers de manera que la dist`ancia Riemanniana entre els ex-
trems coincideix amb la longitud d’arc, i si� és un sistema de coordenades al
voltant de, anomenem� a la geod`esica minimal que uneix amb4 parametrit-
zada per la longitud d’arc,#, de manera que���� � , ��
� � 4, per a més detalls
veure l’apèndix. Aixı́ tindrem

�� Æ ���#� � ��� � 2 #�>�#��

on2 � �� Æ ������ és el vector tangent a l’origen, respecte del sistema de coorde-
nades�, per tant

��4�	 ��� � 2 
�>�
��

���4�	 ����� � �2��
� �>�
��

però �2� � 
 en ser la geod`esica parametritzada per la longitud d’arc,�2� és la
norma en el espai tangent����� definida amb m´es detall a l’ap`endix, i
 � 7�� 4�
si 4 és prou proper a. D’aquı́ obtenim

7��� 4� � ����	 ��4��� �>�7��� 4��

�

Lema 2.3.4 Sigui� una varietat Riemanniana amb les hipòtesis del lemes ante-
riors. Sigui� una corba de classe#�, almenys, parametritzada per la longitud
d’arc, de manera que���� �  � �. Llavors

���
���

7�� ��
��



� 
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Demostracío:

Definim en primer lloc el camp tangent a la corba en cada punt
 com � ��
� �

���
�

�+

		
�
�, on + és un sistema de coordenades consistent en la funci´o identitat

sobre els reals, veure l’Ap`endix. Observem que aquest camp ´es unitari en ser la
corba parametritzada per la longitud d’arc. Per altra banda, si� és un sistema de
coordenades al voltant de (i.e.: � � � 	� ), � homeomorfisme,) � �

� ó
) �Espai de Hilbert, � � � �, � obert) , tindrem pel Lema 2.3.3, que per
a 
� �

7��� ��
�� � ����	 ����
���� �>�7��� ��
���

però

����
�� � ��� � 2 
 �>�
��

essent2 el vector tangent en el sistema de coordenades�. Per tant i com tamb´e
hem vist en el lema anterior

7��� ��
�� � �2��
� �>�
��

doncs� � 7�� ��
�� � 
, i donat que�2� � 
, tenim finalment

7��� ��
�� � 
� �>�
��

i

���
�
��

7�� ��
��



� 


�

Lema 2.3.5 Sigui� una varietat Riemanniana amb les hipòtesis dels lemes an-
teriors. Siguin�� i �� dues subvarietats de� amb � �� � �� � �, amb
immersío almenys de classe#�. Siguin� i '� dues corbes també almenys de classe
#� en�� i �� respectivament, amb���� � '���� �  i � ���� � '�����, és a dir,
amb els mateixos vectors tangents a l’origen. Aleshores

i� ���
�
��

7���
�� '��
��



� �

i � ���
�
��

7���
�� '��
��

7���
�� �
� ���

�
��

7���
�� '��
��

7�'��
�� �
� �
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Demostracío:

Considerem un sistema de coordenades al voltant de i definim + � � Æ � i
'+ � � Æ '� en un entorn del punt
 � �. Si 2 és el vector tangent a l’origen en
aquest sistema de coordenades tenim

+�
� � ��� � 2 
�>�
��

'+�
� � ��� � 2 
�>�
��

i segons el Lema 2.3.3

7����
�� '��
�� � �+�
�	 '+�
��� �>
�
7����
�� '��
��

�
però +�
� 	 '+�
� � >�
�� i per la desigualtat triangular7���
�� '��
�� � �
 , per
tant

7����
�� '��
�� � >�
��

i
7���
�� '��
�� � >�
����

dividint per
 i fent lı́mits obtenim l’apartati).

Tenint ara en compte el lema anterior

���
�
��

7�� ��
��



� ���

�
��

7�� '��
��



� 


i segons l’apartati), obtenim finalment

���
�
��

7���
�� '��
��

7���
�� �
� ���

�
��

7���
�� '��
��







7���
�� �
� �

queés el primer l´ımit de l’apartatii) , el segon es fa de manera id`entica.
�

Lema 2.3.6 Sigui� una varietat Riemanniana amb les hipòtesis dels lemes ante-
riors. Sigui�� una subvarietat de� amb  � �� � �. Llavors �; , � �Æ , �
tals que

�	�� Æ� � �� � �	��� ;�

on �	 i �	� són boles Riemannianes obertes en� i �� respectivament.
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Demostracío:

Segons la definici´o de subvarietat adoptada, veure O’Neill [36], podem assegurar
que la inclusió " � �� 	� "���� és un difeomorfisme.

Per tant, donat un obert en�� que contingui a, diguem-li� , existeix un obert de
"����, anomenem-lo� , tal que"
���� � � . Però � és de la forma� � � $��,
amb� un obert de�.

Finalmentés suficient considerar que la topologia en� i �� està generada per les
mètriques Riemannianes d’aquestes dues varietats, on la m`etrica en�� és indu¨ıda
per la de�.

�

Lema 2.3.7 Sigui� amb les mateixes hipòtesis dels lemes anteriors. Siguin�� i
�� dues subvarietats de� tals que � �� � �� � �, de la mateixa dimensió i
tangents en el punt (i.e.: donada una corba en�� i una en�� que passin per
, els seus vectors tangents en aquest punt estan en el mateix subespai vectorial
de��). Llavors existeix un obert en�, diem-li � , amb � � , i una aplicacío
(� � � � �� 	� �� tal que

���
�
��

7�4� (��4��

7�� 4�
� �

on7 és, com fins ara, la m̀etrica Riemanniana en�.

Demostracío:

Observem, en primer lloc, que�� i �� tenen estructura de varietat Riemannia-
na indu¨ıda per la de�. Per tant existir`a un entorn obert en�� del punt, ge-
odèsicament convex, que ser`a de la forma� � ��, (� obert de�), en ser la
topologia de�� la induı̈da per la de�.

Sigui 4 � � � ��, existeix una geod`esica de�� minimal parametritzada per la
longitud d’arc de manera que���� �  i ��(
� � 4.

Llavors afegim una corba'�, també parametritzada per la longitud d’arc, en�� de
manera que'���� �  i ����� � '�����.

Sigui (4 � '��(
�. Aquest punt est`a en�� i està ben definit en fixar'� (que pot ser
una geod`esica de��), sempre que agafem l’entorn� � �� prou petit. Per tant
podem construir una aplicaci´o
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(� � � � �� 	� ��

4 	� (��4� � (4

Per altra banda, pel Lema 2.3.5

���
��
��

7���(
�� '��(
��

7���(
�� �
� �

però aquest l´ımit coincideix amb

���
�
��

7�4� (��4��

7�� 4�
� �

�

Lema 2.3.8 Amb les mateixes hipòtesis del lema anterior

���
���

7�4����	 7�4����

7�4� �
� �

on
7�4���� � ��
7�4� 6� � 6 � ���
7�4���� � ��
7�4� 6� � 6 � ���

Demostracío:

Segons el Lema 2.3.7 existeix una bola en�, centrada en, de radiÆ i inclosa en
un obert� , de manera que si4 � ��� Æ1��, llavors al tenir

7�4���� � 7�4��� � ��� Æ��

� 6 � � � �� � �7�4����	 7�4� 6�� � ;7�� 4�

amb; arbitrari i7�� 4� fixat.

Però, també pel 2.3.7, existir`a un(6 � �� de manera que7�6� (6� � ;7�6� �, per
tant

7�4���� � 7�4� 6� � 7�6� (6� � 7�4���� � ;7�� 4� � ;7�6� �

però7�6� � � 7�6� 4��7�4� � , i sempre podem agafar6 de manera que7�6� 4� �
7�4� �, aleshores tindrem
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7�4����	 7�4���� � );7�� 4�
Anàlogament es prova

7�4����	 7�4���� � );7�� 4�

i podem concloure amb

� 7�4����	 7�4���� �� );7�� 4�
sempre que4 � ��� Æ1��, provant aix´ı el lema.

�

Finalment, encadenarem tots aquests lemes per demostrar una generalitzaci´o del
Teorema 2.3.1 al cas�- dimensional.

Teorema 2.3.2Sigui� una varietat Riemanniana,��, real,�-dimensional, con-
nexa i geod̀esicament completa. Sigui�� una subvarietat de� �-dimensional,
(� � �). Considerem la distància Riemanniana,7, associada a la varietat i defi-
nim

7�3���� � �� 
7�3� 4�� 4 � ���
Sigui, a ḿes,����� una successió de punts de� tal que:

 
� $��
�� ������� �	� * � <��� !
��

aleshores, sota la hip̀otesi nul�la  � ��:

�7�����������
�	� % � 	�

�
�

Demostracío:

Per hipòtesi, � ��, i aleshores7����� � �.

Considerem�� la successi´o d’estimadors m`axim-versemblants que, sabem, con-
vergeixen en probabilitat al vertader valor del par`ametre � ��. És a dir, sabem
que

�� �	� 

i per tant podem assegurar que�; , �, existirà un valor�� a partir del qual, si
� , ��, llavors7���� � � ; .
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Donats dos punts2� ? � �����, podem considerar���2� ?� la distància associada
a la norma� �� en el espai tangent�����, definida anteriorment en el cap´ıtol 1,
llavorsés conegut el seg¨uent resultat

���
�����������

���2� ?�

7�$����2�� $����?��
�

�2 	 ?��
7�$����2�� $����?��

� 


es pot veure Helgasson [22], entre altres, per a m´es detalls.

Anomenarem4 � $����2�, 3 � $����?� i com  � $������, el lı́mit anterior es
pot escriure

���
�����������

� $��
�� �4�	 $��
�� �3��� 	 7�4� 3�

7�4� 3�
� �

Per la Proposici´o 9.8.2 de l’ap`endix, per a cada punt � � existeix un entorn
obert�� de � � ����� tal que$��� és un difeomorfisme sobre� � $�����

��
entorn obert de � �.

Notem que el l´ımit anterior es pot escriure tamb´e

���
�����������

���$��

�
� �4�� $��


�
� �3��	 7�4� 3�

7�4� 3�
� �

Aleshores, si ens restringim al subconjunt obert� � �, on$��
�
		
�

és un difeo-
morfisme, la seg¨uent distància� sobre� estarà ben definida:

��4� 3� � ���$��

�
� �4�� $��


�
� �3��

Llavors, com � � � ��, aplicant el Lema 2.3.2 a(�� � � � ��, subvarietat de
dimensió � de�, tindrem que

���
���

���4� (���	 7�4� (����
7�4� �

� ���
���

����$��
�� �4�� $��
�� � (����	 7�4� (����
7�4� �

� �

Sigui doncs$��
�� � (��� una subvarietat�-dimensional de����� que conté el punt
� � $��
�� ��. Definim�� com la subvarietat Euclidiana de������ tangent a
$��
�� � (��� en el punt� i difeomòrfica a���$��


�
� �
(����. És a dir�� i $��
�� � (���

són subvarietats de la mateixa dimensi´o � i tangents en el punt�. Aix ı́ aplicant el
Lema 2.3.8 tenim

���
���

���$��

�
� �4�� $��


�
� �
(����	 ���$��


�
� �4�����

���$��

�
� �4�� ��

� �
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Com que���$��

�
� �4�� �� � 7�4� �, i tenint en compte que7�4� (��� � 7�4����,

per a punts4 prou propers a, restant els dos ´ultims lı́mits s’obté

���
���

7�4����	 ���$��

�
� �4�����

7�4� �
� �

Aleshores, com� és un conjunt obert, sabem que� ; , � tal que��� ;� � � ,

i donat que�� �	� , tal i com hem vist a l’inici d’aquesta demostraci´o, � ��

a partir del qual7���� � � ;, amb la qual cosa podem assegurar que almenys
�� , ��, �� � ��� ;� � � . Llavors, aplicant aquest darrer l´ımit a��, obtenim

7�������	 ���$��

�
� ��������

7���� �
�	� �

Si anomenem-	��$��

�
� ����� a la projecció ortogonal dels punts$��
�� ���� so-

bre�� en el tangent�����, podem escriure

����$��

�
� �������� � � $��
�� ����	 -	��$��


�
� ��������

Donades les propietats dels estimadors m`axim-versemblants i per ortogonalitat,
sabem que

�����$��

�
� �������� � �� $��
�� ����	 -	��$��


�
� �������� �	� % � 	�

�
�

llavors, si anomenem

�� � =������ �
 

�7�������

�� � =������ �
 

����$��

�
� ��������

com que la funci´o
 � és una funci´o contı́nua, sabem que

�� �
 

����$��

�
� ��������

�	�
 
%

per les propietats dels estimadors m`axim-versemblants, sabem tamb´e que:

�7����� � �	� & � 	�
�

utilitzant, altra vegada, que la funci´o
 � és cont´ınua, obtenim

 
�7���� � �	�  &

Aleshores, com aplicaci´o directa del Lema 2.3.1, es compleix que�� té la matei-
xa converg`encia en llei que��, és a dir
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�� � =������ �
 

�7�������
�	�
 
%

i elevant al quadrat, tenint en compte que���� és una funci´o contı́nua, arribem a
la conclusió

�7��������
�	� % � 	�

�
�

queés el que vol´ıem veure.
�
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Caṕıtol 3

Model Normal

3.1 Model normal�–variant amb � coneguda

Considerem la distribuci´o normal�–variant amb� � �� una matriu��� definida
positiva, simètrica i coneguda,' � <�������, i plantegem el contrast, o selecci´o
de model, que ve donat per

�� � ��� @ � � �� � ��� @ �� �
on� és una matriu� � � amb� � rank� � � � � i @ és un vector� � 
.

Observem, en particular, el cas d’hip`otesi nul�la simple:

�� � � � ��� �� � � �� ��

obtingut si agafem� � �, @ � 	��, i aleshores� � �.

L’espai total de par`ametres (model) ser`a� � �
�, i l’espai de par`ametres corres-

ponent a la hip`otesi nul�la (submodel)�� � 
� � �
� � ��� @ � �� queés una

varietat lineal��	 ��–dimensional.

La mètrica informativave donada, en notaci´o matricial, per:

�#� � ����
�� ���

la geometria ´es euclidiana, la dist`ancia de Rao ´es en aquest cas ladistància de
Mahalanobis, el quadrat de la qual ´es

7����� ��� � ��� 	 ���
��
�� ��� 	 ���

i el volum Riemanni`a és

59
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�� � �det���

 �

� ��

Donada una mostra de grand`aria 8, � � ���� � � � � ��� � �����, un estimador
natural per a aquest model ´es l’estimador m`axim–versemblant,

����� � '�� �



8
��� � � � �� ���

Observem que aquest estimador ´es tamb´e el centre de massesde la mesura de
probabilitata posteriori, basada en unaa priori no informativaproporcional al
volum Riemanni`a, queés, donada una mostra de mida8, � � ���� � � � � ��� �
�����,

� � <��'���



8
���� (3.1)

donat que en el cas euclidi`a, amb una parametritzaci´o convenient, el centre de
masses ´es just l’esperanc¸a.

3.1.1 m̀etode –��

Observem, primerament, que en el cas que7�������� � , o qualsevol transforma-
ció monòtona, tingui una distribuci´o absolutament cont´ınua podem escriure

�
�
7�������� � , 7����� �

�
� 
	 �7�������� � � 7����� �

�
i per tant

� � ��
�
7�������� � � 7����� �

�	 

Aix ı́ doncs en el nostre cas particular, � � , tenim que� és una funci´o monòtona
creixent de 7����� ��, i llavors podem obtenir un interval de confianc¸a per a�
a partir d’un interval de confianc¸a per a7����� �� de la forma"7�����, essent7��
una estimaci´o per defecte de7����� ��.

Hem de determinar, doncs, donada una mostra de mida�, � � ���� � � � � ��� �
����� un �
	��–interval de confianc¸a per a�, de la forma"��� 
#. Per aconseguir
aquest prop`osit, notem que, si prenem''� " �����,

� 7�� ''�� �� � � � ''� 	 ����
�� � ''� 	 ��

té una distribuci´o 	� ordinària amb�-graus de llibertat.

Per obtenir aquest interval, notem que la geometria corresponent al model ´es eu-
clidiana, i per tant el quadrat de la dist`ancia entreA � � i �� ve donat per,
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7����� A� � �A ��
@��� ������
��
���A ��
@�

independentment de la matriu�–inversa,�
, escollida. Aix´ı doncs, el quadrat de
la distància des del vertader valor de� fins a��, i des del valor estimat a partir de
'�� fins a�� vindrà donat, aplicant la darrera f´ormula, per7����� �� i 7����� '���
respectivament.

A més, observem que� � �
���
� � ������

��
������
� és l’operador projecci´o,

d’acord amb la m`etrica informativa, sobre el subespai ortogonal de
A � �
� �

�A � ��, aquest ´es el subespai director corresponent a��. Per tant� és una
matriu simètrica idempotent de rang� , i tenint en compte que l’estad´ıstic

 
� �


���
� � ''� ��
@� � <��

 
� �


���
� ����
@�� ��

es dedueix que

� 7����� ''�� � � � ''� ��
@��� ������
��
��� ''� ��
@�

� � � ''� ��
@���
���� ��

���
� � ''� ��
@�

té una distribuci´o 	� no–central,	�
��Æ� , amb � graus de llibertat par`ametre de

no–centralitatÆ � � 7����� ��, veure Muirhead [31] [pp 26–32].

Aix ı́ doncs, si definim6����Æ� a partir de

�
�
	�
��Æ� � 6����Æ�

�
� 
	 �

on 6����Æ� és, clarament, una funci´o monòtona estrictament creixent deÆ, i do-
nada7����� '��� , el �
 	 ��–interval de confianc¸a per a7����� �� serà "7�����
amb

7�� �

���
��

6
������ 7����� '����

�
si � 7����� '��� , 6������

� altrament

Aleshores hem d’avaluar

�� � �� �7
�� ''�� �� � 7���	 
 � �� �8 7�� ''�� �� � 8 7���	 


a partir de les taules de la distribuci´o 	�
� i, finalment, acceptarem�� si �� ,

estimació per defecte de�, és menor o igual a zero, o el que ´es el mateix, si
� �8 7�� ''�� �� � 8 7��� � 
1� . Observem que si considerem4� la mediana de
una distribució 	�

�, rebutjarem el submodel si



62 CAPÍTOL 3. MODEL NORMAL

87�� �
8

�
6
������7����� '���� , 4�

acceptant-lo altrament.

Notem, tamb´e que, si comparem aquest resultat amb el cl`assic i habitual test d’hi-
pòtesis, el qual sabem que rebutjar`a la hipòtesi nul�la, ��, per a valors grans de
�7����� ''��, obtindrem doncs que, si em accept´essim en el cas cl`assic�� amb
un nivell de significaci´o ; � �, aleshores acceptarem tamb´e la hipòtesi nul�la amb
el mètode–��, per diferents raons, ja que en aquest cas� 7����� '��� � 6������, per
tant 7�� � � i llavors � �7�� ''�� �� � 7��� � �, obtenint�� � 	
 � �. Però, si
amb el test cl`assic rebutgem��, aleshores amb el m`etode–�� també, sempre que
es doni

��
�
	�
� � 8 7��

�	 
 , �

i encara acceptarem�� si l’anterior quantitat ´es menor o igual que zero, la qual
cosa dep`en del valor de8 : valors petits faran que s’accepti el submodel.

3.1.2 m̀etode –��

Si � 7����� '��� , 6������, l’estimació de la regla–� (2.2) donada en el cap´ıtol
anterior esdev´e, en aquest cas

�� � 7�� 	 )
�
�7�� ''�� ��

�
Aleshores, rebutjarem�� quan�� , �, acceptant altrament.

Multiplicant l’anterior equaci´o per8, i donat que)�8 7�� ''�� �� � )�	�
�� � �,

la regla es pot formular de manera equivalent dient que:

Rebutjarem la hip`otesi nul�la �� si

8 7�� 	 � �
8

�
6
������7����� '����	 � , � (3.2)

Notem que si� 7����� '��� � 6������, acceptarem sempre la hip`otesi nul�la, doncs
aleshores7�� � � i per tant�� � 	)�8 7�� ''�� �� � �.

Fem la comparaci´o amb el cas cl`assic, el qual sabem que rebutjar`a la hipòtesi
nul�la, amb un nivell de significaci´o ; � �, quan� 7����� ''�� sigui gran. Lla-
vors el mètode–�� també rebutjarà la hipòtesi nul�la si 8 7�

� , �, però encara
l’acceptarà quan8 7�� � �, és a dir depenent del valor de8.



3.1. MODEL NORMAL�–VARIANT AMB � CONEGUDA 63

3.1.3 m̀etode –��

Observem que ara hem de considerar la mitjana de la quantitat

�
�
7�� ''�� �� � 7����� ��

�
respecte laa posteriori (3.1), però ara per una mostra de grand`aria � : � �
<��'���

�
�
���.

Hem de tenir en compte que donada'��, amb la mateixa notaci´o bàsica que s’ha
utilitzat en els anteriors apartats,

 
� �


���
� ����
@� � <��

 
� �


���
� �'�� ��
@�� ��

i aleshores,

� 7����� �� � � ����
@�� �
���� ��

���
� ����
@�

té una distribuci´o 	� no–central,	�
��Æ�, amb� graus de llibertat i par`ametre de

no–centralitatÆ � � 7����� '���. A més,8 7�� ''�� �� � 	�
�, independentment de

�. Per tant

)
�
� �7�� ''�� �� � 7����� ����'��

�
� �

�
� �

8 �
� *

�
on

* �
� 7����� ��1 �

8 7�� ''�� ��1 �

és una variable aleat`oria amb distribuci´o 9����Æ�, això és: una distribuci´o 9 no–
central, amb� i � graus de llibertat i par`ametre de no–centralitatÆ � � 7����� '���.

Si aquesta probabilitat ´es més gran que
1� aleshores rebutjarem la hip`otesi nul�la
o acceptarem el model m´es general, i farem el contrari en l’altre cas. Observem
que si prenemB����Æ� com la mediana de una distribuci´o 9����Æ� ,llavors:

Rebutjarem la hip`otesi nul�la o submodel si

B����Æ� ,
� �

8 �

acceptant-lo si aix`o no passa. Notem tamb´e que si fem tendir8 � � podrem
certament rebutjar la hip`otesi nul�la donat queB����Æ� , �.
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3.1.4 m̀etode –��

La mitjana de la dist`ancia de Rao al quadrat per a�� ve donada, donat que en el
nostre cas�� � ''�, per

)�

�
7����� ��

�
� )�

�
� ''� 	 ����
�� � ''� 	 ��

�
�

�

8

i sota la hipòtesi nul�la, l’error estar`a mesurat com:7����� ��.

Ara s’haurà de calcular la mitjana d’ambdues quantitats respecte laa posteriori:
� � <��'���

�
�
���, amb la qual cosa tindrem

)
�
)�

�
7����� ��

� � '��

�
�

�

8

i com que donada'��, � 7����� �� té una una distribuci´o 	� no–central,	�
��Æ�

amb � graus de llibertat i par`ametre de no–centralitatÆ � � 7����� '���, amb
)�	�

��Æ�� � � � Æ, tenim

)
�
7����� �� � '��

�
�

�

�
� 7����� '���

Per tant, rebutjarem�� si

�

�
� 7����� '���	 �

8
, �

és a dir, en aquest cas resultar`a avantatj´os, des del present punt de vista, rebutjar
triar el model general' � <�������� � � �

�. Altrament acceptarem la hip`otesi
nul�la o submodel' � <�������� � � ��.

De manera equivalent, si hem de treballar amb mostres de mida8 i

8 � ��

� � � 7����� '���

és preferible treballar amb el submodel' � <�������� � � ��, és a dir, ac-
ceptar la hip`otesi nul�la, donat que en aquest cas no tindrem suficientpotència
resolutivaper a fer bones estimacions amb el model complet, ja que la p`erdua
esperada ser`a més gran sota el model m´es general. Notem que, per a mostres de
grandària� suficientment gran, aquesta cota superior per a8 és aproximadament
igual a �17����� '��� .

A més, observem que si

��

� � � 7����� '���
� 
 o equivalentment

�� 	 �

�
� 7����� '���
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aleshores la hip`otesi nul�la �� serà sempre rebutjada, independentment de la
grandària mostral8, doncs aleshores,� , � independentment de8.

3.2 Comparacío dels m̀etodes

Per resumir tot el que hem vist podem comparar les condicions a favor del rebuig
de la hipòtesi nul�la (o submodel), entre els diferents m`etodes considerats, amb la
següent taula:

mètode condició

�� 8 7�� , 4�

�� 8 7�� , �

�� 8 �
�
B����Æ� , �

�� 8 � �
�
� 7����� '���� , �

De la taula anterior, usant aproximacions a la normal per a les distribucions	�
�,

	�
��Æ� i 9����Æ�, donades en: Abramowitz [1] [pp 942–948], s’obt´e que

4� � ��
	 �

!�
�� � �	 �

)

i

B����Æ� �
�

 �

�

�
7����� '���

� �
!�

!�	 �
�

	 � �� � ��7����� '����

! �� � �7����� '�����

���

aleshores

�

�
B����Æ� � :��


 �

�
� 7����� '���

�
on

:�� �
�

� �!� 	 ��
�!�	 �� �

��

o :�� �
�

!�

!�	 �
��

per a valors petits de7����� '���� o per a valors grans, respectivament.
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Per tant, per una banda�� i ��, proporcionaran conclusions similars donat que
4� � � 	 �1), per l’altra, �� i �� es comporten de manera similar, ja que,
aproximadament�

�
B����Æ� és proporcional a�

�
� 7����� '���. És a dir les regles

� i � funcionen de manera semblant tant si utilitzem el procediment� com si
utilitzem el�.

Amb l’objectiu de comparar els procediments� i �, podem fer la gr`afica de7��
respecte a�

�
� 7����� '��� per a diferents valors de� i �, i considerant tamb´e

diferents�
 	 ��–intervals de confianc¸a per a7��. Per obtenir aquestes gr`afiques
s’ha usat l’aproximaci´o a una normal per a la distribuci´o 	� no central: si� �
	�
��Æ�, aleshores la variable aleat`oria�

! �� � �Æ��

� �� � �Æ�

��
�

� � Æ

����

�
� �� � �Æ�

! �� � �Æ��
	 

�

té, aproximadament, una distribuci´o normal est`andard univariant.

Veurem doncs, a continuaci´o, dues gr`afiques comparatives usant en cada una d’e-
lles diferents valors de� i �.

7��

�

�
� 7����� ���� amb� � 
� � � 
	�


	 � � ��	


	 � � ��!�


	 � � ��!	

1 2 3 4 5 6 70

1

2

3

4

5
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7��

�

�
� 7����� ���� amb� � 	� � � )��


	 � � ��	


	 � � ��!�


	 � � ��!	

1 2 3 4 5 6 70

1

2

3

4

5

Observem, primerament, que la gr`afica no dep`en de manera sensible d’uns valors
particulars de� i �. D’ambdós gràfics, és clar que els procediments� i � es
comporten de manera similar sempre que�

�
� 7����� '��� sigui més gran que una

certa quantitat,C�, la qual dep`en del nivell de confianc¸a �
 	 ��. Per a nivells
de confianc¸a entre��	� i ��!	, C� varia entre���!* i ��	)	. Per a valors m´es
petits de �

�
� 7����� '���, els procediments� i � difereixen considerablement: el

procediment� dóna prioritat al submodel (hip`otesi nul�la) sobre el model total,
comparat amb el procediment�. Un fet que ens indica que el procediment� és
més robust que el procediment� respecte al fet de partir de la suposici´o bàsica
que la distribuci´o a priori desconeguda est`a dominada pel volum Riemanni`a.



68 CAPÍTOL 3. MODEL NORMAL



Caṕıtol 4

Una aproximació asimptòtica del
mètode–��

En aquest cap´ıtol donarem una soluci´o asimptòtica al problema de test que s’ha
plantejat en un principi. Usarem aqu´ı els resultats asimpt`otics obtinguts en la
secció 2 del cap´ıtol 2. Treballarem amb un model regular param`etric de dimensi´o
� i ho farem desenvolupant el m`etode –��.

4.1 Cas general amb hip̀otesi nul�la simple

Considerem ara un model estad´ıstic param`etric regular�-dimensional gen`eric,

����� �� � � � ��, on� és l’espai de par`ametres, i el contrast:

�� �  � �� �� �  �� �

Sigui�� � 
�� l’espai de par`ametres corresponent a la hip`otesi nul�la (submo-
del), 7��� �� la distància de Rao, i sigui����� un estimador eficient de primer
ordre, com l’estimador m`axim-versemblant.

Donada una mostra de grand`aria �, � � ���� � � � � ��� � �� , un �
 	 ��–interval
de confianc¸a exacte per a�, de la forma"��� 
#, dependr`a de cada model estad´ıstic
particular, i en general ser`a difı́cil obtenir-lo expl´ıcitament. Presentarem aqu´ı, una
aproximació basada en un resultat asimpt`otic.

Primerament observem, segons hem vist al cap´ıtol 2, que

8 7�������� � �	� 	�
�

Com que8 7�������� � té una distribuci´o absolutament cont´ınua, recordem que
� es pot escriure

69
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� � ��
�
7�������� � � 7���� �

�	 

i aleshores, asimpt`oticament,� és una funci´o creixent de7��� ��. Per tant podem
obtenir un interval de confianc¸a asimptòtic per a� de la forma"��� 
#, a partir d’un
interval asimpt`otic per a 7��� �� de la forma "7�����. Amb aquest prop`osit,
notem que

 
� �7������� ��	 7�� ���

�	� . � <��� 
� (4.1)

tal com s’ha obtingut en Teorema 2.3.1 del segon cap´ıtol.

Aleshores si definimB� a partir de

� �. � B�� � 
	 �

on . té una distribuci´o normal est`andard univariant, una vegada obtinguda la
distància7�������� ��, un�
	��–interval de confianc¸a asimptòtic per a7��� ��
serà "7����� amb

7� �

���
��

7������� ��	 B� 
�

si 7������� �� , B�1
 

�

� altrament

Després d’això, hem d’avaluar

� �7�������� � � 7��� � � �8 7�������� � � 8 7���

usant, la ja mencionada abans, distribuci´o asimptòtica:	�
�. Llavors el criteri que-

darà de la manera seg¨uent:

Acceptarem�� si
� �8 7�������� � � 8 7��� � 
1�

i rebutjarem altrament.

Notem que, si anomenem4� a la mediana de la distribuci´o 	�
�, aquest criteri es

pot expressar de manera equivalent dient que:

Acceptarem�� si

87�� � 8

�
7������� ��	 B� 

�

��

� 4� (4.2)

i rebutjarem altrament.
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Cal observar que, si7� � �, llavors sempre acceptarem la hip`otesi nul�la doncs
�� � 	
 � �.

Podem comparar aquest m`etode amb el test d’hip`otesis clàssic, el qual rebutja
la hipòtesi nul�la per a valors grans de�7�������� �� i tenint en compte la seva
distribució asimptòtica, sota la hip`otesi nul�la, ve donada per

� 7�������� �� �	� 	�
�

Aix ı́, fixat el � 	 2=5D� obtingut en el test cl`assic a partir d’una mostra� �
���� � � � � ���, de la forma

� �	�
�  � 7�������� ��� � �	 2=5D�

i la confiança �
 	 �� de l’interval "��� 
#, que s’obtindr`a de"7�����, donada la
mateixa mostra anterior de mida� i a partir de (4.1)

�

�
7��� �� 

�
7������� ��	 B� 

�

��
�
� 
	 �

podem calcular el valor del quocient81� (la raó entre la segona i la primera
mostres) comenc¸ant des del valor a partir del qual, fins a l’infinit, rebutgem la
hipòtesi nul�la (submodel), que s’obt´e del criteri (4.2), de la seg¨uent manera:

Rebutjarem�� si
8

�
,

4�

�
 

� 7������� ��	 B���

Aleshores, per a diferents valors del nivell de confianc¸a �
 	 �� i del � 	 2=5D�,
donada una dimensi´o � � dim�, obtenim les seg¨uents taules.

confiança per a "��� 
#"��� 
#"��� 
#

p–valors 0.5 0.75 0.90 0.95 0.99

0.1 0.168 0.483 3.453 � �
0.05 0.118 0.275 0.990 4.590 �
0.01 0.060 0.126 0.272 0.525 7.289

0.001 0.042 0.066 0.113 0.168 0.489

dim� � 
. Valors crı́tics81� .
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confiança per a "��� 
#"��� 
#"��� 
#

p–valors 0.5 0.75 0.90 0.95 0.99

0.1 0.471 0.778 1.409 2.239 8.557

0.05 0.393 0.618 1.040 1.538 4.341

0.01 0.288 0.422 0.643 0.868 1.792

0.001 0.212 0.293 0.413 0.523 0.896

dim� � 	. Valors crı́tics81� .

confiança per a "��� 
#"��� 
#"��� 
#

p–valors 0.5 0.75 0.90 0.95 0.99

0.1 0.584 0.845 1.266 1.687 3.340

0.05 0.510 0.719 1.040 1.347 2.450

0.01 0.403 0.544 0.747 0.928 1.505

0.001 0.316 0.411 0.540 0.649 0.964

dim� � 
�. Valors crı́tics81� .

confiança per a "��� 
#"��� 
#"��� 
#

p–valors 0.5 0.75 0.90 0.95 0.99

0.1 0.729 0.912 1.145 1.328 1.816

0.05 0.670 0.831 1.031 1.187 1.594

0.01 0.576 0.703 0.857 0.974 1.269

0.001 0.491 0.590 0.706 0.793 1.006

dim� � )�. Valors crı́tics81� .
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A la vista dels resultats obtinguts a les taules podem dir que, si usant els m`etodes
clàssics i donada una determinada mostra de grand`aria�, s’obté un� 	 2=5D� �
���
 amb la qual cosa es rebutjaria la hip`otesi nul�la amb un nivell de significaci´o
de l’ordre; , ���
, amb el mètode–�� en canvi, usant nivells de confianc¸a entre
el	� i el !	 , encara s’acceptaria la hip`otesi per a mostres de grand`aries8 � �,
i en alguns casos8 ' �. Per altra banda, si usem confiances a partir del!	 ,
podrem acceptar la hip`otesi nul�la fins i tot per algunes mostres de grand`aries més
grans que�.

També podem dir, per exemple, que si amb els m`etodes cl`assics obtenim un
� 	 2=5D�  ���	 amb la qual cosa s’acceptaria la hip`otesi nul�la amb nivells
de significació ; � ���	, amb el mètode–��, també s’acceptar`a per a mostres de
grandàries8 � �, i fins i tot per a confiances
 	 �  !� , encara s’acceptar`a
per a algunes mostres de grand`aria8 , �.

Cal observar, finalment, que els m`etode es comporta aproximadament de la ma-
teixa manera encara que la dimensi´o de l’espai de par`ametres augmenti.
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Caṕıtol 5

Alguns models uniparam̀etrics

5.1 Model Poisson

Considerem la distribuci´o Poisson,' � � �0�, amb 0 , �, i el següent contrast:

�� � 0 � 0�� �� � 0 �� 0�

Desenvoluparem el m`etode –��per aquest exemple particular. L’espai general de
paràmetres (model) ´es� � �

�, i l’espai de par`ametres corresponent a la hip`otesi
nul�la (submodel),�� � 
0��.

La mètrica informativave donada per:

�#� �



0
�0�

la geometria ´es, com en tots els casos unidimensionals, euclidiana i la dist`ancia
de Raoés en aquest cas:

7�0�� 0�� � � �
�

0� 	
�

0� �
Donada una mostra de mida8 , � � ���� � � � � ��� � �

�, un estimador natural
per aquest model ´es el centre de masses de la mesura de probabilitata posteriori,
basada en unaa priori no–informativaproporcional al volum Riemanni`a. Aquesta
distribució a posteriori, sota la parametritzaci´o 0, ve donada per

��0�#� � 8�� �
�

+�#� �
�
�

E
� � 0�
 �
� 0 , � # � � (5.1)

on # �
��
�

��.
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A més, si fem un canvi de parametritzaci´o 0 �� �0� � �
 

0 , la mètrica infor-
mativa esdev´e �#� � �� i sota aquesta parametritzaci´o, el centre de masses ´es
just l’esperanc¸a. Per tant, tenint en compte que

)��
 

0�#� � � 8�� �
�

+�#� �
�
�

� �

�

E
� � 0� �0 �
� +�#� 
� 
8 +�#� �

�
�

# � �

l’estimador de Bayes generalitzat, donat per una mostra de mida8, sota la para-
metrització 0, és

(����� � � � � ��� �

�
+�#� 
� 
8 +�#� �

�
�

��

donat que0 � �1���. La mitjana de la dist`ancia de Rao al quadrat, per a(�, ve
donada per

)� �7
��(�� 0�� � �

��
���

�
#, 

8 +�#� �
�
�
	
 

0

��

E
�� �80��

#,

�
�E
��

8

��
���

#, #,

+�#� �
�
� +�#� �

�
�

�80��

#,
� �0E
��

��
���

�80��

#,

	 *
 

0 
8

E
��

��
���

#, �80��

+�#� �
�
� #,

� � 0�
�E
��

-8

��
���

�
�� �
��
��
�
�� �

�
�
��

�80��

#,
	 *

 
0 

-8
E
��

��
���

�
��
��
�
��

�80��

#,

tenint en compte que:

+�#� �
�
�

+��
�
�
� �



�
�� on �=�� � = �= � 
� � � � �=� #	 
�

#, � 
 �
 � 
� � � � �
 � #	 
� � �
�� i +�



�
� �

 
-

A més, �9��=�� � � � � =�� @�� � � � � @�� /� són les funcions hipergeom`etriques gene-
ralitzades, les quals convergeixen si� � F , �/ finit, veure Muirhead [31][pp
20–22].

Aix ı́ finalment ens queda:



5.1. MODEL POISSON 77

)�

�
7��(�� 0�

�
� � 0�

�E
��

-8

�
�9��
� 
�




�
�



�
�80�	 �

 
0-8 �9��
�




�
�80�

�

Sota la hipòtesi nul�la, l’error ve mesurat per7��0� 0�� � ��
 

0	 0��
�.

Calculant ara la mitjana d’ambdues quantitats respecte laa posteriori(5.1), però
ara per una mostra de mida� : # �

��
��� �� , respecte la parametritzaci´o 0 , i

utilitzant que:

� �

�

E
�� 
 
� �9��=�� � � � � =�� @�� � � � � @�� �
� �


� +�=� /
 ���9��=�� � � � � =�� =� @�� � � � � @�� �/
��

per a� � F� GE�=� , �� GE�/� , � o bé � � F� GE�=� , �� GE�/� , GE���

tindrem aleshores

) �)� �7
��(�� 0�� � #� � � ���

�
�

+�#� �
�
�

� �

�

�
0� E
�� 


-8

�
�9��
� 
�




�
�



�
�80�	 �

 
-80 �9��
�




�
�80�

��
E
��0�
 �

� �0

�
�#� �

�
�
� �
 � �

�
�
���

�
�
�

-8

�
�9��
� 
� #�




�
�



�
�



�
�

8

8� �
�

	 � #,
 

-8 
8 � � +�#� �

�
�

�9��
� #� 
�



�
�

8

8 � �
�

�

(5.2)

i

) �7��0� 0�� � # � � � ���
�
�

+�#� �
�
�

� �

�

�
�

0� 	
 

0��0�
 �
� E
�� �0

� �

�
0� 	 �

 
0� #, 

�+�#� �
�
�

�
�
�#� �

�

(5.3)
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Tenint en compte que si�9��=�� � � � � =�� @�� � � � � @�� /� són tals que� , F , aques-
tes funcions seran convergents quan/ � 
 , la qual cosa passa en el nostre cas

donat que
8

8 � �
� 
 .

Per tant, hem de comparar ambdues quantitats. Si (5.3) ´es estrictament m´es gran
que (5.2) aleshores triarem el model general, si aix`o no passa triarem el submodel
(hipòtesi nul�la).

D’una manera m´es expl´ıcita, si

� #,

+�#� �
�
�

�
-8

8 � �
�9��
� #� 
�




�
�

8

8� �
� 	 �9��
� 
� #�




�
�



�
�



�
�

8

8� �
�

� -8 �
 �
8

�
����

�
�
�

�
0� 	 �

 
0� #, 

� +�#� �
�
�

�
, �

aleshoresrebutjarem��.

La següent taula mostra el comportament del m`etode –��. Per a0� � 
 i per
a diferents valors de� i #, es calcular`a la màxima grand`aria mostral,8�, que
encara permet l’´us del submodel: per a8 menor o igual que8� acceptarem��.
Observem que8� � �, independentment de� i # , per a8 suficientment gran,
sempre ser`a preferible el model m´es general.

s

k 1 3 5 7 10 15 20 25 30 35

5 	 2 5 5 	 	 	 	 	 	
10 	 	 1 2 10 3 1 	 	 	
15 	 	 	 1 5 15 5 2 1 	
20 	 	 	 	 2 8 20 9 3 2

25 	 	 	 	 	 4 12 25 12 5

30 	 	 	 	 	 2 6 16 30 16

valors de8� : per a8 � 8� acceptarem��
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5.2 Model Gamma

Considerem la distribuci´o Gamma,' � !�
10� ��, on � , � és conegut, i
0 , �, on el paràmetre0 és tal que)�'� � �0, amb el contrast:

�� � 0 � 0�� �� � 0 �� 0�

En aquest exemple desenvoluparem el m`etode–��. L’espai general de par`ame-
tres (model) ´es� � �

�, i l’espai de par`ametres corresponent a la hip`otesi nul�la
(submodel),�� � 
0��.

La mètrica informativave donada per:

�#� �
�

0�
�0��

la geometria ´es euclidiana, i la dist`ancia de Rao ´es en aquest cas

7�0�� 0�� �
 

� � ��� 0�

0�

�

Donada una mostra de grand`aria 8, � � ���� � � � � ��� � �����, un estimador
natural per a aquest model ´es el centre de masses de la probabilitata posteriori,
basat en unaa priori no–informativaproporcional al volum Riemanni`a. Aquesta
a posterioriés, sota la parametritzaci´o 0,

��0�#� � #��

+�8�� 0����
E
��� �� # � �

� (5.4)

on # �
��

��� �� i havent tingut en compte que
��

��� '� � !�
10� 8�� .

Per tant, si fem un canvi de parametritzaci´o: 0 �� �0� �
 

� ���0 , la mètrica
informativa esdev´e �#� � �� i sota aquesta parametritzaci´o, el centre de masses
és just l’esperanc¸a. Per tant, tenint en compte que

)�
 

� ���0 � #� �
 

�#��

+�8��

� �

�

���0

0����
E
��� �0

�
 

� ���� #	 -�8���

on - � +�1+ , i l’estimador de Bayes generalitzat(� , donat per una mostra de
mida 8 , respecte la parametritzaci´o 0, és

(����� � � � � ��� � #E
����� � E
�����
��
���

��
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donat que0 � E��
�
�. Aleshores la mitjana de la dist`ancia de Rao al quadrat, per

a (�, ve donada per

)� �7
��(�� 0�� �

�

+�8�� 0��

� �

�

���� �
#E
�����

0
� #��
�E
��� �#

� �-��8��

Sota la hipòtesi nul�la, l’error ve mesurat per7��0� 0�� � � ���� � �
��
�.

Calculant ara la mitjana d’ambdues quantitats respecte laa posteriori(5.4), però
ara per a una mostra de mida� : # �

��
��� ��, tindrem

)�)�

�
7��(�� 0�

� � # � � �-��8�� (5.5)

i

) �7��0� 0�� � # � � � #��

+����

� �

�

���� �
0�

0
�




0����
E
��� �0

� �

�
���� �

#E
�����

0�
� � -�����

� (5.6)

Per tant, hem de comparar ambdues quantitats. Si (5.6) ´es estrictament m´es gran
que (5.5) aleshores triarem el model general, si aix`o no passa, triarem el submodel
(hipòtesi nul�la). Explı́citament, si

� �-��8��	-������ � � ����
�

#E
�����

0�

�
� 7��(�� 0��

llavors rebutgem la hip`otesi nul�la, ��, acceptant-la en qualsevol altre cas. El
comportament del m`etode–�� és, en aquest cas, similar al dels exemples previs,
tal com es pot observar en la seg¨uent taula, on s’han obtingut valors cr´ıtics per a
7��(�� 0��, anomenats&7�, en el cas� � 
 i per a diferents valors de� i 8 .
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m

k 1 2 3 4 5 6 7 8

5 1.4236 .4236 .1736 .0625 .0000 .0000 .0000 .0000

10 1.5398 .5398 .2898 .1787 .1162 .0762 .0484 .0280

15 1.5760 .5760 .3260 .2149 .1524 .1124 .0846 .0642

20 1.5937 .5937 .3437 .2326 .1701 .1301 .1023 .0819

25 1.6041 .6041 .3541 .2430 .1805 .1405 .1127 .0923

30 1.6110 .6110 .3610 .2499 .1874 .1474 .1197 .0992

35 1.6160 .6160 .3660 .2548 .1923 .1523 .1246 .1042

Valors crı́tics &7� : acceptarem�� si 7��(�� 0�� � &7�

Observem que acceptarem el submodel, hip`otesi nul�la, per a valors petits de8,
si 8  �, aleshores rebutjarem el submodel.
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Caṕıtol 6

Model lineal normal

6.1 Cas general

Considerem un model lineal normal* � <��':� ����, on : � �
� i � , �,

són paràmetres desconeguts i' és una matriu� � # els coeficients de la qual
són coneguts i tal que� � rang' � # � �, amb el contrast:

�� � �: � �� �� � �: �� �
on� és una matriu constant� � # amb� � rang��� � � � #.

Nota: si considerem el cas general:

�� � �: � �� �� � �: �� �

aquest es pot reduir al primer. Per exemple: suposem que existeix:� amb�:� �
�, aleshores:

�: � � �� �: � �:� �� ��: 	 :�� � �

Si definim6 � : 	 :� el model lineal esdev´e:

* � ': � E � '�: 	 :�� �':� � E � '6 �':� � E

i podem considerar. � * 	':� � '6 � E amb . � <��'6� ����, aleshores
el contrast d’hip`otesisés:

�� � �6 � �� �� � �6 �� �
a partir d’ara, en aquest exemple, els elements de�

� seran considerats en no-
tació matricial, com a vectors columna. Sota aquesta parametritzaci´o l’espai de

83
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paràmetres corresponent al model total ´es� � �
� � �

� i l’espai de par`ametres
corresponent a la hip`otesi nul�la �� � 
�:� �� � �

� � �
� � �: � ��.

La mètrica informativave donada, en notaci´o matricial, per

�#� �



��

�
�: �' �' �: � �� ���

�
queés lamètrica hiperb̀olica de Poincaŕedel semi–espai superior� ����, veure
Burbea i Oller [9], i la dist`ancia Riemanniana ´es

7�:�� ��� :�� ��� �
 
�� ���


 � Æ��

	 Æ��

� �
 
�� .�/
� �Æ��� (6.1)

on

Æ�� �

�
�:� 	 :��� � ����� 	 ����

�:� 	 :��� � ����� � ����

i
�:� 	 :��� � �:� 	 :��

�' �'�:� 	 :��

Per aquest exemple anem a desenvolupar el m`etode–��, prenent l’estimador m`a-
xim-versemblant. Considerarem una mostra de mida8 , � � �*�� � � � � *�� , del
model lineal definit anteriorment, i definim una nova matriu('���, que ser`a una
matriu �8 � # obtinguda copiant convenientment les files de la matriu' de la
manera seg¨uent

('��� � 1�('

on1�� � �
�
��� � �� 
��, essent( el producte de Kronecker. Per altra banda la matriu

� �8 aleatòria� � �*�� � � � � *��, les columnes de la qual s´on vectors aleatoris
corresponents a una mostra de mida8 d’un model lineal, pot ser considerada com
una mostra de mida
 del model lineal vec(�)� <��� ('���:� ����, a més, tenint
en compte que:

�1�('�� 1�(' � 8 ' �'

�1� ('�� vec��� � 8 ' � '*�

i

vec�����
� vec����� �

��
���

�*� 	 '*��
��*� 	 '*�� � tr�����

��

on '*� � �
�
�*� � � � � � *�� i �� és la matriu8 � 8 simètrica idempotent

�� � � 	 �
�

1�1
�

�, aleshores l’estimador m`axim-versemblant vindr`a donat per:
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Sabem que'*� � <��': � !�

�
�� , aleshores:

8

��
'*
�

��� 	'�' �'�
�' �� '*� � 	�
�
�

i



��
tr�����

�� �



��

��
���

��
���

�*�� 	 '*��� � 	�
��
�

Si definim:

���� � 8�:���� 	 :��1�� � 	�
� ���� � �8�������

�1�� � 	�
��
�

amb ���� i ���� independents, tenim

�


7��:����� �

�
���� :� �� � C

�
� �



87��:����� �

�
���� :� �� � 8C

�
���
�

�

�
���� � ��8�

�
"���

��
	 
�� � *

�
�8���� ��/

��
�

#
��
�

�
����
�

�����

� ��e
�
����

��e�
�
����

� 
�
��� �����

 
#����
��
���

�

+
�
�

�2

����
�


�e

�
�
�$��� �+ �2

(6.2)
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Provem ara com s’ha obtingut la igualtat�)�. Hem vist que la dist`ancia Rieman-
niana compleix, segons (6.1), la seg¨uent igualtat

7��:����� �
�
���� :� �� � *�

�
.�/
��Æ����

��
on Æ��� és en el nostre cas
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Æ��� �

�
�: 	 :������ � �������� 	 ���

�: 	 :������ � �������� � ���

Considerarem, llavors, la seg¨uent cadena d’equival`encies
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Llavors si multipliquem aquesta ´ultima desigualtat per8 i la dividim entre� �,
obtenim l’expressi´o

8
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� ��8�
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que de manera equivalent, amb les definicions utilitzades anteriorment ´es
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�
����

�8
	 
�� � *

�
�8���� ��/

��

�
C

*�
�

A continuació, indicarem com s’ha obtingut la desigualtat�))�. Sabem que����

i ���� són variables aleat`ories independents i aleshores considerem el vector alea-
tori ������ ����� que pren valors�+� 2� � ��� � �

��, hem de determinar la regi´o
del pla que compleix la desigualtat

+� ��8�

�
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�8
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Treballant amb aquesta desigualtat ens queda una inequaci´o de segon grau de la
forma
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2 � �8 �
+�

�
� � (6.3)

les solucions de la qual en funci´o de la variable+ són
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Notem que els valors m`axim i mı́nim de
 

2 s’assoliran quan+ � �, llavors les
solucions quedaran
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que, utilitzant les propietats de les funcions trigonom`etriques hiperb`oliques i la
seva expressi´o exponencial, ens determinen un rang de valors per a

 
2 de la forma

	 �8 E
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i en elevar aquesta expressi´o al quadrat s’obt´e el seg¨uent rang de valors per a2

�8 E
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� � 2 � �8 E
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�

Per obtenir el camp de variaci´o de+ cal tenir en compte que ha de ser positiva i
que fixada2 el valor màxim s’obtindrà aı̈llant + de la inequaci´o (6.3). Llavors,
considerant que���� i ���� són variables aleat`ories amb distribuci´o 	� obtenim
finalment la integral de la igualtat�))�.

Aleshores ´es clar que la probabilitat (6.2) ´es una funci´o monòtona creixent deC, i
per tant� és una funci´o monòtona creixent de7����� �:� ���. Aix ı́ doncs, donada
una matriu��� aleatòria � � �H�� � � � � H�� , les columnes de la qual corresponen
a una mostra de mida� del model lineal, podem obtenir un�
 	 �� interval de
confiança per a � a partir d’un interval de confianc¸a per a 7����� �:� ��� , de
la forma "7�����, essent7�� una estimaci´o per defecte de7����� �:� ��� donada
aquesta mostra de mida�.

Per obtenir aquest interval observem que, despr´es d’alguns c`alculs obtinguts tamb´e
de l’equació (6.1) sota la hip`otesi nul�la, podem expressar

7���� �:� ��� � �
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%� � 
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on

%� � %��:� �� �
: �� ����' �'�
�� ��
��:

����

essent%� independent de la�-inversa escollida. Aix´ı doncs,7���� �:� ��� és
una funció monòtona creixent de%�, i es pot obtenir un interval de confianc¸a per
a 7����� �:� ��� de la forma"7����� a partir d’n interval de confianc¸a per a%�

de la forma"%�
����.

Notem ara que

& � � ��� 	 #�

�
%��:����� �

�
����

és una variable aleat`oria amb distribuci´o 9����
��%�, amb par`ametre de no–cen-
tralitat % � ���%��:� ��. Definim �����
����%� a partir de

� �& � �����
����%�� � 
	 �

on �����
����%� és una funci´o monòtona estrictament creixent de%, per tant
donada &%�

��� � %�� &:����� &�
�
���� , on &:���� i &����� són les estimacions particulars co-

rresponents a la mostra de mida� �, i si consideremÆ " �����
������ , un�
	��–
interval de confianc¸a per a%� serà "%�

���� amb
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� �

���
��




���
�
�����
����

� ��� 	 #�

�
&%�
���� si
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i llavors
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Per altra banda hem d’avaluar�� � �� �87��:����� �
�
���� :� �� � 87��� 	 
, a

partir de la distribuci´o donada en (6.2). De fet, nom´es necessitem con`eixer la
mediana de la distribuci´o 87��:����� �

�
���� :� ��, doncs ens interessar`a determinar

quan� �87��:����� �
�
���� :� �� � C� , 
1�.

Primerament, observem que
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que es troba a partir del desenvolupament de Taylor de segon ordre de la funci´o
0��/. A més, quan�8 	� �, es pot provar f`acilment, a partir del Teorema
Central del L´ımit, que

���� 	 �8 
��8

�	� . � <��� 
�

i a partir del Teorema de Slutsky tenim que, si
����

�8
és �<�� � 
� ��

�� �

�1�8� amb ��
�� � � quan�8 � �, i a més considerem una funci´o real

���� �
 

� derivable a� � � amb����� �� �, podem assegurar que��
����

�8
�

és�<������ ��������
���, és a dir
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A més, com����� és un estimador m`axim-versemblant de�, és consistent i es
compleix
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Per tant,
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Finalment, fixada#, podem concloure que

87��:����� �
�
���� :� ��

�	� 	�
���

això és, la distribuci´o lı́mit de 87��:����� �
�
���� :� �� és una distribuci´o 	� amb

#� 
 graus de llibertat.

Aix ı́ doncs, per a valors grans de�8 si considerem4��� la mediana d’una dis-
tribució 	�

��� , rebutjarem el submodel si87�
� , 4��� � # � �

�
, acceptant-lo en

qualsevol altre cas. Per a valors petits s’ha calculat la mediana num`ericament,
obtenint la seg¨uent Taula
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s

nm 1 2 3 4 5


� 1.586 3.022 4.871 7.311 10.638


	 1.513 2.763 4.224 5.942 7.982

�� 1.479 2.650 3.964 5.438 7.098

�	 1.459 2.588 3.824 5.177 6.658

)� 1.447 2.548 3.737 5.017 6.395

	� 1.422 2.471 3.574 4.726 5.928

	�
��� 1.386 2.366 3.357 4.351 5.348

Taula 6.1.1: Mediana de87��:����� �
�
���� :� ��.

Notem que, quan m´es gran ´es la dimensi´o de l’espai de par`ametres, m´es difı́cil
és rebutjar la hip`otesi nul�la, és a dir, necessitem una grand`aria8 més gran. En
canvi, quan m´es gran ´es la dimensi´o � del model lineal donat, m´es fàcil és que la
grandària final�8 sigui gran, i lògicament, m´es fàcil és rebutjar la hip`otesi nul�la.

6.2 Exemple

6.2.1 Cas I

Considerarem ara l’estudi d’un exemple particular, basant-nos en els resultats ob-
tinguts per al m`etode–�� en el cas general, de la secci´o anterior.

S’han considerat els salaris anuals, en d`olars, de 15 homes i 30 dones, nascuts
entre els anys 1966 i 1970, de la mateixa categoria laboral (administratius), segons
les dades de la taula que apareix a la p`agina seg¨uent.
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TAULA DE SALARIS D’ADMINISTRATIUS

individu sexe data naixement salari (en�)
1 h 18-09-69 25500
2 h 27-02-69 27750
3 h 09-03-69 21300
4 h 08-11-66 31050
5 h 10-10-68 26700
6 h 04-08-68 31500
7 h 27-05-68 31650
8 h 19-07-69 28500
9 h 08-10-66 27450
10 h 22-07-67 37800
11 h 14-11-67 28050
12 h 03-08-66 26400
13 h 15-11-66 33540
14 h 26-07-67 29400
15 h 05-04-66 30750
16 d 02-05-69 27450
17 d 09-05-69 25500
18 d 12-05-70 21600
19 d 19-09-69 34500
20 d 17-01-70 22950
21 d 12-01-69 24450
22 d 24-06-69 27900
23 d 04-02-70 29100
24 d 21-11-70 30600
25 d 10-10-66 28200
26 d 13-10-67 21900
27 d 06-08-69 23850
28 d 12-08-69 22500
29 d 13-05-67 26700
30 d 02-07-67 26550
31 d 14-06-66 35550
32 d 27-01-66 27900
33 d 29-04-66 33300
34 d 24-08-66 24600
35 d 24-11-66 29850
36 d 18-09-69 29700
37 d 09-11-68 24150
38 d 09-06-66 28800
39 d 13-11-66 28500
40 d 16-08-68 22950
41 d 05-11-68 29400
42 d 14-10-66 29150
43 d 11-08-68 29400
44 d 05-05-69 22200
45 d 18-08-67 32850
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Suposarem que la variable ”salari homes” segueix una distribuci´o<�:�� �
�� i que

la variable ”salari dones” segueix una distribuci´o <�:�� �
��.

Tot i que podem considerar aquest exemple com un cas clar d’aplicaci´o del testt
de Studentde comparaci´o de mitjanes, el plantejarem, amb l’objectiu d’aplicar els
resultats obtinguts en la secci´o anterior, suposant que la mostra obtinguda prov´e
d’un model lineal general amb la seg¨uent estructura

* � ': � E * � <��':� ����

on � � �� � ��, en el nostre cas�� � 
, �� � �, el vectorE amb components
E� � <��� ���, per a" � 
� � � � � �, el vector de par`ametres:� � �:�� :�� � �

�,
# � �, i ' la matriu del disseny� � # � )� �, tal que rang�'� � # � �, i amb
la següent estructura, donat que hi doble n´umero d’dones que d’ homes,

' �

�
� 
 �
� 

� 


�
 

Volem contrastar si hi ha difer`encies entre les mitjanes dels salaris dels homes i
de les dones.́Es a dir:

�� � :� � :�� �� � :� �� :�

que matricialment s’expressa

�� � �: � �� �� � �: �� �
amb� � �
�	
�, amb rang��� � � � 
.

L’espai general de par`ametres ´es

� � 
�:� �� � �
� � �

��� dim��� � )

i el subespai sota l’hip`otesi nul�la

�� � 
�:� �� � �
� � �

� � :� � :��� dim���� � �

Aleshores podem suposar que disposem d’una mostra de grand`aria � � 
	 del
model lineal anterior, i podem escriure

*�� � <�:�� �
��  � 
� � � � � 
	 " � 


*�� � <�:�� �
��  � 
� � � � � 
	 " � �� )
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amb

'*� �




	

���
���

*��

llavors, en aquest cas particular
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A partir de la mostra anterior hem d’obtenir un interval de confianc¸a per a la
distància7����� �:� ��� de la forma"7�����, a partir d’un interval de confianc¸a
per a%��:� �� de la forma"%�

���� on, tal i com hem vist en la secci´o anterior

7���� �:� ��� � �
 
�� .�/
��

 
%� � 
	 


%
�

amb

%� � %��:� �� �
: �� ����' �'�
�� ��
��:

����

i sabem que la variable

& � � ��� 	 #�

�
%��:����� �

�
����

és, en aquest cas particular, una variable aleat`oria amb distribuci´o 9����%�, amb
paràmetre de no–centralitat% � ���%��:� �� � !�%��:� ��. Definim �������%�
a partir de

� �& � �������%�� � 
	 � (6.4)

Necessitem ara calcular&%�
���� � %�� &:������ &�

�
�����, a partir de la nostra mostra

particular. Primerament, a partir d’uns senzills c`alculs, obtenim les estimacions
màxim-versemblants de: i � per a la mostra donada.
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aixı́ obtenim

&���� �

�



�	
tr�������� �




)
'*
�

���� 	'�' �'�
�' �� '*��

�

�



)
	*2	)�!�� � **�2)1 � )2))�21�

i tenint en compte que
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llavors podem calcular
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Buscarem ara el valor deÆ� � ��������� per a diferents valors de� i el compara-
rem amb el valor anterior.

Æ� � ��������� �

����
���
���2 si � � ���	
��*) si � � ��
�

�)1 si � � ���	
���1 si � � ��	�
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aleshores

���		 ��



&%�
���� � ��
�! � Æ� per a � � ���	 i � � ��
�

mentre que

���		 ��



&%�
���� � ��
�! , Æ� per a � � ���	 i � � ��	�

i podem obtenir

&%�
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� si � � ���	
� si � � ��
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�
������&�����
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!�
�
������&�����
�!� si � � ��	�

Llavors podem concloure que

per a � � ���	 i � � ��
� �� acceptarem��

doncs, en aquest cas,7� � �, amb la qual cosa�� � 	
 � �.

Calculem ara, per a� � ���	 i per a� � ��	�, %�
� a partir del par`ametre de

no centralitat% que s’obté de l’equaci´o (6.4). Notem que donat el valor mostral
&&���� � ��
�! obtindrem, a partir de la funci´o de distribució 9����%�, que

% � �
���������
�!� �

�
���!!)�2 si � � ���	
���1*))* si � � ��	�

Aleshores, com que

%�
� �




���
%

obtenim que

%�
� �

����
���




!�
���!!)�2 � ����			 si � � ���	




!�
���1*))* � ����) si � � ��	�

Llavors l’interval de confianc¸a al2	 per a%��:� �� serà "����			� ��, i al 	� 
serà "����)� ��.

Notem que, per obtenir"7��� ��, necessitem calcular
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7� � �
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i amb els resultats obtinguts anteriorment sabem que

%� �
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����) � ��
	� si � � ��	�

aleshores
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Aix ı́, els intervals de confianc¸a de la forma"7����� obtinguts per a7����� �:� ���
al �
	 �� seran

"7��� �� �
!
"��
*�)�� �� � "���))�� �� al 2	 

"��)2�)�� �� � "��
)*1� �� al 	� 

Sabem doncs, que acceptarem�� si

87�� � mediana�87��:����� �
�
���� :� ���

i, en altre cas, la rebutjarem.

Llavors a partir de la Taula 6.1.1, de la secci´o anterior, per a� � ), # � � i sabent
que

87�� �

�
8 ���))� si � � ���	
8 ��
)*1 si � � ��	�

el criteri de decisi´o quedar`a

Per a� � ���	, si 8 � 2
 �� acceptarem��

Per a� � ��	�, si 8 � 
2 �� acceptarem��

Fem ara una comparativa dels resultats que s’obtenen amb aquest m`etode–�� i
els que s’obtindrien amb els tests cl`assics que, en aquest cas, serien el testt de
Studentde comparaci´o de mitjanes, equivalent tamb´e al d’anàlisi de la variància
univariant d’un factor.
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Suposem primer que realitzem el test d’hip`otesis de l’exemple amb algun dels
dos tests cl`assics anomenats anteriorment. Si prenem un nivell de significaci´o
; � ���	, ; � ��
� o bé, en general, valors de; menors o iguals que el�	 2=5D�,
és a dir, si

; � � ��
��  
��	�� � � �9���  ��
�!� � ��
	�
llavors acceptarem la hip`otesi nul�la. Mentre que si prenem nivells de significaci´o
superiors al�	 2=5D�, és a dir,; , ��
	�, aleshores rebutjarem��. Cal tenir en
compte que, en aquests tests cl`assics, es treballa amb una ´unica mostra donada i
es prenen decisions, segons els resultats obtinguts, per a aquesta mostra.

Considerem ara els resultats obtinguts amb el m`etode–��. Notem que si prenem
valors de� del mateix ordre que s’acostumen a prendre els nivells de significaci´o,
;, dels tests cl`assics, ´es a dir,� � ���	, � � ��
� i, en general,� � ��
	�,
llavors acceptarem la hip`otesi nul�la, tal i com passava en els tests cl`assics, doncs
els intervals de confianc¸a al nivell�
 	 �� obtinguts per a7����� �:� ���, de la
forma "7��� ��, són en aquest cas"����, intervals massa amplis.

Notem però, que el valor� del mètode–�� no juga el mateix paper que el ni-
vell de significació en els tests cl`assics, no ´es una probabilitat d’error. En aquest
nou mètode, el valor� ens serveix per obtenir una estimaci´o de la distància
7����� �:� ��� amb nivells de confianc¸a de l’ordre del�
	 �� . Sembla, doncs,
més convenient trobar estimacions7�

� més realistes o, en certa manera, m´es cen-
trades, ´es a dir, intervals de confianc¸a de la forma"7��� �� fins i tot del	� , de
manera que el	� de les vegades obtingu´essim estimacions de la dist`ancia per
sobre de7��, i l’altre 	� per sota.

Aix ı́, en aquest cas particular, s’obt´e que, si am el m`etode–�� prenem� � ���	 i
� � ��	� es rebutjar`a la hipòtesi nul�la per a mostres de grand`aries8 , 2
 i 8 ,

2 respectivament, que ´es el mateix que passaria prenent nivells de significaci´o
; � ���	, ; � ��	� i usant qualsevol dels dos tests cl`assics anteriors, l`ogicament.
Però encara s’acceptar`a per a mostres de grand`aries8 � 2
 i 8 � 
2, també
respectivament a� � ���	 i � � ��	�. És a dir, donada una primera mostra
de grand`aria� � 
	, que usem per obtenir l’estimaci´o 7�� obtenim un criteri de
decisió que dependr`a de la grand`aria, 8, d’una segona mostra que pogu´essim
obtenir amb les mateixes caracter´ıstiques que la primera.

Veiem doncs, que aquest nou m`etode ens d´ona més informació que la que obte-
nim en els tests cl`assics, en el sentit que ens d´ona més possibilitats de decisi´o,
actuant, a m´es, de manera equivalent si treballem amb valors de� iguals al nivell
de significació ;.
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6.2.2 Cas II

En aquest segon cas, farem una modificaci´o en les dades del nostre exemple de
la següent manera: augmentarem en 2000 d`olars el salari anual dels 15 homes,
deixant invariant el de les 30 dones. Aquesta modificaci´o artificial es fa a fi d’ob-
tenir, d’una manera molt senzilla, unes dades tals que la difer`encia entre les mit-
janes dels salaris sigui m´es gran, ´es a dir, m´es significativa que en el Cas I, per`o
mantenint la mateixa vari`ancia.

De fet, es pret´en que amb aquestes dades es faci m´es entenedor i es vegin totes
les possibilitats del paper que juga la grand`aria de la segona mostra8, en el
fet de decidir acceptar o rebutjar la hip`otesi nul�la. És a dir, que depenent de la
mostra amb la qual pogu´essim treballar posteriorment, ser`a preferible o avantatj´os
acceptar el submodel.

Les estimacions de: i �, en aquest nou cas, quedaran

&:����� �

�
)

	1
�2���

�

i com la variància l’hem mantingut igual, el seu estimador coincidir`a amb el del
cas anterior, ´es a dir

&������ � )2))�21�

i donats aquests dos valors, l’estimaci´o de%��:� �� dóna

&%�
���� �

�

)
�)

	1	 �2�����
1 �)2))�21���

� ��

�)
**

i
&&���� �

���� 	 #�

�
&%�
���� �

���		 ��



��

�)
** � !�1	!

Els valors deÆ� � ��������� per a diferents valors de� seran, lògicament, els
mateixos que hem obtingut en el cas anterior i si els compararem amb el valor
����
��

�
&%�
����, que acabem de calcular, s’obt´e que

���		 ��



&%�
���� � !�1	! , Æ� ��

tenint en compte que hem considerat els quatre mateixos valors de� que en el Cas
I.

Per obtenir l’interval de confianc¸a "%�
���� al nivell �
	�� , cal que calculem els

corresponents valors de%�
�, que s’obtenen a partir del par`ametre de no centralitat
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%. Aix ı́ doncs, donat el valor mostral&&���� � !�1	! i a partir de la funci´o de
distribució 9����%�, tenim

% � �
�������1�1	!� �

����
���

�*���
	 si � � ���	
)�����2* si � � ��
�
	�1	12)� si � � ���	
!�	�)	
� si � � ��	�

Aleshores, com que

%�
� �




���
%

obtenim que

%�
� �

�������������
������������




!�
�
������&���!�1	!� � �������1* si � � ���	




!�
�
������&���!�1	!� � ���))1�)� si � � ��
�




!�
�
������&���!�1	!� � ���1�*	�	 si � � ���	




!�
�
������&���!�1	!� � ��
�1�)!� si � � ��	�

Per obtenir"7��� ��, necessitem calcular

7� � �
 
1 .�/
�

��
%�� � 
	 


%�

�

i amb els resultats obtinguts anteriorment sabem que

%� �

����
���

 
�������1* � ��
�) si � � ���	 
���))1�)� � ��
*) si � � ��
� 
���1�*	�	 � ���	
 si � � ���	 
��
�1�)!� � ��)�1 si � � ��	�
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aleshores

7� �

�������������������
������������������

�
 
1 .�/
�

� 
��
�)� � 
	 

��
�)

�
� ��)�!
 si � � ���	

�
 
1 .�/
�

� 
��
*)� � 
	 

��
*)

�
� ����	* si � � ��
�

�
 
1 .�/
�

� 
���	
� � 
	 

���	


�
� ��1�*	 si � � ���	

�
 
1 .�/
�

� 
��)�1� � 
	 

��)�1

�
� ��2*	� si � � ��	�

Aix ı́, els intervals de confianc¸a de la forma"7����� obtinguts per a7����� �:� ���
al �
	 �� seran

"7��� �� �

�������
������

"��)�!
�� �� � "��
�
!� �� al !	 

"����	*�� �� � "��
!*2� �� al !� 

"��1�*	�� �� � "��)2�)� �� al 2	 

"��2*	��� �� � "��1
1�� �� al 	� 

Sabem doncs, que acceptarem�� si

87�� � mediana�87��:����� �
�
���� :� ���

i, en altre cas, la rebutjarem.

Llavors a partir de la Taula 6.1.1, de la secci´o anterior, per a� � ), # � � i sabent
que

87�� �

����
���

8 ��
�
! si � � ���	
8 ��
!*2 si � � ��
�
8 ��)2�) si � � ���	
8 ��1
1� si � � ��	�

el criteri de decisi´o quedar`a

Per a� � ���	, si 8 � 
! �� acceptarem��

Per a� � ��
�, si 8 � 

 �� acceptarem��

Per a� � ���	, si 8 � 1 �� acceptarem��

Per a� � ��	�, si 8 � ) �� acceptarem��
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En conclusió, usant els tests cl`assics veiem que rebutjar´ıem la hipòtesi nul�la per
als nivells de significaci´o més habituals; � ��
�� ���	� ���
, de fet nom´es l’ac-
ceptar´ıem per a nivells; � ����), mentre que usant el m`etode–�� amb els valors
de� anteriorment especificats, encara s’acceptar`a la hipòtesi nul�la quan tinguem
mostres de grand`aries donades en el criteri de decisi´o anterior. Altrament, tamb´e
la rebutjar´ıem.

6.2.3 Cas III

En aquest tercer cas, farem una modificaci´o més exagerada en les dades del nostre
exemple inicial. Augmentarem en 10000 d`olars el salari anual dels 15 homes, dei-
xant invariant, tamb´e, el de les 30 dones. Aquesta modificaci´o es fa a fi d’obtenir,
ara, unes dades tals que la difer`encia entre les mitjanes dels salaris sigui molt m´es
gran,és a dir, molt m´es significativa que en els casos anteriors, per`o mantenint
també la mateixa vari`ancia.

Serà important veure el paper que jugar`a la grand`aria de la segona mostra8, en el
fet de decidir acceptar o rebutjar la hip`otesi nul�la, en una situaci´o tant clarament
significativa de rebuig de��. Seguirem, l`ogicament, els mateixos pasos que en
els dos casos anteriors.

Les estimacions de: i � quedaran ara

&:����� �

�
)!
	1
�2���

�

i com la variància tamb´e l’hem mantingut igual, el seu estimador coincidir`a amb
el dels casos anteriors, ´es a dir

&������ � )2))�21�

i donats aquests dos valors, l’estimaci´o de%��:� �� dóna

&%�
���� �

�

)
�)!
	1	 �2�����
1 �)2))�21���

� 
�
�

���

i
&&���� �

���� 	 #�

�
&%�
���� �

���		 ��




�
�

��� � !��1!2

Els valors deÆ� � ��������� per a diferents valors de� seran, lògicament tamb´e,
els mateixos que hem obtingut en els casos anteriors i si els compararem amb el
valor ����
��

�
&%�
����, que acabem de calcular, s’obt´e que
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���		 ��



&%�
���� � !��1!2 , Æ� ��

tenint en compte que hem considerat els quatre mateixos valors de� que en el Cas
I i en el Cas II.

Per obtenir l’interval de confianc¸a "%�
���� al nivell �
	�� , cal que calculem els

corresponents valors de%�
�, que s’obtenen a partir del par`ametre de no centralitat

%. Aix ı́ doncs, donat el valor mostral&&���� � !��1!2 i a partir de la funci´o de
distribució 9����%�, tenim

% � �
�������!��1!2� �

����
���
	)�����1! si � � ���	
1
��)!12	 si � � ��
�
2	�	1
2)� si � � ���	
!)���)*	2 si � � ��	�

Aleshores, com que

%�
� �




���
%

obtenim que

%�
� �

�������������
������������




!�
�
������&���!��1!2� � ��	!)2*�2 si � � ���	




!�
�
������&���!��1!2� � ��1*����* si � � ��
�




!�
�
������&���!��1!2� � ��*)!	2�* si � � ���	




!�
�
������&���!��1!2� � 
��)2*��1 si � � ��	�

Per obtenir"7��� ��, necessitem calcular

7� � �
 
1 .�/
�

��
%�� � 
	 


%�

�

i amb els resultats obtinguts anteriorment sabem que

%� �

����
���

 
��	!)2*�2 � ��22
 si � � ���	 
��1*����* � ��*�	 si � � ��
� 
��*)!	2�* � ��!
1 si � � ���	 

��)2*��1 � 
��
! si � � ��	�
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aleshores

7� �

�������������������
������������������

�
 
1 .�/
�

� 
��22
� � 
	 

��22


�
� 
�2))* si � � ���	

�
 
1 .�/
�

� 
��*�	� � 
	 

��*�	

�
� 
�*��� si � � ��
�

�
 
1 .�/
�

� 
��!
1� � 
	 

��!
1

�
� ���
�) si � � ���	

�
 
1 .�/
�

� 

��
!� � 
	 


��
!

�
� ��
!
2 si � � ��	�

Aix ı́, els intervals de confianc¸a de la forma"7����� obtinguts per a7����� �:� ���
al �
	 �� seran

"7��� �� �

�������
������

"
�22)*�� �� � ")���)�� �� al !	 

"
�*����� �� � ")�)!)2� �� al !� 

"���
�)�� �� � "����
)� �� al 2	 

"��
!
2�� �� � "��*�)	� �� al 	� 

Sabem doncs, que acceptarem�� si

87�� � mediana�87��:����� �
�
���� :� ���

i, en altre cas, la rebutjarem.

Llavors a partir de la Taula 6.1.1, de la secci´o anterior, per a� � ), # � � i sabent
que

87�� �

����
���

8 )���)� si � � ���	
8 )�)!)2 si � � ��
�
8 ����
) si � � ���	
8 ��*�)	 si � � ��	�

el criteri de decisi´o quedar`a

Només si8 � 
 �� acceptarem��, ��

En conclusió, en un cas tant extrem, en el qual les difer`encies entre els sous s´on
tant evidents, es rebutjar`a la hipòtesi nul�la, per qualsevol valor de�, sempre que
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tinguem mostres de grand`aria superior a 1. El mateix que passaria si utilitz´essim
qualsevol dels dos tests cl`assics, amb qualsevol nivell de significaci´o ;.

Aix ı́ doncs, veiem que en situacions no extremes, el m`etode–�� ens dóna informa-
ció adicional per decidir si seria millor, en cert sentit, treballar amb el submodel
o amb el model general, depenent de la grand`aria mostral de la qual pogu´essim
disposar. Notem tamb´e que, en qualsevol situaci´o, aquest nou m`etode no d´ona
mai criteris de decisi´o contradictoris amb els que donarien els tests cl`assics, sin´o
criteris addicionals.



Caṕıtol 7

Altres situacions

En aquest darrer exemple estudiarem el comportament dels m`etodes proposats
quan no es compleix una de les suposicions b`asiques: quan no resulta adequat
suposar que la probabilitata priori corresponent a la hip`otesi nul�la, o submodel,
és zero.

7.1 Quan dim�� = dim �

Per exemple podr´ıem considerar el cas cl`assic de Neyman-Pearson, amb dues
hipòtesis simples, que en un model identificable podr´ıem formular com

�� �  � �� �� �  � �

tot i que nosaltres l’estudiarem en el sentit que ho hem fet fins ara, ´es a dir, de-
cidir entre el model general que ´es, en aquest cas,� � 
�� �� i el submodel,
corresponent a la hip`otesi nul�la que vindrà donat per�� � 
��, i per tant, es
compleix que dim�� = dim�= 0.

Suposarem, a m´es, unaa priori desconeguda tal que����� � 0, ����� � 
	0 ,
amb0 , �, i considerarem una dist`ancia arbitrariaÆ� � ����� �� (per exemple
la distància de Hellinger), ambÆ , � donat que� �� �.

Donada una mostra de mida8, � � ���� � � � � ��� � ��, on � és l’espai mostral,
considerem un estimador per a aquest model donat per

����� �
�

� si � � (�
#

� si � � (�

on (� � ��, és una regi´o que compleix:

105
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� �� � (� ���� � 3� i � �� � (� ���� � A�

amb, de manera raonable,
 , 3� , �, 
 , A� , �.

7.1.1 m̀etode–��

Calculem la distribuci´o de ��������� ��  � � , on  és el vertader valor del
paràmetre.

���������  � �� �

!
� si � � (�

# amb prob.� 
	 3�

Æ� si � � (� amb prob.� 3�

���������  � �� �

!
Æ� si � � (�

# amb prob.� 
	 A�

� si � � (� amb prob.� A�

Considerem ara l’estad´ıstic:

������������ � ����������� �
!
� si � � (�

#

Æ� si � � (�

queés un estimador de:

������ � � ����� � �

!
� si  � �

Æ� si  � �

Volem calcular:

� � �
�
��������� � � ������ �

�	 �
�
��������� � , ������ �

�
Però observem que hi ha dos possibles valors de� depenent de la vertadera me-
sura de probabilitat, aix`o és

���� � � ���������� �� � � ����	 � ���������� �� , � ����
� 	� �� � (� ���� � 	3�

���� � � ���������� �� � Æ� ����	 � ���������� �� , Æ� ����
� � �� � (� ���� � A�

aleshores si� , �, rebutjarem la hip`otesi nul�la i acceptarem el model general�,
i si � � � llavors podrem acceptar la hip`otesi nul�la i, per tant, el submodel��.
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Desenvoluparem el m`etode–�� donant un interval de confianc¸a de la forma"��� 
#,
on �� és una estimaci´o de� que s’obté a partir d’una mostra aleat`oria de mida� ,
� � ��, i d’una regió crı́tica�� � 	�, de la seg¨uent manera

����� �

!
���� � 	3� si � � ��

#

���� � A� si � � ��

de manera que la seva confianc¸a, en un sentit generalitzat, s’obt´e a partir de

� ����� � "��� 
# ���� � � �	3� � "��� 
# ���� � � ���
# ���� � 
	 ��

� ����� � "��� 
# ���� � � �A� � "��� 
# ���� � 


és a dir, tindrem un nivell de confianc¸a, com a m´ınim, de
	 ��.

Aix ı́ doncs, resumint, el criteri de decisi´o quedar`a:

� Si � � �� i A� , �, rebutjarem la hip`otesi nul�la.

� Altrament, acceptarem la hip`otesi nul�la.

Per altra banda, siA� , � i definim la regió crı́tica �� a partir del lema de
Neymann-Pearson, aix`o és, per a qualsevol� � �

�� � 
� � �� � ���� ��  �� ���� ���
per a constants reals�� , � convenients i amb un nivell de significaci´o igual
a ��, (i utilitzant un test aleatoritzat en cas que sigui necessari), aleshores el
mètode–�� és, essencialment, la regla de Neymann-Pearson.

Notem que la dist`ancia entre� i � , i gairebé l’estimador�� (doncs nom´es cal
queA� , �), no juguen cap paper, essent per tant totes les dist`ancies equivalents.

7.1.2 m̀etode–��

En aquest cas tenim

���� � 	)���������� �� ���� � 	� �(� ����Æ
� � 	3�Æ�

i
���� � Æ� 	 )���������� �� ���� � Æ� 	 � �(�

# ����Æ
� � A�Æ�
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això és, hi ha dos possibles valors per a�, depenent de la vertadera mesura de
probabilitat. Per altra banda, donada una mostra aleat`oria de mida�, � � ��,
l’interval de confianc¸a aleatori"�����, on

����� �

! 	Æ�3� si � � ��
#

Æ�A� si � � ��

té una confianc¸a de, com a m´ınim,
	��. Aleshores, rebutjarem la hip`otesi nul�la
�� si � � �� i A� , �, acceptant-la altrament, aix`o és si � � ��

# o bé si
A� � �.

Observem que el comportament del m`etode–�� és idèntic al del mètode anterior
i, per tant, es recupera el m`etode de Neyman-Pearson siA� , � i prenem la regi´o
crı́tica�� com abans.

7.1.3 m̀etode–��

Donada una mostra de mida� , � � ��, hem de calcular la probabilitata posteriori
sobre�

6���� � � ��� � �� i 
	 6���� � � ��� � ��
Aleshores hem d’agafar la mitjana de� , respecte a aquesta mesura de probabilitat,
obtenint

)�� � �� � A��
	 6�����	 3�6���� � A� 	 �3� � A��6����

Aleshores rebutjarem el submodel (hip`otesi nul�la) si )�� � �� , �, acceptant-la
altrament. Observem que aquest m`etode dep`en de la distribuci´o a priori conside-
rada.

Comparem ara aquest m`etode amb la versi´o Bayesiana del test de Neyman-Pearson
clàssic. Donada la distribuci´o a priori: ����� � 0, ����� � 
	0, és ben cone-
gut que la regi´o crı́tica a partir d’una mostra de mida�, � � ���� � � � � ���, donada
pel test Bayesi`a classic vindria donada per

�� � 
� � ������
������ �


	 0

0
� � 
� � ���� ������

���� ������ � 
�

� 
� � � ������
� ������ � 
� � 
� � 6����


	 6����
� 
�

� 
� � 6���� � 
1��
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Notem que, el criteri de decisi´o donat pel m`etode–��, el qual rebutja la hip`otesi
nul�la quan)�� � �� , �, es pot reescriure tamb´e dient que rebutjarem la hip`otesi
nul�la o submodel si

6���� �
A�

3� � A�

Hem vist, doncs, que el comportament del m`etode–�� és similar al test Neyman-
Pearson cl`assic Bayesi`a, i en el cas que es pugui obtenir un estad´ıstic amb el qual
3� ' A�, els criteris s´on pràcticament equivalents.

7.1.4 m̀etode–��

És similar al cas previ, per`o ara hem de considerar la mitjana de� , respecte de la
mesura de probabilitata posteriori, obtenint

)�� � �� � Æ�A��
	 6�����	 Æ�3�6���� � Æ��A� 	 �3� � A��6�����

Aleshores rebutjarem la hip`otesi nul�la si )�� � �� , �, acceptant-la altrament.

Observem que el criteri de decisi´o del mètode–��, donat queÆ� , �, és equi-
valent al del m`etode anterior, i conseq¨uentment similar tamb´e al test Bayesi`a de
Neyman-Pearson. En aquest cas, el m`etode tamb´e depèn de laa priori escollida i,
en canvi, no dep`en de la dist`ancia considerada.

Notem, finalment, que fins i tot sense complir-se les suposicions b`asiques per a
l’aplicació dels mètodes considerats en aquest treball, aquests encara proporcio-
nen regles raonables i similars als tests cl`assics, la qual cosa ens suggereix la seva
robustesa.

7.1.5 Un cas particular quan la hip̀otesi nul�la no és simple

Considerarem la distribuci´o Normal univariant,' � <��� ��
��, amb�� , �

coneguda. Volem contrastar:

�� � � � �� �� � � , ��

Utilitzarem el mètode–�� per desenvolupar aquest exemple en el qual tamb´e es
compleix que dim� � dim��, donat que:

� � �	���� � � �� � �	�� ��#

La distància de Rao, en aquest model estad´ıstic param`etric, ve donada per
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7���� ��� �
��� 	 ���

��

i

7���� �� � ��
���	�

7��� �� �

���
��
� si � � ��

7���� �� �
�	 ��

��
si � , ��

En aquest cas, donada un m.a.s. de mida8, � � ���� � � � � ��� � 	� i considerant
l’estimador màxim-versemblant�� � ''� el criteri de decisi´o quedar`a tal que si

� � �� �7� ''�� �� � 7���� ���	 
 , �

aleshores rebutjarem��.

Observem que

� �

���
��
	
 si � � ��

��

� � ''� 	 ��
��

�
�	 ��

��

�
	 
 si � , ��

En el cas� , ��, podem escriure

�

� � ''� 	 ��
��

�
�	 ��

��

�
� �

� 
8
� ''� 	 ��

��

�
 

8
��	 ���

��

�

� �

�
�* � �  8

��	 ���

��

�

queés una funci´o creixent de�, doncs sabem que

* �
 

8
� ''� 	 ��

��
� <��� 
�

Aleshores un interval de la forma"��� 
# amb confianc¸a �
	�� s’obté considerant
"��������, om �� serà una estimaci´o per defecte de� obtinguda a partir d’una
m.a.s. de grand`aria�, i de manera que� ��  ��� � 
	� . Amb aquest objectiu,
notem tamb´e com abans, que

 
�
� ''� 	 ��

��

� <��� 
�

Aleshores definimB� a partir de
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� �. � B�� � 
	 �

on. � <��� 
�, de manera que

�

� 
�
� ''� 	 ��

��
� B�

�
� �

�
�  ''� 	 �� 

�
B�

�
� 
	 �

Llavors considerarem

�� � ''� 	 �� 
�

B�

i, per tant, podrem escriure

����� �

�����
����
	
 si ''� 	 �� 

�
B� � ��

��

�
�* � �  8

� ''� 	 !��
�
B��	 ��

��

�
	 
 si ''� 	 �� 

�
B� , ��

Aleshores el criteri de decisi´o quedar`a de manera que rebutjarem�� si ����� , �,
és a dir, si

�

�
�* � �  8

� ''� 	 !��
�
B��	 ��

��

�
, 
1�

Com sabem que* � <��� 
�, la desigualtat anterior es complir`a si

 
8
� ''� 	 !��

�
B��	 ��

��

, B�&�� � ��12��!

Aix ı́ doncs, rebutjarem�� si�
8

�

� 
�
� ''� 	 ���

��
	 B�

�
, ��12��!

o, de manera equivalent, si

 
�
� ''� 	 ���

��
,

�
�

8
��12��! � B�

Aleshores observem que si8 és gran, el m`etode–�� pràcticament equivalent al
test clàssic (extensi´o per a hipòtesis compostes del test de Neyman-Pearson), quan
considerem un nivell de significaci´o igual al valor� que hem utilitzat per a la
confiança. Mentre que si tenim mostres de grand`aria 8 petita, quan rebutgem
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amb el mètode–�� rebutjar´ıem també amb el test cl`assic, i si rebutg´essim amb el
test clàssic, amb el m`etode�� encara podr´ıem acceptar quan�

8

�
,

��12��!

�
 

� � �
�
���
!�

	 B��

Aix ò ens mostra doncs, una vegada m´es, la robustesa d’aquest m`etode quan par-
tim d’unes suposicions diferents a les suposicions b`asiques plantejades a l’inici
d’aquest treball per desenvolupar la nova metodologia.
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Resum de resultats i conclusions

Aquest cap´ıtol es diferenciar`a en dues seccions. En la primera resumirem els
principals resultats obtinguts al llarg de tot el treball, i en la segona es donar`a
un perspectiva de com es podria ampliar o generalitzar la nova metodologia en
l’estudi dels tests d’hip`otesis.

8.1 Resum de resultats

Cal observar que la caracter´ıstica diferencial d’aquest treball no ´es tant donar una
sèrie de resultats particulars sobre els tests d’hip`otesis, sin´o donar un nou plante-
jament conceptual dels mateixos, des de la perspectiva de la selecci´o de models i
fent servir eines d’estimaci´o puntual. Resumirem el contingut d’aquesta mem`oria
en els seg¨uents punts:

� Es posar`a de relleu alguns problemes i paradoxes relacionades amb la teo-
ria clàssica dels tests d’hip`otesis, i es donar`a una metodologia alternativa,
basada en dist`ancies sobre els models estad´ıstics, que evitar`a o, si més no,
obrirà un nou cam´ı per resoldre aquestes q¨uestions.

� Recordarem que, en els models estad´ıstics param`etrics regulars, les mesures
probabilı́stiques indueixen una m`etrica Riemanniana en la varietat de pa-
ràmetres�, també coneguda com dist`ancia de Rao, passant a tenir doncs
una varietat Riemanniana. Veurem, a m´es, algunes noves propietats de la
distància de Rao.

� Es tracta el problema de contrastar:

�� �  � �� �� �  1� ��
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on�� una subvarietat de� tal que� � ����� � ����, des de la pers-
pectiva de la selecci´o del model m´es senzill��, front el model m´es gene-
ral�, acceptant l’exist`encia d’unestimador, com per exemple l’estimador
màxim-versemblant, com a estimador convenient del model general.

� La mesura d’error estad´ıstic es dóna, com ja hem comentat, en termes de la
distància Riemanniana. Aix´ı si anomenem al vertader valor del par`ametre,
l’error d’una estimaci´o, donada una mostra de grand`aria 8, ve donat per
7�������� �, mentre que l’error corresponent a la hip`otesi nul�la (o submo-
del) ve donat per7����� � � ��
7��3� � � 3 � ���

� Es proposen quatre nous possibles m`etodes, que comparteixen una mateixa
filosofia de fons, per resoldre els tests d’hip`otesis plantejats anteriorment.
Aquests s’anomenen m`etodes–��, ��, ��, ��, que resulten de la combi-
nació de dos procediments, un freq¨uentista� i un Bayesià �, i dues regles,
una basada en probabilitats� i una basada en moments�. Més endavant, i
a partir d’uns exemples, es veu com, l`ogicament, els quatre m`etodes donen
regles de decisi´o semblants, podent-se aplicar indistintament un o altre.

� S’exposen els seg¨uents resultats asimpt`otics, fent amb detall la deva de-
mostració: Donada� una varietat Riemanniana,��, real,�-dimensional,
connexa i geod`esicament completa i����� una successi´o d’estimadors m`a-
xim-versemblants de � �, aleshores

a) Si�� � 
��, amb� �� 

 
� � 7������� ��	 7�� �� �

�	� . � <��� 
�

b) Si �� és una subvarietat de� �-dimensional, amb� � � i sota la
hipòtesi nul�la  � ��

�7�����������
�	� % � 	�

�
�

� Primerament s’aplica la nova metodologia al model Normal�-variant amb
� coneguda, en aquest cas es desenvolupen els quatre m`etodes, es comparen
entre ells, donant resultats semblants, i amb els m`etodes cl`assics.

� A continuació es dóna una aproximaci´o asimptòtica del mètode–�� pel cas
general amb hip`otesi nul�la simple.

� Després es desenvolupa el m`etode–�� en els models uniparam`etrics Pois-
son i Gamma.
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� Finalment es desenvolupa el m`etode–�� en un model lineal normal general
i s’aplica a un cas particular.

� En tots els exemples es comprova com els resultats obtinguts no contradi-
uen els obtinguts amb la metodologia cl`assica, sin´o que s’obtenen criteris
equivalents, en alguns casos, i els complementen o amplien en altres. Cal
remarcar que aquests criteris de decisi´o es donen en funci´o d’una grand`aria
mostral8 que pogu´essim tenir, d’acord amb la informaci´o obtinguda a par-
tir d’una mostra de grand`aria�. En certa manera doncs, aquesta metodolo-
gia ens d´ona més informació.

� Perúltim, es comprova com actuen aquests m`etodes quan no es compleix
una de les suposicions b`asiques plantejades en el tercer punt: quan no po-
dem suposar que la distribuci´o a priori del submodel ´es zero. Concretament
es desenvolupen alguns exemples en els quals����� � ����, obtenint-se
resultats o b´e idèntics, o b´e semblants als que donarien els test cl`assics.

8.2 Perspectives de la metodologia proposada

Ja s’ha comentat al llarg d’aquest treball que, si b´e aqu´ı s’ha utilitzat la distància
Riemanniana, es poden estendre els resultats obtinguts a qualsevol altra dist`ancia
sobre models estad´ıstics param`etrics. Aixı́ doncs, es pot mantenir la mateixa filo-
sofia metodol`ogica, per`o usant una altra mesura d’error estad´ıstic.

Hem vist com aquest nou plantejament metodol`ogic dels tests d’hip`otesis dóna
bons resultats quan considerem una classe concreta d’estimadors, en aquest cas,
els estimadors m`axim-versemblants.És a dir, els criteris de decisi´o obtinguts
depenen, o s´on funció, de l’estimador usat. Per`o semblaria raonable triar entre tot
el conjunt d‘estimadors possibles el que minimitz´es l’error estad´ıstic en el sentit
anteriorment descrit, ´es a dir formular aquests nous m`etodes prenent l’´ınfim, dintre
de la classe de tots els possibles estimadors, de les regles de decisi´o proposades.
Queda, doncs, pendent per a treballs posteriors, el ampliar totes aquestes regles de
decisió de manera que siguin independents de l’estimador usat, o fins i tot, triar
l’estimador que faci `optima la regla de decisi´o.

Semblaria tamb´e raonable estendre aquesta nova filosofia metodol`ogica a tot l’àm-
bit de la inferència estad´ıstica. És a dir, tractar d’una forma unificada els proble-
mes d’estimaci´o puntual, predicci´o, test d’hipòtesis i selecci´o de models, utilit-
zant en tots els casos unes mateixes eines metodol`ogiques per mesurar l’error es-
tadı́stic, o bé, optimitzar un criteri de decisi´o. De fet, en aquesta mem`oria s’intenta
treballar en aquesta l´ınia i s’obre un cam´ı alternatiu per resoldre alguns problemes
estad´ıstics.
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Caṕıtol 9

Apèndix

9.1 Varietats i funcions��

En aquest ap`endix es presenten una s`erie de definicions i resultats propis de la
geometria diferencial que s´on necessaris per demostrar moltes de les definicions
que es fan en aquest treball. Es pot trobar informaci´o addicional a O’Neill [36],
Amari [3], Spivak [46] , Hicks [23], Chavel [12] i Karcher [26] entre altres.

En un sentit ampli i general, una varietat ´es un espai topol`ogic que, localment,
s’assembla o es podria identificar amb un espai Euclidi`a. Una varietat�� és una
varietat� tal que aquesta semblanc¸a és suficientment forta per poder establir en
ella la derivació parcial i, de fet, totes les eines essencials del c`alcul. Donarem,
però, unes deinicions formals dels conceptes que utilitzem.

Definició 9.1.1 Un sistema de coordenades en un espai topològic+ és un homeo-
morfisme� d’un conjunt obert� de+ a un altre conjunt obert���� de� �. Si
escrivim

���� � ������� � � � � ������ �� � �

on les funcions��� � � � � �� s’anomenen les funcions coordenades de�. Llavors

� � ���� � � � � ��� � � 	� �
�

Notem que�� � +� Æ �, on+� són les projeccions naturals sobre��

+� � �
� 	� �

�H�� � � �H�� 	� H�

Respecte al canvi de coordenades podem dir que, dos sistemes de coordenades
�-dimensionals sobre un espai topol`ogic+, � � � � �

� i $ � � � �
�, tenen
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una intersecci´o de classe�� un respecte l’altre si les funcions� Æ $
� i $ Æ �
�

són ambdues de classe��, en els respectius dominis de definici´o, $�� � � � i
��� � � �.

Definició 9.1.2 Un atlas, de dimensío � sobre un espai topològic + és una
col�lecció de sistemes de coordenades�-dimensionals en+ tal que

a) cada punt de+ est̀a contingut en el domini d’algun sistema de coordenades

b) dos sistemes de coordenades qualsevol en, tenen una intersecció de classe
��.

Direm que un atlas, sobre+ éscompletsi conté tots els sistemes de coordenades
en+ amb intersecci´o de classe��.

Definició 9.1.3 Una varietat� de classe�� és un espai Hausdorff dotat d’un
atlas complet.

Hi ha altres variants de la definici´o de varietat, o varietats de classe��, però
nosaltres usarem les definides anteriorment.

La dimensió d’una varietat� és la dimensi´o dels seus atlas. Un sistema de coor-
denades� en una varietat� és un sistema de coordenades que pertany al seu atlas
complet. Si el domini� de� conté el punt � �, aleshores� s’anomena sistema
de coordenades centrat a i � és un entorn de amb aquest sistema de coordena-
des. Si� és un sistema de coordenades a� i � és un conjunt obert contingut en el
domini de�, aleshores per completitud,��" és tamb´e un sistema de coordenades
a�.

Considerem ara les funcions de classe�� comenc¸ant primer pel cas especial de
les funcions reals sobre una varietat, aix`o és,� � � � �. Si � � � � �

� és un
sistema de coordenades a�, aleshores la funci´o composició � Æ �
� � ����� �

s’anomenar`aexpressío en coordenades per a� en termes de�. Aleshores podem
donar la seg¨uent definició

Definició 9.1.4 Direm que una funcío � � �� � és de classe�� si per a cada
sistema de coordenades� a�, la composicío � Æ�
� és de classe�� en el sentit
Euclidià usual.

Notarem
-��� � 
� � �� � � � ���
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Aleshores si�� � � -��� llavors la suma��� i el producte�� també. Les regles
algebraiques usuals funcionaran per a les dues operacions i aix`o farà de-��� un
anell commutatiu.

Aquesta noci´o de funció �� per a funcions a valors reals sobre una varietat es pot
extendre a funcions entre varietats usant la mateixa idea.

Definició 9.1.5 Siguin� i � dues varietats de dimensions8 i � respectivament.
Una aplicacío � � �� � és de classe�� si per a cada sistema de coordenades
� a� i $ a�, la composicío $ Æ � Æ �
� és de classe�� en el sentit Euclidìa i
definida en conjunt obert de��

Definició 9.1.6 Un difeomorfisme entre dues varietats� � �� � és una aplica-
ció de classe�� tal que t́e una inversa�
� queés tamb́e de classe��.

Notem que cada sistema de coordenades� és un difeomorfisme des del seu domini
� a ���� � �

�. De igual manera, cada difeomorfisme� des d’un conjunt obert
� � � a ��� � � �

� és un sistema de coordenades de�. De fet, per a qualsevol
sistema de coordenades� les aplicacions� Æ �
� i � Æ �
� són de classe��, i
donat que l’atlas de� és complet,� hi pertany. Aleshores composant un sistema
de coordenades amb un difeomorfisme de�

� ens dóna novament un sistema de
coordenades.

9.2 Vectors i Espais Tangents

Definició 9.2.1 Sigui un punt de la varietat�. Un vector tangent a� en és
una funcío real2 � -���� � tal que

(1) 2�= � � @ �� � = 2��� � @ 2���

(2) 2���� � 2��� � � � 2���

Per a tot=� @ � � i �� � � -���, on-��� és el conjunt de totes les funcions
reals sobre� de classe��.

Aix ı́ doncs, anomenarem����� a l’espai tangenta� en, és a dir, ser`a el conjunt
de tots els vectors tangents a� en el punt.

Definició 9.2.2 Sigui � � ���� � � � � ��� un sistema de coordenades a� en el
punt (o centrat en el punt). Si� � -���, llavors

��

���
�� �

��� Æ �
��
�+�

����� �
 �  � ��

on+�� � � � � +� són les (funcions) coordenades naturals de�
�.
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Un senzill càlcul ens demostra que la funci´o

���� � �

���

			
�
� -��� 	� �

que fa correspondre cada� � -��� a ���1������ és un vector tangent a� en
el punt. Gràficament podem dibuixar���� com un vector en el punt tangent a
la corba de coordenades�� a través de.
El següent resultat ´es fonamental per establir el lligam entre coordenades i vectors
tangents.

Teorema 9.2.1Si � � ���� � � � � ��� és un sistema de coordenades a� en un
entorn del punt, aleshores els seus vectors tangents����� � � � � ���� formen una
base de l’espai tangent�����, i

2 �
��
���

2���� ���� �2 � �����

Demostracío:

Considerem un entorn� del punt, sense p`erdua de generalitat podem suposar
que��� � �. Per a qualsevol� � -��� podem considerar9 � � Æ �
� que
serà una funció de classe��, almenys en un entorn� � ���� del punt� � �

�.
Aleshores, per un punt�=�� � � � � =�� � � podem escriure

9 �=�� � � � � =�� � 9 �=�� � � � � =��	 9 �=�� � � � � =�
�� ���
9 �=�� � � � � =�
�� ��	 9 �=�� � � � � =�
�� �� ���
� � �� 9 �=�� �� � � � � ��	 9 ��� � � � � �� � 9 ��� � � � � ��

�
��
���

�� �

�

�9 �=�� � � � � =�
�� 
=�� �� � � � � ��
�+�

=� �


�
�

9 ��� � � � � ��
Si anomenem

9��=�� � � � � =�� �
� �

�

�9 �=�� � � � � =�
�� 
=�� �� � � � � ��
�+�

=� �


Podrem expressar

9 �=�� � � � � =�� �
��
���

=� 9��=�� � � � � =�� � 9 ��� � � � � ��
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Com=� � +��=�� � � � � =�� � ��� Æ �
���=�� � � � � =�� i recordant que9 � � Æ �
�,
podem notar�� � 9� Æ � tenint aleshores la seg¨uent expressi´o per a� i a valors en
el obert�

� � ��� �
��
���

�� ��

Notem ara que, usant la Definici´o (9.2.2), podem escriure

���� � 9������ � 9���� � � � � �� �
� �

�

�9 ��� � � � � ��
�+�

�


�
�9

�+�
��� � � � � �� � ��� Æ �
��

�+�
����� �

��

���
��

Aplicant ara el vector tangent2 a l’equació que descriu� i usant la igualtat anterior
obtenim

2��� � � �

��
���

2�����
��� �

��
���

���� 2��
��

�
��
���

��

���
�� 2���� �

��
���

2���� �������

Hem vist, doncs, que����� � � � � ���� generen�����. Veiem ara que s´on lineal-
ment independents suposant primer que

��
��� =� ���� � �, llavors si ho apliquem

a la funció �� tenim

� �
��
���

=�
���

���
�� �

��
���

=� Æ
�
� � =�

queés el que vol´ıem veure.
�

Notem que aquest resultat ens mostra tamb´e que la dimensi´o de����� és la ma-
teixa que la dimensi´o de�.

Intentarem ara aproximar una aplicaci´o �� entre dues varietats� � �� � en un
entorn de cada punt � � per una transformaci´o lineal dels seus espais tangents.
Notem que si2 � ����� aleshores la funci´o 2' � -���� � que envia cada� a
2�� Æ �� és un vector tangent a� en el punt���.

Definició 9.2.3 Sigui� � �� � una aplicacío de classe��. Per a cada � �,
la funció

��� � ����� 	� �'������

que envia2 a 2' s’anomena diferencial de� en el punt.
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Notem que��� ve caracteritzada per l’equaci´o

����2���� � 2'��� � 2�� Æ ��

per a tot2 � ����� i � � -���. De la pròpia definició es dedueix tamb´e que les
diferencials s´on funcions lineals.

9.3 Subvarietats

Definirem ara el que s’ent´en per subvarietat. Simplificant-ho, una subvarietat��

de� és un subconjunt de� que adquireix la seva estructura de varietat de la varie-
tat� on està continguda. En particular exigirem que�� sigui un espai topol`ogic
de�, és a dir, que tingui la topologia indu¨ıda, amb la qual cosa un subconjunt
� � �� és un obert si i nom´es si existeix un obert� � � tal que� ��� � � .

Definició 9.3.1 Una varietat�� és una subvarietat d’una varietat� quan

a) �� és un espai topològic de�.

b) La funcío inclusío " � �� I� � és de classe�� a cada punt � �� i la
seva aplicacío diferencial�" � ������� ����� és bijectiva.

De fet es considerarà l’espai tangent������ com un subespai vectorial de�����.

Proposició 9.3.1 Si�� és una subvarietat de dimensió � d’una varietat� amb
dimensío �, �� � ��, aleshores per a cada punt de la subvarietat existeix una
sistema de coordenades de�, � � � � �

�, amb� obert de�, de manera que
prenent�	 � de les funcions coordenades constants, aquest resulti un sistema de
coordenades de�� definit sobre el obert� ���.

Demostracío:

Permutant les coordenades sempre podrem suposar que s´on les� 	 � últimes
coordenades les que prendran un valor constant. Sigui�	� � � � �� � �

� la
restricció de���� � � � � ��� a� � ��.

Com�� és una subvarietat es pot provar, usant el teorema de la funci´o inversa, que
�	� és un difeomorfisme sobre el seu conjunt (obert) imatge a�

�, essent doncs
un sistema de coordenades. Per a m´es detalls veure O’Neill [36] o qualsevol altra
bibliografia citada al comenc¸ament del cap´ıtol.

�



9.4. CORBES 123

9.4 Corbes

Una corba en una varietat� és una aplicaci´o ��, � � � � �, on � és un
interval obert de la recta real. Com a subvarietat oberta de� , � té un sistema de
coordenades consistent en la funci´o identitat+ de�. A cada
 � � podem trac¸ar el
vector��1�+��
� � ����� com el vector unitat en el punt
 en la direcció positiva
+.

Definició 9.4.1 Sigui� � � � � una corba. Es defineix el vector velocitat de�
en el punt
 com

���
� � ��

�
�

�+

			
�

�
� ��������

Enunciem a continuaci´o una sèrie de propietats b`asiques que cal tenir en compte
a l’hora de manegar corbes

� Per la definició de��, el vector tangent���
� aplicat a la funci´o � � -���
ens dóna

���
� � �
��� Æ ��

�+
�
�

Aleshores si� és una corba amb����� � 2, aleshores2��� � ���� Æ
��1�
����.

� Sigui��� � � � � �� un sistema de coordenades a� en el punt��
� de�. Lla-
vors es pot expressar en coordenades

���
� �
��
���

���� Æ ��

�+
�
� �������

� Si � � � � � és una corba i� � J � � és una funci´o de classe��

sobre un intervalJ , aleshores: � ���� � J � � és una corba anomenada
reparametritzaci´o de�. Aleshores

: ��#� �
��

�+
�#������#�� �# � J

� Si � � � � � és una corba a�, aleshores una aplicaci´o � � � � � de
classe�� transporta� a � Æ � � � � � corba de�. A més la funció
diferencial de� preserva velocitats, aix`o és

������
�� � �� Æ ����
� �
 � �
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Direm que una corba� ésregular si ���
� �� � per a tot
. Si "=� @# és un interval
tancat a� llavors unacorba segment́es una funci´o � � "=� @# � � tal que té una
extensió �� a un interval obert que cont´e "=� @#. Llavors�� està ben definida fins
i tot als punts frontera= i @.

Una funció: � "=� @#� � és una corba segment de classe�� a trossossi existeix
una partició de"=� @#, = � 
� � 
� � � � � � 
��� � @, tal que cada:���������� és una
corba segment. Per a un interval obert�, : � � � � és de classe�� a trossos si
per a tots= � @ de� la restricció :�� �(� és�� a trossos.

Definició 9.4.2 Direm que una varietat́es connexa si i noḿes si dos punts qual-
sevol de la varietat es poden unir per una corba segment de classe�� a trossos.

9.5 Camps vectorials

Un camp vectorial� sobre una varietat� és una funci´o que assigna a cada punt
 � � un vector tangent�� a� en cada punt. Intuı̈tivament,� és una col�lecció
de vectors, un cada punt de�. Si � és una camp vectorial sobre� i � � -���,
aleshores� � denota la funci´o a valors reals sobre� donada per

�� ���� � ����� � � �

Aleshores� és�� si �' és�� per a tot� � -���.

Els camps vectorials sobre� es poden sumar, o multiplicar per una funci´o � �
-���, de la seg¨uent manera

��� �� � �����

�� �� �� � �� ��� � � �
Si � i � són camps vectorials��, llavors els camps vectorials� � � i ��
també ho són.

Si � � ���� � � � � ��� és un sistema de coordenades sobre� � �, aleshores per
a cada
 �  � � el camp vectorial�� sobre� envia cada a ����. Aquests
camps vectorials s´on ��, donat que����� � ��1���. A més per a qualsevol
camp vectorial� sobre� podem escriure

� �
��
���

� �� ��
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Definició 9.5.1 Una derivada sobre-��� és una funcío % � -���� -��� tal
que

(1) %�= � � @ �� � = %��� � @ %���, per=� @ � �

(2) %�� �� � %��� � � � %���

La definició de vector tangent ens mostra que per a un camp vectorial� de classe
�� la funció � � � � és una derivada sobre-���. De la mateixa manera, cada
derivada% sobre-��� prové d’un camp vectorial. De fet, per a cada � � es
defineix�� � -���� � per����� � %�����. Les anteriors propietats (1) i (2)
de la derivada impliquen que�� és un vector tangent a� en el punt; llavors�
és un camp vectorial ben definit sobre�. Però � � � %��� � -��� per a tot
� � -���, per tant� és�� i determina la derivada%. Considerarem doncs, que
els camps vectorials s´on derivades sobre-���.

9.6 Varietats Riemannianes

Definició 9.6.1 Un tensor m̀etric � sobre una varietat� de classe�� és un camp
tensorial sobre� simètric, no degenerat i dues vegades covariant.

En altres paraules,� assigna a cada punt � � un producte escalar sobre l’espai
tangent�����.

Definició 9.6.2 Una varietat Riemannianáes una varietat� de classe�� dotada
d’un tensor m̀etric �.

Usarem alternativament la notaci´o � � � per a�, escrivint doncs��2� ?� � �2� ?� �
� per a vectors tangents, i���� � � � ��� � � � -��� per a camps vectorials.

Si ��� � � � � �� és un sistema de coordenades sobre� � �, les components del
tensor mètric sobre� són

��� � ���� ��� �
 �  � " � ��

Aleshores pels camps vectorials� �
�

� � �� i � �
�

� ���

���� � � � ��� � � �
�

��� � � � �

Donat que� és no degenerat, a cada punt � � la matriu������� és invertible,
i la seva matriu inversa es nota�������. La fórmula usual per a la inversa d’una
matriu ens demostra que les funcions��� són�� sobre� .
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Donat que� és simètrica, ��� � ��� i també ��� � ���, per a
 �  � " � �.
Finalment el tensor m`etric sobre� es pot escriure com

� �
�

��� ��� ( ���

i l’element mètric diferencial ser`a

�#� �
�

��� ��� ���

9.7 Varietats amb connexío

Siguin � i � camps vectorials sobre una varietat Riemanniana�. L’objectiu
d’aquesta secci´o serà definir un nou camp vectorial." � sobre� tal que el seu
valor a cada punt sigui la taxa de canvi de� en la direcció de��.

Definició 9.7.1 Siguin+�� � � � � +� les coordenades naturals sobre��. Si� i � ��
� � �� són camps vectorials sobre��, el camp vectorial

." � �
��
���

� �� �� ��

s’anomena derivada covariant (natural) de� respecte� .

Definició 9.7.2 Una connexío. sobre una varietat� de classe�� és una funcío
. � 3��� � 3��� � 3��� tal que, si3��� és el conjunt de tots els camps
vectorials de classe�� i ��,��,��,�� � 3���, compleix

(1) . "��("��� � � =."��� � � @."��� �, amb =� @ � �

(2) ." ��� ���� � ." ���� �." ����

(3) ." �� � � � �� ��� � � ." �� �, amb � � -���

." � s’anomena derivada covariant de� respecte� per a la connexío..

Sigui ��� � � � � �� un sistema de coordenades en un entorn� d’una varietat Rie-
manniana�. Els śımbols de Christoffelde la connexi´o. respecte aquest sistema
de coordenades s´on les funcions reals+��� de� tals que

.)����� �
��

���

+��� �� �
 �  � " � ��

i que es poden expressar per

+��� �



�

��
���

�
����
���

�
����
���

	 ����
���

�
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9.8 Geod̀esiques i aplicacío exponencial

Generalitzarem ara la noci´o Euclidiana de l´ınia recta. Una geod`esica en una va-
rietat Riemanniana� és una corba� � � � � tal que el seu camp vectorial��

és paral�lel , és a dir amb derivada nul�la. Equivalentment, les geod`esiques s´on
corbes amb acceleraci´o zero: ��� � �. Donem ara una definici´o més formal de
geodèsica

Definició 9.8.1 Sigui� una varietat diferenciable amb connexió.. Una corba
� � �=� @�� � de classe��� �  �, és una geod̀esica corresponent a. si satisf̀a
l’equació

.
�


�� � �

per a tot
 � �=� @�.

Si volem escriure aquesta definici´o usant coordenades tenim el seg¨uent

Corol�lari 9.8.1 Sigui��� � � � � �� un sistema de coordenades sobre� � �. Una
corba� � � � � és una geod̀esica de� si i noḿes si les seves funcions coorde-
nades�� Æ � satisfan

����� Æ ��

�
�
�

��
�����

+���
���� Æ ��

�


���� Æ ��

�

� � �
 � � � ��

Lema 9.8.1 Si2 � ����� existeix un interval� entorn al� i una única geod̀esica
� � � � � tal que����� � 2.

Proposició 9.8.1 Donat qualsevol vector tangent2 � ����� existeix unáunica
geod̀esica�� a � tal que

(1) La velocitat inicial de�� és2; això és,�
�

���� � 2.

(2) El domini�� de �� és el major possible.́Es a dir, si� � J � � és una
geod̀esica amb����� � 2, aleshoresJ � � i � � ���* .

La geodèsica�� s’anomena freq¨uentmentgeod̀esica maximal. Una varietat Rie-
manniana� per a la qual cada geod`esica maximal est`a definida en tota la recta
real es diu que ´es unavarietat geod̀esicament completa.

Definirem ara l’aplicaci´o exponencial en cada punt � �, amb� varietat Rie-
manniana, de manera que amb aquesta aplicaci´o es puguin recollir totes les geo-
dèsiques que comencen, o tenen el seu punt inicial, a.
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Definició 9.8.2 Sigui� una varietat Riemanniana amb � �. Sigui/� el con-
junt de vectors2 � ����� tals que la seva geodèsica maximal�� est̀a definida
almenys sobre"�� 
#. La funcío exponencial de� en el punt és la funcío

$��� � /� 	� �

tal que$����2� � ���
� per a tot2 � /�.

Òbviament/� és el major subconjunt de����� sobre el qual la funci´o $��� pot
ser definida. Si� és geod`esicament completa, llavors/� � ����� per a cada punt
 � �.

Fixat 2 � ����� i 
 � � ; aleshores la geod`esica# � ���
#� té velocitat inicial

�

�

���� � 
2. Per tant����#� � ���
#� per a tot# i 
 tals que ambdues geod`esiques
estiguin ben definides. En particular, si2 � /� aleshores

$����
2� � ����
� � ���
�

Aleshores l’aplicaci´o exponencial$��� transporta rectes que surten de l’origen de
����� a geodèsiques de� que comencen en. Geomètricament,$����2� és el
punt de� que s’obté en rec´orrer la distància unitat, comenc¸ant des de, al llarg
de la geod`esica amb vector tangent2 en el punt.

Proposició 9.8.2 Per a cada punt � � existeix un entorn� � de � � �����
sobre el qual la funcío exponencial$��� és un difeomorfisme sobre un entorn�
de � �.

Un subconjunt( d’un espai vectorial s’anomenaestrellatentorn al 0 si quan2 � (
això implica que
2 � ( per a tot
 � "�� 
#. Aleshores( és la unió de segments
de lı́nies radials. Si� i � � són com en la proposici´o anterior i� � és estrellat
entorn al� � �����, aleshores� s’anomenar`a entorn normalde . Donem-ne
una definició més formal

Definició 9.8.3 Direm que un entorn� de  � � és normal si� és la imatge
difeom̀orfica, per l’aplicacío exponencial, d’un entorn obert estrellat� � de� �
�����

Amb la següent proposici´o es prova que un entorn normal� de  determina de
manera ´unica l’entorn estrellat� � a�����.

Proposició 9.8.3 Si � és un entorn normal de � �, aleshores per a cada punt
3 � � existeix unaúnica geod̀esica� � "�� 
# � � de  a 3 en � . A ḿes
����� � $��
�� �3� � ��.
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Definició 9.8.4 Direm que� és un entorn regular normal de � � si i només si
la seva intersecció amb qualsevol entorn normal de segueix essent normal.

En el nostre cas, com� és una varietat Riemanniana i usant la Proposici´o (9.8.2),
sabem que per a qualsevol punt de la varietat existeixen aquests tipus d’entorns
donat que es pot restringir el difeomorfisme$��� a la intersecci´o d’un entorn de
� � ����� amb un entorn estrellat de dit punt, i aix´ı obtindrem un entorn regular
normal de � �.

Sobre qualsevol entorn normal� de � � existeix un tipus especial de sistema de
coordenades que ´es particularment simple. SiguiE�� � � � � E� una base ortonormal
per a�����, això és�E�� E�� � Æ�� .

Definició 9.8.5 � � ���� � � � � ��� és un sistema normal de coordenades determi-
nat perE�� � � � � E� si assigna a cada punt3 � � el vector que t́e per coordenades,
respecte la baseE�� � � � � E�, les coordenades corresponents al punt, això és

$��
�� �3� � �� � �����

Escrit de forma abreujada

$��
�� �3� �
��
���

���3� E� �3 � ��

9.9 Longitud d’arc i dist ància Riemanniana

La noció familiar de longitud d’arc d’una corba segment en un espai Euclidi`a és
generalitza d’una manera molt senzilla a varietats Riemannianes.

Definició 9.9.1 Sigui� � "=� @# � � una corba segment de classe�� a trossos
sobre una varietat Riemanniana�. La longitud d’arc de� és

���� �

� (

 

����
�� �


Recordem que el tensor m`etric � sobre� assigna a cada punt de la varietat un
producte escalar sobre l’espai tangent en aquest punt, i donat que���
� � ��������,
tenim per definici´o que���� � ���� ������. Si escrivim això en coordenades� �
���� � � � � ��� tenim

����� �
��

�����

���
���� Æ ��

�


���� Æ ��

�
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Lema 9.9.1 Sigui� un entorn normal de � � i sigui � �� la norma definida
sobre l’espai tangent�����. Si � és la geod̀esica radial des de fins a3 � � ,
aleshores

���� � � $��
�� �3���
Demostracío:

Si anomenem2 a la velocitat inicial de�, és a dir� ���� � 2, sabem per la Propo-
sició (9.8.3) que2 � $��
�� �3� i donat que���� és constant,

���� �

� �

�

����� �
 �

� �

�

�2�� �
 � �2�� � � $��
�� �3���

�

Lema 9.9.2 Sigui� un entorn normal del punt � �, amb� varietat Rieman-
niana. Si � � aleshores el segment geodèsic radial

� � "�� 
# 	� �

des de fins a3 és la corba ḿes curta en� que uneix aquests punts i, a més,és
única.

Definició 9.9.2 Per a dos punts qualsevol3 i 4 d’una varietat Riemanniana con-
nexa�, la dist̀ancia Riemanniana7�3� 4� des de3 fins a4 és l’́ınfim del conjunt

���� � � � 4�3� 4��, on4�3� 4� és el conjunt de totes les corbes segment de
classe�� a trossos en� des de3 fins a4.

El següent resultat relaciona la dist`ancia Riemanniana amb la longitud de les ge-
odèsiques que uneixen dos punts de la varietat.

Proposició 9.9.1 Sigui� un entorn normal del punt � �, amb� varietat Ri-
emanniana. Aleshores la geodèsica radial� des de fins a3 � � és la (́unica)
corba ḿes curta a� des de fins a3. En particular

���� � � $��
�� �3��� � 7�� 3�

Amb aquesta ´ultima proposició donar´ıem per finalitzat aquest ap`endix de con-
ceptes generals en geometria diferencial. Tal com hem indicat al comenc¸ament
d’aquest cap´ıtol, es poden obtenir m´es detalls a O’Neill [36], Amari [3], Spivak
[46], Hicks [23], Chavel [12] i Karcher [26] entre altres.



Caṕıtol 10

Llistat de programes

En aquest darrer cap´ıtol s’inclouen els llistats del programes que s’han desenvolu-
pat per fer les gr`afiques i taules que apareixen en els diferents cap´ıtols del treball.
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Programa 1

Càlcul de la gràfica de7�� respecte a�
�
� 7����� '���, que apareixen en la secci´o

3.2, per a diferents valors de� i � i diferents�
	 ��-intervals de confianc¸a per a
7��.

C Fitxer de sortida amb les coordenades
C dels punts de la gr àfica
C

open(8,err=500,file=’c:\f32\r5k30p95.dat’)
C
C Valors de "r", "k" i del valor cr ı́tic
C d’una normal amb cua a la dreta de 0.05
C

r=5
k=30
zp=1.64485

C
del=0.1
ros2=0.
do 100 i=1,50
aux=r+k*ros2
auxdk=aux/k
c=2.*(1.+ros2/auxdk)/(9.*aux)
rot2=auxdk*(zp*sqrt(c)+1.-c)**3
bb=(r + k*rot2)/k

C
C Escriur à dels resultats
C

write(8,200) bb, ros2
C

ros2=ros2+del
100 continue
200 format(’(’,f6.4,’,’,f6.4,’)’)
500 stop

end

Programa 2

Càlcul de les taules per als valors cr´ıtics81�, de la secci´o 4.1, donada la����,
per a diferents valors del nivell de confianc¸a�
	�� del mètode–�� i del �	2=5D�
del test clàssic.
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C Entrades:
C c = valors cr ı́tics de la Chi-quadrat
C f = valor cr ı́tic de la Normal tipificada
C x = mediana de la Chi-quadrat
C ng = dimensi ó de la varietat
C y = p-valor del test cl àssic
C Sortides:
C w = valor cr ı́tic del nou m ètode
C

dimension c(4,4),f(5),x(4),ng(4),w(5),y(4)
C
C Fitxer de sortida dels valors cr ı́tics
C

OPEN(7,ERR=600,file=’c:\f32\test.dat’)
C
C Entrada de les dades
C

c(1,1)=2.706
c(1,2)=3.841
c(1,3)=6.635
c(1,4)=10.825
c(2,1)=9.236
c(2,2)=11.070
c(2,3)=15.086
c(2,4)=20.517
c(3,1)=15.987
c(3,2)=18.307
c(3,3)=23.209
c(3,4)=29.588
c(4,1)=40.256
c(4,2)=43.773
c(4,3)=50.892
c(4,4)=59.703

C
f(1)=0.0
f(2)=0.674
f(3)=1.282
f(4)=1.645
f(5)=2.326

C
x(1)=0.455
x(2)=4.351
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x(3)=9.342
x(4)=29.336

C
ng(1)=1
ng(2)=5
ng(3)=10
ng(4)=30

C
y(1)=0.1
y(2)=0.05
y(3)=0.01
y(4)=0.001

C
C Escriptura de la dimensi ó de la varietat
C

do 100 i=1,4
write(7,500) ng(i)

500 format(’ dimensio varietat = ’,I4)
C
C Escriptura del p-valor del test cl àssic
C

do 110 j=1,4
write(7,505) y(j)

505 format(’ p valor del test classic ’, f10.3)
C
C C̀alcul del valor cr ı́tic del nou m ètode
C

do 120 l=1,5
res=sqrt(c(i,j))
rstar=res - f(l)
if (rstar.le.0. ) then

rstar=0.
w(l)=99999999.
else
w(l)=x(i)/(rstar*rstar)
endif

120 continue
C
C Escriptura del nou valor cr ı́tic
C

write(7,510)(w(l), l=1,5)
510 format(1x,5f10.3)
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C
110 continue
100 continue
600 stop

end

Programa 3

El següent programa d´ona els valors que apareixen a la taula de la secci´o 5.1, on
es mostra el comportament del m`etode–�� en el model Poisson. Es calcular`a la
màxima grand`aria mostral8� que encara permet l’´us del submodel, per a diferents
valors de� i # i 0� � 
.

C
C Definici ó de la funci ó hipergeom ètrica generalitzada
C amb p=2, q=1, per un factor multiplicatiu
C

function dfu(s,x,tol)
common bux
dimension w(500)

C
C C̀alcul dels primers termes de la s èrie amb valor
C absolut m és gran que la toler ància

sum=1./bux
xxx=1.
do 100 i=1,500
xj=i
xjh=xj-0.5
xxx=xxx*(s+xj)*x/xjh
w(i)=xxx/bux
if(abs(xxx).lt.tol.and.i.gt.50) then

max=i
go to 200
end if

100 continue
write(6,*) ’ error dfu ’

C
C Suma dels termes calculats anteriorment
C de major a menor
C

200 do 300 i=max,1,-1
300 sum=sum+w(i)
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dfu=sum
return
end

C
C Definici ó de la funci ó hipergeom ètrica generalitzada
C amb p=2, q=3, per un factor multiplicatiu
C

function tfd(s,x,tol)
common bux
dimension w(500)

C
C C̀alcul dels primers termes de la s èrie amb valor
C absolut m és gran que la toler ància
C

sum=1./bux
xxx=1.
do 100 i=1,500
xj=i
xjh=xj-0.5
xxx=xxx*((s+xjh)*x/xjh)*(xj/xjh)
w(i)=xxx/bux
if(abs(w(i)).lt.tol.and.i.gt.50) then

max=i
go to 200
end if

100 continue
write(6,*)’ error en tfd ’

C
C Suma dels termes calculats anteriorment
C de major a menor
C

200 do 300 i=max,1,-1
300 sum=sum+w(i)

tfd=sum
return
end

C
C Entrades:
C xxk = grand ària "k" de la primera mostra
C xs = valor "s" de la suma de la mostra
C Sortides:
C xmat = màxima grand ària mostral "m"
C



137

common bux
dimension xxk(6),xs(10),xmat(10,6)
xxk(1)=5.
xxk(2)=10.
xxk(3)=15.
xxk(4)=20.
xxk(5)=25.
xxk(6)=30.
xs(1)=1.
xs(2)=3.
xs(3)=5.
xs(4)=7.
xs(5)=10.
xs(6)=15.
xs(7)=20.
xs(8)=25.
xs(9)=30.
xs(10)=35.

C
C Fitxers de sortida de resultats
C

tol=1.e-8
open(6,err=500,file=’c:\f32\poisson.dat’)
open(7,err=500,file=’c:\f32\pois2.dat’)
open(8,err=500,file=’c:\f32\pois3.dat’)

C
xlam0=1.

C
do 77 l=1,3
write(6,*) ’ lambda_0 = ’,xlam0
write(8,*) ’ lambda_0 = ’,xlam0

C
do 78 k=1,6
xk=xxk(k)
write(6,*) ’ k = ’,xk

C
do 79 n=1,10
s=xs(n)
write(6,*) ’ s = ’, s

C
as=s
uuu=1./1.7724538
do 33 j=1,10000
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if(as.lt.0.5) go to 34
uuu=uuu*as/(as-0.5)

33 as=as-1.
C

34 zzz=4.*(uuu/sqrt(xk) - sqrt(xlam0))**2
C

write(6,*) ’ distanciaˆ2 a H_0: ’,zzz
C
C C̀alcul del factor multiplicatiu
C

do 100 m=1,35
xm=m
bux=(1.+xm/xk)**(s+0.5)
x=xm/(xm+xk)
aux21=dfu(s,x,tol)
aux32=tfd(s,x,tol)

C
C C̀alcul final del criteri de decisi ó
C

daux=2.*uuu*aux21/sqrt(3.1415927*xm*(xm+xk))
eaux=aux32/(3.1415927*xm)
total=4.*(eaux-daux-xlam0+2.*sqrt(xlam0/xk)*uuu)
if(total.ge.0) then

write(7,*) xm, total
else
xm=xm-1.
xmat(n,k)=xm
write(6,*) ’ m*= ’,xm
go to 79
end if

C
100 continue

C
79 continue
78 continue

do 22 n=1,10
C
C Escriptura dels resultats finals
C

22 write(8,333)(xmat(n,k),k=1,6)
333 format(6f8.3)

xlam0=xlam0+1.
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77 continue
C

500 stop
end

Programa 4

Aquest programa ens calcula els valors de la taula que apareix en la secci´o 5.2, on
es veu el comportament del m`etode–�� pel model Gamma. Ens troba els valors
crı́tics per a7��(�� 0��, anomenats&7�, en el cas� � 
 per a diferents valors de�
i 8, pels quals encara acceptarem la hip`otesi nul�la.

function psi(x)
C
C Derivada logar ı́tmica funci ó Gamma
C

real*8 y,aux,aux2,z,tol,res
y=dble(x)
aux=0.d0
aux2=0.d0

10 if (y.gt.1.5) then
y=y-1.d0
aux=aux+1.d0/y
go to 10
endif

aux=aux-.5772156649015329
tol=1.d-20
y=y-1.
if (y.eq.0.) go to 500
z=-1.
do 100 i=2,1000
if (dabs(z).lt.tol) go to 500
z=-z*y
call zeta(i,res)

100 aux2=aux2+res*z
500 psi=sngl(aux+aux2)

return
end

C
function dpsi(x)

C
C Derivada segona logaritme funci ó Gamma
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C
real*8 y,aux,aux2,z,tol,res
y=dble(x)
aux=0.d0
aux2=0.d0

10 if (y.gt.1.5) then
y=y-1.d0
aux=aux-1.d0/y/y
go to 10
endif

tol=1.d-20
y=y-1.
z=1.
do 100 i=2,1000
if (dabs(z).lt.tol) go to 500
call zeta(i,res)
aux2=aux2+res*z*dfloat(i-1)

100 z=-z*y
500 dpsi=sngl(aux+aux2)

return
end

C
subroutine zeta(m,res)

C
C Funci ó zeta de Riemann
C

real*8 x,res
dimension x(49)
data x /1.644934066848226,1.202056903159594,

1 1.082323233711138,1.036927755143370,1.017343061984449,
2 1.008349277381923,1.004077356197944,
3 1.002008392826082,1.000994575127818,1.000494188604119,
4 1.000246086553308,1.000122713347578,
5 1.000061248135059,1.000030588236307,1.000015282259409,
6 1.000007637197638,1.000003817293265,
7 1.000001908212717,1.000000953962034,1.000000476932987,
8 1.000000238450503,1.000000119219926,
9 1.000000059608189,1.000000029803504,1.000000014901555,
1 1.000000007450712,1.000000003725334,1.000000001862660,
2 1.000000000931327,1.000000000465663,1.000000000232831,
3 1.000000000116416,1.000000000058208,1.000000000029104,
4 1.000000000014552,1.000000000007276,1.000000000003638,
5 1.000000000001819,1.000000000000909,1.000000000000455,
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6 1.000000000000227,1.000000000000114,1.000000000000057,
7 1.000000000000029,1.000000000000015,1.000000000000008,
8 1.000000000000004,1.000000000000002,1.000000000000001/

if (m.le.1) then
write(6,100) m

100 format(’ funci ó zeta de Riemann no definida per x = ’,i5)
res=1.d75
return
endif

if (m.le.50) then
res=x(m-1)
else
res=1.d0
endif

return
end

C
C Obtenci ó del criteri de decisi ó
C

dimension crit(10)
open(6,err=500,file=’c:\f32\gammas.dat’)
alpha=1.
do 90 l=1,3
write(6,*)’ alpha = ’, alpha

C
do 100 k=5,35,5
do 110 m=1,10
xk=k
xm=m

110 crit(m)=amax1(alpha*(dpsi(xm*alpha)-dpsi(xk*alpha)),0.)
C

write(6,130)(crit(m),m=1,10)
130 format(10f7.4)
100 continue

alpha=alpha+1.
90 continue

500 stop
end

Programa 5

Aquest programa crea els valors de la taula de la secci´o 6.1, buscant num`ericament
els valors de la mediana de8 7��:����� �

�
���� :� ��.
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C
C C̀alcul de la integral pel m ètode de Simpson
C

function simp(a,b,xtol,ix)
ic=0
if(xtol.le.0.) xtol=1. e-8
h=b-a
suma=fun(a)+fun(b)
c=0.
xaux=0.
sumc=0.
max=1
do 100 j=1,18
c=xaux
h=h*0.5
max=max*2
suma=suma+2.*sumc
sumc=0.
do 101 i=1,max,2
aux=i

101 sumc=sumc+fun(a+aux*h)
xaux=(suma+4.*sumc)/3.*h
if(abs(c-xaux).lt.xtol) then

ic=ic+1
if(ic.ge.ix) go to 102
end if

100 continue
xtol=-1.

102 simp=(16.*xaux-c)/15.
return
end

C
C Funci ó final que integrarem per Simpson
C

function fun(t)
common xn,xm,tol,c,xxx,ix
if(c.eq.0.) then

fun=0.
return
end if

t2=t*t
aux=(f(t2)/xxx)*(t**(xn-xm-1.))*exp(-t2/2.)
fun=aux
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return
end

C
C Definici ó de la funci ó "f"
C

function f(v)
dimension auxi(500)
common xn,xm,tol,c,xxx,ix
tolmes=tol/100.
z=4.*sqrt(xn*v)*cosh(sqrt(c/(2.*xn)))-2.*v-2.*xn
if(z.lt.0.) then

f=0.
return
end if

ww=z**(xm/2.)
xj=0.
xcon=1.
w=1.
is=0

C
C Desenvolupament de Taylor de la funci ó que
C depèn de la variable "u"
C

do 100 j=1,500
if (abs(xcon).lt.tolmes) then

is=is+1
if(is.gt.10) then

max=j-1
go to 250
end if

end if

xcon=w/(xm/2.+xj)
auxi(j)=xcon
xj=xj+1.
w=w*z*(-0.5)/xj

100 continue
write(8,*)’ dificultats en avaluar la s èrie ’,xn,xm,c

250 sum=0.
do 110 j=max,1,-1

110 sum=sum+auxi(j)
sum=sum*ww
if(sum.lt.0) then
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f=0.
else

f=sum
end if

return
end

C
C Definici ó de la funci ó Gamma
C

function gamma(x)
if (x.lt.0.9) then

gamma=1.7724538
return
else
aux=1.
end if

z=x
do 100 k=1,1000
if(z.le.1.1) go to 500
z=z-1.

100 aux=aux*z
500 if (z.lt.0.9) then

aux=aux*1.7724538
end if

gamma=aux
return
end

C
C Resultat de la integraci ó
C

subroutine dis(resul)
common xn,xm,tol,c,xxx,ix
ww=sqrt(xn)
xinc=ww*exp(-sqrt(c/(2.*xn)))
xsupc=ww*exp(sqrt(c/(2.*xn)))
xtol=tol
ixx=ix
res=simp(xinc,xsupc,xtol,ix)
if(xtol.lt.0.) write(6,*) ’ error a la integraci ó’,
xtol,c,xn,xm

C
resul=2.*res
return
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end
C
C Ajust de la mediana
C

subroutine adjust(c1,c2,xmedian)
common xn,xm,tol,c,xxx,ix
topinf=c1
c=c1
call dis(p)
if(abs(p-0.5).lt.tol) then

xmedian=c1
return
end if

yinf=p
C

topsup=c2
c=c2
call dis(q)
if(abs(q-0.5).lt.tol) then

xmedian=c2
return
end if

ysup=q
C

do 1000 k=1,25
call motor(topinf,yinf,topsup,ysup,xmedian,*500)

1000 continue
write(6,*) ’ no puedo ’,topinf,topsup,yinf,ysup

500 return
end

C
subroutine motor(xinf,yinf,xsup,ysup,xmedian,*)
common xn,xm,tol,c,xxx,ix
x=(xinf+xsup)/2.
c=x
call dis(y)
if(abs(y-0.5).lt.tol) then

xmedian=c
return 1
end if

if(y.lt.0.5) then
xinf=x
yinf=y
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else
xsup=x
ysup=y
end if

return
end

C
C Definici ó dels factors que apareixen a la integraci ó
C

subroutine init
common xn,xm,tol,c,xxx,ix
xmh=xm/2.
xnmh=(xn-xm)/2.
xxx=((2.**(xn/2.))*gamma(xmh)*gamma(xnmh))
return
end

C
C Inici del programa principal i entrada de dades
C

dimension xmeds(5,6),xmedi(5,6),xnum(6)
common xn,xm,tol,c,xxx,ix
xnum(1)=10.
xnum(2)=15.
xnum(3)=20.
xnum(4)=25.
xnum(5)=30.
xnum(6)=50.
ix=3

C
C Fitxers d’escritura dels resultats
C

open(8,err=500,file=’c:\f32\mediana.dat’)
open(9,err=500,file=’c:\f32\distrib.dat’)

C
write(6,*)’ toler ància ?’
read(5,*) tol
write(6,*) ’ tope m àxim funci ó distribuci ó ?’

C
read(5,*) tmax
do 150 m=1,5
delta=0.3*(1.+aint((xm+1.)/3.))
do 150 n=1,6
xn=xnum(n)
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xm=m
call init
c=0.
xmejors=-1.
xmejori=0.
do 155 k=1,40
call dis(p)
if((p.gt.0.5).and.(xmejors.lt.0.)) xmejors=c
if(p.lt.0.5) xmejori=c
write(9,*)’xm,xn,c,p’,xm,xn,c,p
if(p.gt.tmax) go to 175

155 c=c+delta
175 xmeds(m,n)=xmejors

xmedi(m,n)=xmejori
150 continue

C
do 20 m=1,5
do 30 n=1,6
xm=m
xn=xnum(n)
call init
c1=xmedi(m,n)
c2=xmeds(m,n)
call adjust(c1,c2,xmedian)
write(8,*) xm,xn,’ mediana = ’,xmedian

30 continue
20 continue

500 stop
end
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