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CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA51.1 Introdui�onDesde su prinipio, la Estad��stia moderna ha dependido de la Teor��a deProbabilidad, del An�alisis, la Teor��a de la Medida y del Algebra. La metodo-log��a estad��stia no podr��a avanzar sin los reursos que proporionan estas�areas de la Matem�atia.Tambi�en desde los prinipios, la Geometr��a, y espeialmente las propie-dades topol�ogias derivadas del onepto de distania, han desempe~nado unpapel importante en Estad��stia, aunque su inorporai�on omo elemento detrabajo es m�as reiente.Sus primeros usos est�an latentes en el test Ji{uadrado de K. Pearson yen el test t de Student, donde las disrepanias entre observado y esperadose miden mediante un estad��stio que en el fondo es una distania. Talesejemplos, y muhos otros, son asos partiulares de la distania introduidapor Mahalanobis [72℄ (x� y)0 � ��1 � (x� y) (1.1)donde x,y 2 Rp, y � es una matriz de ovarianzas adeuada.La distania (1.1) interviene en la propia de�nii�on de la distribui�onnormal multivariante, en An�alisis Disriminante, en la T 2 de Hotelling, en ladetei�on de outliers, et., e inluso, omo se ve en la sei�on 1.3.1, intervieneen ualquier ontraste de hip�otesis.Como esta memoria es una apliai�on de iertas propiedades de las dis-tanias, nos paree oportuno itar los trabajos de Hotelling [59℄ y Weyl[101℄, pioneros en la apliai�on de la Geometr��a Diferenial al ontraste dehip�otesis: Dado el modelo de regresi�on no linealyi = � fi(�) + ei (i = 1; : : : ; n) (1.2)donde las fi(�) son funiones onoidas que dependen de un par�ametro �y los errores e1; : : : ; en son variables aleatorias independientes igualmentedistribuidas (iid), on distribui�on N(0; �), onsideremos la hip�otesis nulaH0 : � = 0Es f�ail ver que el estad��stio � de raz�on de verosimilitud equivale aW = max� (Pi fi(�) yi)2Pi f2i (�) Pi y2i (1.3)Sin embargo, puesto que � no es identi�able uando � = 0, no es fatibleapliar la teor��a asint�otia sobre la distribui�on de �, ni tampoo los riteriosequivalentes de Wald y de Rao, que est�an asint�otiamente distribuidos omoJi{uadrado. V�ease Rao [90, p�ag. 417℄ y la sei�on 1.3.3 de esta memoria.



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA6Empleando las notaiones:f(�) = (f1(�); : : : ; fn(�))y = (yi; : : : ; yn)(�) = f(�)=kf(�)kU = y=kykla regi�on de rehazo toma la formamax� h(�); Ui �W 2y puede ser desrita utilizando t�erminos estritamente geom�etrios, omo elde distania geod�esia, relativos a la esfera unidad en el espaio Rn. V�easeKnowles and Siegmund [66℄.Es �este un ejemplo, nada trivial, de la Estad��stia y el An�alisis de Datos,de entre los innumerables ejemplos en los que se aplia el onepto de dis-tania. En este ap��tulo introdutorio presentamos una breve exposii�on desu apliai�on en los siguientes ampos:� Estimai�on puntual� Contraste de hip�otesis� Representai�on de onjuntos� Modelos de predii�on



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA71.2 Estimai�on puntual1.2.1 En modelos linealesLa utilizai�on m�as lara y elegante del onepto de distania se onsigue enel estudio del modelo lineal y = X � � + e (1.4)donde la estimai�on del vetor param�etrio � es aquel b� tal que by = X b�veri�a R02 = ky � by k2 = m��nimo (1.5)Adem�as, si e � N(0; �In), entones se veri�a que R02=�2 � �2n�r,siendo r = rang (X), resultado b�asio del An�alisis de la Varianza.Sea 	 = P � � = ( 1; : : : ;  q)0 es un vetor de funiones param�etriasestimables, es deir, F(P ) � F(X), donde la notai�on F(A) india el sub-espaio generado por las �las de la matriz A. Entones la hip�otesisH0 : 	 = 	0 (1.6)se deide mediante el test FF = (b	�	0)0 � (P � (X 0X)� � P 0)�1 � (b	�	0)R02 � n� rq (1.7)siendo b	 = P � b� la estimai�on Gauss{Markov de 	. N�otese que el numeradorde F es una distania tipo Mahalanobis entre b	 y 	0.1.2.2 Divergenia de Kullbak{LeiblerLa divergenia de Kullbak-Leibler entre dos funiones de densidad p, q onrespeto a una medida � K(p; q) = Z p log(pq ) d� (1.8)juega un importante papel en el llamado problema de la espei�ai�on eninferenia estad��stia.Supongamos, para onretar, que � sea la medida de Lebesgue, y sea� = fp (x; �); � 2 �gun modelo estad��stio. La verdadera funi�on de densidad es p (x; �0), donde�0 es el verdadero valor del par�ametro. La divergenia entre p (x; �) y p (x; �0)



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA8es K (p (x; �); p (x; �0)) = Z p (x; �0) log p (x; �0) dx� Z p (x; �0) log p (x; �) dx (1.9)El valor de � que minimiza esta divergenia proporiona la densidad quem�as se aera a la verdadera y orresponde al m�aximo de la integralZ p (x; �) log p (x; �0) dx (1.10)es deir, al m�aximo del valor esperado de log p(x; �).Dada una muestra x1; : : : ; xn de valores iid on densidad p (x; �0), estevalor se obtiene mediante el promedio1n nXi=1 log p(xi; �) (1.11)El valor b� que maximiza este promedio nos lleva al estimador m�aximoveros��mil (ML) de �.Menos onoida es la siguiente propiedad. Supongamos que la verdaderadensidad es q, pero q =2 �. >Qu�e signi�ar��a entones la estimai�on ML de�? La divergenia entre q y p(x; �) es ahoraZ q(x) log q(x)dx� Z q(x) log p (x; �)dx (1.12)y el verdadero valor �0 del par�ametro � se puede de�nir omo aquel �0 tal quep (x; �0) 2 � es la densidad m�as pr�oxima a q de auerdo on la divergenia(1.8). �0 es entones solui�on deEq � ��� log p (x; �)� = 0 (1.13)y se die que q es onsistente on �0. Veamos ahora qu�e ourre on elestimador ML b� obtenido onsiderando el modelo �. Suponiendo las usualesondiiones de regularidad, seaU(x; �) = ��� log p(x; �)J(�) = Eq(U � U 0) (1.14)H(�) = �Eq ��U�� �



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA9En un entorno de �0 tendremosU(x; �) = U(x; �0) + (� � �0)��U�� ��0 +Ky si x1; : : : ; xn son iid omo q, entones1nXU(xi; �) = 1nXU(xi; �0) + (� � �0) 1nX��U�� (xi; �)��0y haiendo tender n �! 1, teniendo en uenta (1.13) y (1.14), se umplela identidad asint�otia1nXU(xi; �) = 0� (� � �0)H(�0)que prueba que b�, el estimador ML que anula PU(xi; �) = 0, onverge a �0en probabilidad.Adem�as, por el teorema del valor medio podemos esribirXU(xi; �)�XU(xi; b�) =X��U(xi; �)�� ��? (� � b�)donde �? es un punto entre � y b�.Puesto que XU(xi; b�) �! 0b� �! �01nX �U(xi; �)�� �! H(�)tenemos de nuevo la identidad asint�otia1nXU(xi; �) = n (b� � �0)H(�0)es deir,1pnXU(xi; �0) = pn (b� � �0)H(�0)Por el teorema entral del l��mite, 1pnPU(xi; �0) es asint�otiamente nor-mal de media Eq (U(x; �0) = 0, que es la ondii�on (1.13), y matriz deovarianzas J(�0). Finalmente tenemos quepn (b� � �0) a� N �0;H�1(�0) � J(�0) �H�1(�0)�



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA10Es deir, el estimador ML b� es asint�otiamente normal y estimador on-sistente de �0, el valor del par�ametro m�as pr�oximo a q respeto la divergeniade Kullbak{Leibler.Ventajas y apliaiones de la estimai�on ML del verdadero valor �0pueden verse en Kent [65℄ para el estudio de la robustez del test de raz�onde verosimilitud tomando densidades alternativas, en Royal [94℄, para laobteni�on de intervalos de on�anza robustos, en Huster [60℄ para estimarpar�ametros en modelos bivariantes de supervivenia y en Cuadras [29℄ parael problema de la estimai�on de par�ametros relativos a densidades multi-variantes uando s�olo se onoen las marginales.1.2.3 El m�etodo de la m��nima distaniaEs un m�etodo de estimai�on promovido por J. Wolfowitz en una serie deart��ulos que ulminaron en [102℄. Supongamos de la forma de la funi�on dedistribui�on de un vetor aleatorio es G 2 � = fF�; � 2 �g. Sean x1; : : : ; xniid omo G, y sea Gn la funi�on de distribui�on emp��ria. Si Æ (Gn; F�)es una medida de distania entre Gn y G = F�, el m�etodo de la m��nimadistania (MD) onsiste en tomar omo estimai�on de � el valor b� tal queÆ (Gn; F b�) = inf�2� Æ (Gn; F�)MD es �util omo m�etodo alternativo de estimai�on uando otros m�etodosno son apliables. Como distania se suele tomar la de KolmogorovÆK(Gn; F�) = sup�1<x<1 jGn(x)� F�(x)jo la de Cram�er{von MisesÆC(Gn; F�) = Z +1�1 [Gn(x)� F�℄2 w�(x) dF�(x)MD proporiona estimadores que onvergen en probabilidad a � y tienenpropiedades de robustez en el aso de desviaiones loales del modelo. In-luso, si G =2 �, tomando ÆC on w�(x) = 1=f�(x), el estimador MD propor-iona una estimai�on b� tal que F b� es una proyei�on L2 de Gn en �. V�easeParr [85℄.El m�etodo de estimai�on MD onstituye una herramienta espeialmente�util en la estimai�on no param�etria de funiones (de densidad, de dis-tribui�on, de regresi�on, et.). Supongamos, por ejemplo, que f(x) es lafuni�on de densidad. Un resultado l�asio es que no existe estimador \ra-zonable" de f(x), en el sentido de que el estimador bfn(x) veri�que la igualdadE � bfn(x)� = f(x); 8x



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA11(fr. Prakasa Rao [86℄). As��, la teor��a l�asia de la estimai�on no funiona,existiendo razones para onsiderar estimadores tipo n�uleobfn(x) = 1nhn nXi=1K �x� xihn �donde hn �! 0 para n �! 1, y K es una densidad de probabilidad, porejemplo K(x) = ( 1=2 si jxj � 10 si jxj > 1Bajo iertas ondiiones se prueba que fn(x) onverge uniformemente af(x).Un riterio de proximidad en la estimai�on de f(x) se basa en la distaniaL1 Æ( bfn; f) = Z +1�1 j bfn(x)� f(x)j dxpues empleando esta distania y el estimador tipo n�uleo, se veri�a queÆ( bfn; f) .s.�! 0para toda f . V�ease Devroye and Gy�or� [33℄.Finalmente, el m�etodo MD es tambi�en �util para estimar � en el modelode regresi�on lineal y = A0(x) � + edonde y es un vetor aleatorio y A(x) es un funional arbitrario, (por ejem-plo, A(x) = (1; x; : : : ; xk)0 en regresi�on polin�omia), tomando la distaniade Cram�er{von Mises. V�ease Gonz�alez Manteiga [47℄.



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA121.3 Contraste de hip�otesisEl onepto de distania est�a latente en la mayor parte de ontrastes dehip�otesis, jugando la distania de Mahalanobis un papel muy destaado.1.3.1 Distania de MahalanobisLa apliai�on m�as lara de esta distania la enontramos en el test T 2 deHotelling. Supongamos que x1; : : : ; xn son iid seg�un Np(�;�), on � de-sonoido, y estamos interesados en el ontrasteH0 : � = �0 (1.15)Tanto el test de raz�on de verosimilitud omo el prinipio de uni�on{inter-sei�on (v�ease Mardia [78℄) nos llevan a onsiderar el estad��stioT 2 = n (x� �0)0 � S�1 � (x� �0) (1.16)donde x, S son la media y ovarianza muestrales. T 2, bajo H0, es propor-ional a una F . As�� el test T 2 est�a basado en la distania de Mahalanobisentre x y �0.An�alogamente, supongamos que x1; : : : ; xn son iid seg�un Np(�1;�), quey1; : : : ; yn son iid seg�un Np(�2;�), y onsideremos el ontrasteH0 : �1 = �2 (1.17)Tambi�en los riterios l�asios nos llevan al estad��stioT 2 = nmm+ n (x� y)0 � S�1 � (x� y) (1.18)donde x, y, S son los estimadores usuales de �1, �2, � ([80℄, [78℄), es deir,a la T 2 de Hotelling, que es tambi�en funi�on de la estimai�on de la distaniade Mahalanobis entre �1 y �2.M�as generalmente, onsideremos el modelo del An�alisis Multivariante dela Varianza (MANOVA), on n observaiones de p variablesY = X �B +Edonde Y es n � p, X es n �m (siendo m el n�umero de par�ametros), B esm� p y E es n� p. Sea	0 = ( 1; : : : ;  p) = P 0 �Buna funi�on param�etria estimable multivariante, y onsideremos el on-traste de hip�otesis H0 : 	 = 	0 (1.19)



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA13donde 	0 es onoido. Entones, si b	 es el estimador Gauss{Markovb	 = P 0 � bB = P 0 � (X 0X)� �X 0 � Yy b� es la estimai�on entrada de � (se supone que las �las de E son iidNp(0;�)) b� = 1n� r (Y �X bB)0 � (Y �X bB)donde r = rang (�), entones el test (1.19) se puede deidir mediante elestad��stio (b	�	0)0 � b��1 � (b	�	0) (1.20)que es una distania tipo Mahalanobis y uya distribui�on bajo H0 es tam-bi�en proporional a una F (Cuadras [19℄ y [20℄).En un ontexto pareido, la distania entre dos modelos MANOVAYi = X �Bi +Ei i = 1; 2 (1.21)se puede de�nir omoL2 = tr n��1 � (B1 �B2)0 �X 0 �X � (B1 �B2)o (1.22)que puede justi�arse omo una distania de Mahalanobis entre dos dis-tribuiones normales Np(Ip 
X �Bi;�
 In); (i = 1; 2).Como L2 = 0 si y s�olo si X � B1 = X � B2, la distania (1.22) puedeservirnos para ontrastar la hip�otesisH0 : X � B1 = X �B2de que los dos modelos de regresi�on (1.21) son iguales. Para m�as detalles ygeneralizaiones, v�ease R��os y Cuadras [92℄.Finalmente, supongamos que la densidad de probabilidad de un vetoraleatorio X es p (x; �), parametrizado por � 2 �, y que se umplen lasondiiones de regularidad ordinarias. Consideremos la hip�otesis ompuestaH0 : � 2 �0 � � (1.23)Dada una muestra x1; : : : ; xn, el proedimiento l�asio iniiado por Ney-man y Pearson [81℄ para deidir aera de H0 utiliza el test de raz�on deverosimilitud � = sup �2�0 Lsup �2� L (1.24)siendo L = nYi=1 p (xi; �)



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA14la funi�on de verosimilitud. Para n grande, el riterio se basa en el estad��stioU = �2 log � (1.25)el ual, bajo H0, sigue asint�otiamente una distribui�on ji{uadrado �2q�r,siendo q = dim(�), y r = dim(�0).Un riterio alternativo se debe a Rao [89℄. (V�ease, por ejemplo, Rao[90℄). Se basa en los llamados eÆient soresZi(�) = ��� log p(xi; �)y en el omportamiento de V� = 1pn nXi=1 Zi(�)Se veri�a que E(V�) = 0 y, adem�as, si b� es el estimador m�aximoveros��mil de � 2 �, entones Vb� = 0Obs�ervese que F� = E(Zi(�) � Zi0(�))es la matriz de informai�on de Fisher y tambi�en la matriz de ovarianzas deZi(�). Puede entones probarse que la distribui�on asint�otia de V� 0 �F� �V�,para ada valor de � = (�1; : : : ; �q), es �2q.El estad��stio que propone Rao esS = V�? 0 � F�?�1 � V�? (1.26)donde �? representa la estimai�on m�aximo veros��mil de � dentro de �0.Podemos poner V�? = pn � 1n nXi=1 Zi(�?) = pn � Z�?y omo bajo H0, F�? puede onsiderarse una estimai�on de F�0 , donde �0representa el verdadero valor del par�ametro, tenemos que la proximidad deV�? a V�0 = 0 favoree la hip�otesis nula. Pero tal proximidad la podemosmedir mediante la distania de Mahalanobis entre Z�? y la media esperada0, es deir, mediante�Z�? � 0�0 � F�?�1 � �Z�? � 0� = nS



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA15Ahora bien, seg�un se muestra en Rao [90℄, se umple la siguiente igualdadasint�otia: U = �2 log � a= V�? 0 � F�?�1 � V�?que viene a probarnos que la raz�on de verosimilitud, el estad��stio m�as uti-lizado en ontrastes de hip�otesis, es asint�otiamente equivalente a una dis-tania de Mahalanobis, pues en de�nitiva, F�? es la estimai�on de una matrizde ovarianzas.Como ilustrai�on, seap (x; �) = ��1 exp(���1 x); � > 0y onsideramos la hip�otesis nulaH0 : � = �0;donde �0 2 � = R+. La raz�on de verosimilitud es� = � x�0�n exp �n�1� x�0��Mientras que el estad��stio de Rao esS = V�0 0 � F�0�1 � V�0= pn�02 (x� �0) �02 pn�02 (x� �0)= n (x� �0)2�02donde x es la media muestral en muestras de tama~no n. Claramente ladistribui�on asint�otia de S es �21 y m�as simple que�2 log � = �2n �log� x�0�+ �1� x�0��La equivalenia asint�otia se dedue f�ailmente de que, para n grande,podemos suponer �1 < (x� �0)=�0 � 1, as�� quelog� x�0� = log�1 + � x�0 � 1�� = (x� �0)�0 � (x� �0)22�02 + � � �y de aqu�� resulta �2 log � a= S.



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA161.3.2 Distania de MatusitaSean F1, F2 funiones de distribui�on, y sean f1, f2 las funiones de densidadrespeto una ierta medida �, que supondremos es la medida de Lebesgue.La distania de Matusita se de�ne omoÆ2(F1; F2) = Z �qf1(x)�qf2(x)�2 dx = 2 (1� �); (1.27)donde � = Z qf1(x) f2(x) dxes la llamada a�nidad entre F1 y F2.La distania (1.27), introduida por Matusita [74℄, aunque es tambi�enonoida omo distania de Hellinger, ha sido apliada en problemas de es-timai�on, deisi�on y an�alisis disriminante. Por ejemplo, teniendo en uentaque F1 = F2 () Æ2(F1; F2) = 0el ontraste de hip�otesis, en el aso univariante,H0 : F1 = F2es equivalente a H0 : Æ2(F1; F2) = 0Se aepta H0 si Æ2(F1; F2) � Æ�, donde Æ� es una antidad positiva quedepender�a del nivel de signi�ai�on � y de los tama~nos muestrales m, n. Ladeisi�on se toma, sin embargo, trabajando on la distania Æ2(S1; S2) entrelas funiones de distribui�on emp��rias.Matusita [76℄ disute extensamente la utilizai�on de la distania (1.27)en el aso normal univariante N(�;�). Consideremos algunos ejemplos:1) La hip�otesis H0 : � = �0 se deide a trav�es de Æ2(F; Sn), donde F enN(�0;�), y Sn es N(bx; S), siendo bx y S la media y ovarianza muestrales.2) La hip�otesis H0 : � = �0 se deide alulando la distania, o lo quees lo mismo, la a�nidad entre N(�;�) y N(�;�0)� = ���0�1��1��1=4���1=2 ��0�1 +��1����1=23) La hip�otesis de que X = (x1; : : : ; xp) es N(�;�), donde� = diag (�1 1; : : : ;�p p) ;



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA17es deir, que los vetores aleatorios x1; : : : ; xp son esto�astiamente indepen-dientes, se deide alulando el supremo� = sup�2M0 ����1 S�1��1=4���1=2 ���1 + S�1����1=2siendo M0 la lase de matries on ajas en la diagonal y ero en el resto, esdeir, tal que � 2M0.Sin embargo, tanto la distania de Matusita omo otras de formulai�onpareida, en el aso de normalidad multivariante, vienen a ser funiones re-ientes de la distania de Mahalanobis. Como esta �ultima est�a partiular-mente reomendada para variables ont��nuas, una ventaja de la distania deMatusita es que puede ser apliada a variables disretas (Dillon y Goldstein[36℄), y a variables mixtas (Krzanowski [68℄). De todos modos, sus apli-aiones se entran m�as bien en el �area del An�alisis Disriminante (v�easeKrzanowski [69℄), omo se va a omentar en la sei�on 1.6.3.1.3.3 Distania de RaoAunque introduida por Rao [88℄ hae bastante tiempo, ha sido estudiadam�as reientemente por Atkinson y Mithell [6℄, Burbea y Rao [10℄, Oller yCuadras [82℄,[83℄, Burbea y Oller [11℄, y otros.Sea S = fp (x; �)g un modelo estad��stio, donde p(x; �) est�a parametrizadopor � que pertenee a una variedad difereniable �, dotada de una m�etriaen la que la matriz de informai�on de FisherF� = E � ��� log p (x; �) � ���0 log p (x; �)� (1.28)juega el papel de tensor m�etrio fundamental sobre �. La distania de Raoes la distania entre dos par�ametros �A, �B de �. Se onoe la distaniade Rao para bastantes distribuiones (Cuadras [23℄), aunque el aso normalmultivariante ha sido s�olo en parte resuelto (Calvo y Oller [13℄).Dadas dos distribuiones, F y G, perteneientes a una misma familiaparam�etria, la distania de Rao puede ser utilizada para ontrastar lahip�otesis nula H0 : F = G, transform�andola en H0 : Æ(F;G) = 0, de modopareido al desrito en la sei�on anterior on la distania de Matusita. Unresultado general die que V = n1 n2n1 + n2 bÆ2(F;G)sigue asint�otiamente una �2p, siendo p el n�umero de variables y bÆ2 unaestimai�on de Æ2, en el aso F = G.



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA18Como ejemplo interesante de apliai�on, onsideremos el modelo linealnormal Y � N(X ��; �2In). Entones � = (�; �) 2 Rm�R+. Consideremosla hip�otesis nula H0 : H � � = 0donde F(H) � F(X). Sea b = (b�; b�) la estimai�on ML de (�; �), y onsid-eremos la subvariedad �H = f = (�; �) : H � = 0gLa distania de Rao entre b y la subvariedad �H esRH(b) = inf fR(b; ) :  2 �HgUna regi�on r��tia para deidir sobre H0 : H � = 0 es de la formaW = fx 2 Rn : RH(b) > Æ�gy puede probarse que es equivalente al l�asio test F .Un estudio m�as general de este test mediante la distania de Rao sobrela familia de densidades el��ptiasp(x; �; �) = �(n=2)�n=2 j�0j�1=2 ��n F n��2(y �X �)0 ��10 (y �X �)odonde F es una funi�on no negativa sobre R+ satisfaiendo la ondii�on denormalizai�on, �0 y X son matries �jas, se debe a Burbea y Oller [11℄.V�ease tambi�en Oller [84℄.Aunque este planteamiento y el de Matusita son muy pareidos, onvieneobservar que para dos funiones de distribui�on F , G se umple queM(F;G) � R(F;G)pues la distania de Rao est�a de�nida en una subvariedad � de la variedad(difereniable de dimensi�on in�nita)E = ff : f = pp; p es densidad de probabilidad ges deir, la esfera unidad (o el espaio proyetivo) del espaio L2, on laestrutura difereniable induida por la estrutura natural de espaio deHilbert on produto hf; gi = Z f g dxAs��, la distania de Rao, que aproveha el onoimiento de una parametrizai�ony el ambio de informai�on al variar los par�ametros, tiene mayor poder deseparai�on que la distania de Matusita, que puede interpretarse omo ladistania en l��nea reta entre las dos densidades en L2, y es, por tanto, m�asapropiada en un ontexto no param�etrio. No obstante, justo es a~nadir quelas distanias de Matusita, Rao, y otras medidas de divergenia, oinidenloalmente (Burbea y Rao [10℄).



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA191.4 Representai�on de onjuntosLa representai�on de un onjunto �nito de objetos, indiv��duos o est��mulosonstituye una de las m�as interesantes apliaiones de la Estad��stia basadaen la topolog��a asoiada a una distania. Las apliaiones abaran muhosampos: Arqueolog��a, Eolog��a, Gen�etia, Psiolog��a, Soiopol��tia, et.Sea I un onjunto �nito on n elementos que, por eonom��a de notai�on,indiaremos I = f1; 2; : : : ; ngPresentamos en esta sei�on las formas de representai�on m�as usualesdel onjunto I, a saber1. Representai�on Eul��dea2. Representai�on Ultram�etria (en forma de dendrograma)3. Representai�on Cuadripolar (en forma de �arbol aditivo)4. Representai�on de Robinson (en forma de �arbol piramidal)Haremos espeial enfasis en el punto (1), puesto que proporiona unaforma general de predii�on, omo estudiaremos a lo largo de esta memoria.De�nii�on 1.4.1 Una matriz de disimilaridades � = (Æi j) es una matrizreal sim�etria n� n uyos elementos Æi j satisfaenÆi j = Æj i � Æi i = 0 8 i; j 2 ISe onoen muhos m�etodos para onstruir disimilaridades Æi j sobre I.Sin embargo, nos entraremos m�as en las propiedades de Æi j y en el tipo derepresentai�on de I que permiten.De�nii�on 1.4.2 La matriz � es llamada Eul��dea si existe una on�gu-rai�on de puntos en un espaio eul��deo Rp uyas interdistanias oinidanon las ontenidas en �, es deir, si existen x1; : : : ; xn 2 Rp tales queÆi j2 = (xi � xj)0 � (xi � xj) 8 i; j 2 IDe�nii�on 1.4.3 La matriz de disimilaridades � es llamada ultram�etriasi, para todas las ternas i; j; k 2 I se veri�a queÆi j � maxfÆi k; Æj kg



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA20De�nii�on 1.4.4 La matriz de disimilaridades � es llamada uadripolarsi para todas las uaternas i; j; k; l 2 I se veri�a queÆ+i j � maxfÆ+i k; Æ+j kgsiendo Æ+i j = Æi j + Æk lÆ+i k = Æi k + Æj lÆ+j k = Æj k + Æi lDe�nii�on 1.4.5 La matriz de disimilaridades � es llamada de Robinsonsi, para todas las ternas i; j; k 2 I on i � j � k se veri�a quemaxfÆi j ; Æj kg � Æi k1.4.1 Representai�on Eul��deaPasemos ahora a justi�ar ada una de estas de�niiones en el ampo de lasapliaiones.La matriz � eul��dea permite una proyei�on de I en RpI �! Rpi �! xide modo que ada elemento i est�a representado por un punto xi.Cuando tal representai�on se hae mediante la t�enia del an�alisis deCoordenadas Prinipales, la proyei�on es �optima en dimensi�on reduida.Las apliaiones de esta t�enia son numeros��simas, y ya son onsideradasl�asias en el ontexto del An�alisis Multivariante. V�ease por ejemplo Mardiaet al. [78℄, Seber [96℄.1.4.2 Representai�on Ultram�etriaEl onepto de matriz � ultram�etria est�a ligado a la neesidad de obtenerlasi�aiones jer�arquias objetivas, espeialmente a partir de los trabajosde Benz�eri [8℄, Hartigan [55℄, Jardine et al. [61℄ [62℄, y Johnson [63℄.La importania de � ultram�etria reside en:a) � de�ne sobre I una jerarqu��a indexada (C;�), es deir, C � P(I),de modo que1. I 2 C2. fig 2 C 8 i 2 I



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA213. 8 1; 2 2 C, la intersei�on 1\2 es ;, o bien uno de los dos onjuntos1; 2 est�a ontenido en el otro.4. Todo  2 C es igual a la reuni�on de los elementos de C que ontiene,o bien no ontiene ning�un otro elemento de C.5. Existe una apliai�on no negativa � : C �! R tal que �(fig) = 0, y�() < �(0) si  � 0. Esta apliai�on � reibe el nombre de ��ndie dela jerarqu��a.As��, C es una lase de onjuntos no solapantes, on un orden ompatibleon el ��ndie �.b) Para todo r 2 R+, la relai�on binariai �r j () Æi j � res de equivalenia si, y s�olo si Æi j es ultram�etria.Re��proamente, una jerarqu��a indexada (C;�) sobre I de�ne una matrizultram�etria �, pues basta de�nirÆi j = �(i j)donde i j es la m��nima lase de C que ontiene fig y fjg.Tales propiedades on�eren a las ultram�etrias un papel fundamental enel estudio te�orio de las lasi�aiones, tal omo fuera iniiado por C. Linneoen su famoso Sistema Natural y ontinuado, bajo la perspetiva matem�atia,por Jardine, Sibson, Sokal, Rohlf, Sneath y otros, readores de la llamadaTaxonom��a Num�eria de las espeies vegetales y animales.La representai�on geom�etria de I se realiza mediante un grafo llamadodendrograma, y es a trav�es del dendrograma que el taxonomista onstruyela jerarqu��a indexada.Por ejemplo, la matriz�u = 0BBBBBBB� 0 1 1 4 4 50 1 4 4 50 4 4 60 2 50 50
1CCCCCCCAsobre el onjunto I = f a; b; ; d; e; f g es ultram�etria. I puede represen-tarse mediante el dendrograma de la �gura 1.1, que visualiza f�ailmente lajerarqu��a de onjuntosC = ffag0; : : : ; ffg0; fa; b;  g1; fd; e g2; fa; b; ; d; e g4; I5gdonde se ha indiado el ��ndie de la jerarqu��a omo sub��ndie.
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Figure 1.1: Dendrograma representando la matriz ultram�etria �u54

1 2
a b  d e f1.4.3 Representai�on CuadripolarSi la motivai�on de las matries ultram�etrias proviene de la neesidad delasi�ar atendiendo a la similaridad atual de las espeies, la motivai�onpara las matries uadripolares tiene su origen en los llamados �arbolesevolutivos, que lari�an la �logenia de las espeies (en lugar de espeiespodr��amos onsiderar ualquier otro ejemplo).Consideremos un grafo onexo sin ilos uyos ejes tienen longitudes nonegativas y uyos extremos son los elementos de I. Las longitudes de losaminos que unen los extremos generan una matriz de distanias de tipouadripolar. Este tipo de grafo, junto on la m�etria onsiderada, reibe elnombre de �arbol aditivo. Tambi�en se die que Æi j es una distania aditiva oque umple el axioma de los uatro puntos (De�nii�on 1.4.4).Son propiedades fundamentales de los �arboles aditivos y las matriesuadripolares:a) Si � es uadripolar, entones I se puede representar mediante un�unio �arbol aditivo y reiproamente (Buneman, [9℄).b) Si � = (Æi j) es uadripolar, existe entones una matriz ultram�etriaU = (ui j), y una apliai�on  : I �! R tal queÆi j = ui j +  (i) +  (j)(Sattah y Tversky [95℄).Un �arbol aditivo permite una f�ail visualizai�on de I, que mantiene difer-enias eseniales on un dendrograma, pues un �arbol aditivo no de�ne una



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA23
Figure 1.2: Arbol aditivo representando la matriz uadripolar ��������������

�������������� �����
������������� ����

r
n

a b  d e f
jerarqu��a indexada ni sus extremos equidistan de un punto raiz (�gura 1.2).Cuando un �arbol aditivo representa un �arbol evolutivo, los v�erties o nodosrepresentan elementos no perteneientes a I, de modo que pueden ser inter-pretados omo predeesores. La siguiente matriz sobre I = fa; b; ; d; e; fg� = 0BBBBBBB� 0 3 4 6 7 80 3 7 8 90 6 7 80 7 80 30

1CCCCCCCAes uadripolar, y el �arbol aditivo que representa I viene en la �gura 1.2. Sise tratara de una �arbol evolutivo, entones las espeies a y b tendr��an unanestro om�un representado por el nodo n.



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA241.4.4 Representai�on de RobinsonLa motivai�on de las matries de Robinson proviene de la neesidad deordenar ronol�ogiamente los elementos de un onjunto I. Los t�erminos delas �las o olumnas de � no dereen uando nos apartamos de la diagonalprinipal a lo largo de ualquier �la o olumna. Tales matries surgen trasuna adeuada ordenai�on de �, y reejan esenialmente una estruturaunidimensional de los datos.Por ejemplo, en la seriai�on (orden ronol�ogio) de objetos arqueol�ogios,la disimilaridad debe ser menor entre objetos eranos en el tiempo y mayorentre objetos alejados, es deir, la estrutura unidimensional est�a dominadapor el tiempo. Este problema equivale a ordenar I para obtener una matriz� de tipo uadripolar. �Este fue el planteamiento original de Robinson [93℄.Pero las matries de Robinson juegan tambi�en un papel fundamental enel estudio de las pir�amides introduidas por Diday [34℄, y Fihet [41℄, queson una generalizai�on de las jerarqu��as indexadas,Una pir�amide en I es una lase de onjuntos P � P(I) que veri�a:1. fig 2 P; 8 i 2 I2. I 2 P3. La intersei�on de ualquier par p; p0 2 P puede ser ;, o bien p\p0 2 P4. Existe un orden que es ompatible on PLa �ultima propiedad signi�a que si, por ejemplo, adoptamos el orden nat-ural I = f1; 2; : : : ; n g en I, y p = fi1; : : : ; ikg 2 P , entones i1 < � � � < ik.Una pir�amide indexada (P; �) es una pir�amide on un ��ndie � tal que�(fig) = 0, para todos los i 2 P , i �(p) � �(p0) si p � p0.Se die que es indexada en sentido amplio si para dos elementos p, p0 deP , la inlusi�on estrita p � p0, junto on la igualdad �(p) = �(p0), implianla existenia de p1 y p2 distintos de p tales que p = p1 \ p1.Una matriz de Robinson � = (Æi j) reibe el nombre de Robinson fuertesi para todas las uaternas ordenadas i � j � k � l 2 I se veri�a queÆi j = Æi k =) Æh j = Æhk si h � iÆj l = Æk l =) Æj m = Ækm si m � lLas propiedades que relaionan las matries de Robinson, las uadripolaresy las pir�amides son las siguientes:1. Si � es de Robinson (salvo permutaiones), entones I se puede rep-resentar mediante una pir�amide indexada en sentido amplio y re��pro-amente (Diday [35℄).



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA252. Si � es de Robinson y uadripolar, entones es Robinson fuerte(Crithley[18℄).El resultado (1) generaliza la biyei�on entre ultram�etrias y dendrogramas.El resultado (2) arateriza las matries de Robinson que pueden ser rep-resentadas mediante un �arbol aditivo. Cuando una matriz de Robinsos esuadripolar, si i equidista de j y k, entones todos los predeesores de iequidistan de j y k.Figure 1.3: Ordenai�on ronol�ogia de�nida por una matriz Robinson fuerteh i l mk
j

La �gura 1.3 visualiza esta propiedad, donde la ordenai�onh < i < j = k < l < msigni�a que j y k apareen simult�aneamente en el tiempo.La siguiente matriz sobre I = fa; b; ; dg�R = 0BBB� 0 1 2 30 1 20 10 1CCCAes de Robinson, y de�ne la pir�amideP = ffag; fbg; fg; fdg; fa; b g; fb;  g; f; d g; fa; b;  g; fb; ; d g; I gy su representai�on viene dada en la �gura 1.4. Obs�ervese que �R no esultram�etria.
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Figure 1.4: Representai�on piramidal de uatro objetos orrespondiente ala matriz de Robinson �R. A la dereha aparee una posible ordenai�onronol�ogia

����� BBBBB ����� BBBBB ����� BBBBB����� BBBBB ����� BBBBB����� BBBBB � � � �a b  d
a b  d

Finalmente, la relai�on entre las distintas lases de distanias que per-miten representar un onjunto �nito I, es la siguiente:Eul��dea*Ultram�etria =) Aditiva =) M�etria+Robinsonentendiendo por distania m�etria aquella que umple la desigualdad trian-gular.



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA271.5 Un Teorema fundamental y primeras onse-ueniasSea � = (Æi j) una matrix n�n de disimilaridades sobre un onjunto �nitoU , on n elementos. Consideremos la matrizA = (ai j) ai j = �12 Æi j2y la matriz B = H �A �H (1.29)donde H = In � 1n 1n � 10nes la matriz entradora de datos, on 1n representando el vetor n� 1 uyoselementos son todos iguales a 1.El siguiente teorema es fundamental para todo lo que sigueTEOREMA 1.5.1 Sea � una matriz n� n de disimilaridades sobre U , yB de�nida omo en (1.29). � es eul��dea si, y s�olo si B es semide�nidapositiva. Entones U puede ser representado por x1; : : : ; xn 2 Rp, siendop = rang (B), de modo queÆi j2 = kxi � xjk2 8 i; j 2 U(indiando por k � k la norma eul��dea usual).La demostrai�on puede enontrarse en Mardia et al. [78℄, Cuadras[20℄, Seber [96℄. Ser�a muy importante tomar omo solui�on la habitualdel An�alisis de Coordenadas Prinipales (Torgerson [99℄, Gower [49℄). Con-sideremos la desomposii�on espetral de BB = V � � � V 0 = X �X 0donde X es la matriz n�p onsistente en las p olumnas no nulas de V ��1=2.Las �las de X onstituyen la on�gurai�on eul��dea deseada.Se veri�an las siguientes propiedades:a) Las olumnas de son los vetores propios de B, as�� que podemosesribir la on�gurai�on:U �1 �2 � � � �p1 x1 1 x1 2 � � � x1 p x012 x2 1 x2 2 � � � x2 p x02... ... ... . . . ... ...n xn 1 xn 2 � � � xnp x0n (�1 � �2 � � � � � �p > 0)



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA28El elemento i{�esimo del onjunto U viene representado por el puntox0i = (xi 1; : : : ; xi p) 2 Rp.b) Los datos de la matriz X son entrados, es deir, se anulan las mediasde las olumnas: X 0 � 1n = 0xj = 1n nXi=1 xi j = 0La varianzas de ada una de las olumnas de X son proporionales a losvalores propios de B: s2j = 1n nXi=1 x2i j = 1n �j) Las variables (olumnas) de X son inorrelaionadas:sj j0 = 1n nXi=1 xi jxi j0 = 0d) Propiedad de optimalidad: Entre todas las proyeiones de U sobreRk, donde k � p, la proyei�on sobre las k primeras oordenadas prini-pales es �optima en el sentido de que si x1(k); : : : ; xn(k) representan talesoordenadas, y y1(k); : : : ; yn(k) otras oordenadas, entonesXi; j kyi(k)� yj(k)k2 �Xi; j kxi(k)� xj(k)k2 = 2n (�1 + � � � + �k)La propori�on de la variabilidad geom�etria de U que es expliada porestas k primeras oordenadas esPk = 0BB� kXi=1 �i, pXi=1 �i 1CCA� 100Tales propiedades nos dien que la representai�on eul��dea de U en di-mensi�on reduida goza de exelentes propiedades: es entrada, la ortogo-nalidad de los ejes puede interpretarse omo inorrelai�on, y la resolui�onen dimensi�on k es m�axima. Haremos uso extensivo de estas propiedades,aunque la elei�on de las k oordenadas pueda ambiar en algunos proble-mas de predii�on.En el aso no eul��deo, el omportamiento de la matriz de distanias sereeja en el siguiente resultado:



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA29TEOREMA 1.5.2 Sea � una matriz n � n de disimilaridades sobre elonjunto �nito U , y B omo en 1.5.1 Supongamos que B tiene p > 0 val-ores propios positivos y q > 0 valores propios negativos. Entones existenz1; : : : ; zn 2 Rp � i Rq, on i = p�1, es deir,zj = (xj ; i yj); on xj 2 Rp y yj 2 Rq (j = 1; : : : ; n)veri�ando queÆ2j k = kxj � xkk2 � kyj � ykk2 8 j; k = 1; : : : ; nV�ease una demostrai�on en Cuadras [20℄.Los puntos z1; : : : ; zn uyas distanias reproduen � pueden represen-tarse en forma de una matriz de datos, on una parte real X y una parteimaginaria Y :
U �1 �2 � � � �p �1 �2 � � � �q1 x1 1 x1 2 � � � x1 p y1 1 y1 2 � � � y1 q z1... ... ... . . . ... ... ... . . . ... ...i xi 1 xi 2 � � � xi p yi 1 yi 2 � � � yi p zi... ... ... . . . ... ... ... . . . ... ...n xn 1 xn 2 � � � xn p yn 1 yn 2 � � � ynp znsiendo �1 � �2 � � � � � �p > 0 >�1 � �2 � � � � � �qObs�ervese que 1n es vetor propio de B de valor propio 0.En este trabajo vamos a haer una apliai�on sistem�atia de los teoremas(1.5.1) y (1.5.2), pero no en el sentido de utilizarlos omo t�enia de repre-sentai�on de datos a lo largo de ejes prinipales, sino omo m�etodo anal��tiode estableer propiedades de onjuntos y estruturas a trav�es del estudio delas oordenadas prinipales.La representai�on de onjuntos, sea a trav�es de oordenadas prinipales,sea a trav�es de dendrogramas, es y ha sido muy freuente en las aplia-iones. Esta dualidad de representai�on impuls�o a diversos espeialistas arelaionarlas entre s��. Gower [51℄ onjetur�o que toda distania ultram�etriaui j sobre U es eul��dea, y propuso una medida del grado de ajuste de unosdatos a una representai�on eul��dea, que es la base de la llamada repre-sentai�on prorusteana. Tal onjetura fue demostrada por Holman [58℄, ydesde entones se han obtenido diversos resultados en esta l��nea.



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA301.5.1 Representai�on eul��dea de �arboles ultram�etriosEn este apartado se sintetizan algunas propiedades de la representai�oneul��dea de disimilaridades ultram�etrias. Sea � = (Æi j) una matriz ul-tram�etria sobre un onjunto �nito U de n elementos.Proposii�on 1.5.1 Supongamos que Æi j > 0 para i 6= j. Entones � eseul��dea (n� 1){dimensional.V�ease Holman [58℄, Gower y Ban�eld [52℄, Cuadras y Carmona [21℄.Proposii�on 1.5.2 Sea h1 = minfÆi j : Æi j > 0g. Entones el m��nimovalor propio de la matriz B de�nida en el teorema (1.5.1) es �1 = 12h21.V�ease Cuadras [20℄.Proposii�on 1.5.3 Existe una partii�on del onjunto UU = U0 + U1 + � � � + Urtal que U0 est�a formado por elementos aislados, y ada Uj, para j = 1; : : : ; r,es un luster maximal de elementos equidistantes on distania om�un hj.Si �0 es el mayor valor propio de B, entones�0 > �2r = h2r � � � � � �21 = 12h21donde �r � � � � � �1 son valores propios de B. Adem�as, la matriz Xdesrita en el teorema (1.5.1) tiene tambi�en una partii�on seg�un estos valorespropios: X = (X0jX1j � � � jXr)veri��andose que ada matriz Xj proporiona una representai�on eul��deade Uj, para j = 0; 1; : : : ; r.V�ease Cuadras y Oller [22℄Proposii�on 1.5.4 U puede representarse perfetamente en dimensi�on 1.La representai�on unidimensional signi�a que existe una transformai�onmon�otona D = f(�), es deir, di; j = f(Æi j) veri�ando qued = Atdonde d = (d1 2; d1 3; : : : ; d1 n; d2 3; : : : ; dn�1n)0t = (t1; : : : ; tn�1)0



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA31on ti � 0, y siendo A la matriz uyas primeras �las son:1 0 0 : : : : : :1 1 0 : : : : : :: : : : : : : : : : : : : : :1 1 1 0 : : :: : : : : : : : : : : : : : :V�ease Crithley [17℄.1.5.2 Otras representaiones eul��deasProposii�on 1.5.5 Sea � una matriz uadripolar sobre U .Entones �(�) = (Æi j�) es eul��dea, siendo � = (1=2)k, para k =1; 2; : : :, en dimensi�on n� 1.Proposii�on 1.5.6 Sea � una matriz de Robinson sobre U .Entones �(�) = (Æi j�) es eul��dea, siendo � = (1=2)k, para k � k0, endimensi�on n� 1.El teorema de Holman (proposii�on 1.5.1) viene a deirnos que la repre-sentai�on eul��dea y la que utiliza un dendrograma son aparentemente op-uestas, pues la primera exige dimensi�on reduida, mientras que la segundaneesita nada menos que dimensi�on n� 1. La proposii�on (1.5.3) sirve paralari�ar la relai�on entre ambos tipos de representaiones. La proposii�on(1.5.4) a�rma que una transformai�on mon�otona de � permite una orde-nai�on eul��dea unidimensional algo espeial, que puede ser utilizada omomedio de representar el eje horizontal del dendrograma.Sin embargo, las distanias uadripolares y de Robinson no son eul��deasen general. Los resultados (1.5.5) y (1.5.6) ligan ambas on la propiedadeul��dea, pero poo m�as se sabe al respeto.La �nalidad de este trabajo es apliar la t�enia del an�alisis de ompo-nentes prinipales al estudio de modelos de regresi�on y an�alisis disriminante,uando tales modelos pueden ser estudiados a trav�es de distanias. El estu-dio se llevar�a a abo de forma similar al an�alisis de una matriz ultram�etria� en el sentido de la proposii�on (1.5.3).



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA321.6 Predii�on basada en distaniasSea Y una variable dependiente, � un onjunto de variables independientes,posiblemente de tipo mixto, es deir, onteniendo variables ontinuas, bina-rias, y ualitativas.Supongamos que la observai�on de Y sobre un onjunto U de n in-div��duos permite obtener una matriz de datos D a partir de la ual onstru-imos una matriz n � n de distanias �. Sea X la matriz de oordenadasprinipales obtenida a partir de � (teorema 1.5.1). Vamos a onsiderar trestipos de problemas:1. Predeir una variable ont��nua Y omo una funi�on de regresi�on de �,siendo � un onjunto mixto de variables.2. Predeir Y omo una funi�on de regresi�on no lineal de �, siendo � unonjunto de variables ont��nuas.3. Predeir Y , disreta on g estados, omo un problema de lasi�ai�onsiendo � un onjunto mixto de variables.El esquema de la predii�on basada en distanias es:U ��! D �! Xn+1 ��! xn+1 Y�! y
9>>>>>>>=>>>>>>>; y(n+ 1) = f(y; x;X)siendo:n+1 un nuevo individuox las observaiones � sobre n+1y las observaiones de Y sobre YX las oordenadas prinipales sobre Uy(n+1) la predii�on de Y para n+1La formulai�on general de este problema ha sido presentada por Cuadrasen [24℄.



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA331.6.1 Predii�on on variables mixtasSea y el vetor n� 1 el vetor de observaiones de Y sobre U . Utilizamos elmodelo de regresi�on y = �1n +Xk � �k + e (1.30)donde Xk es una matriz n � k resultante de elegir k � n � 1 oordenadasprinipales (olumnas de X) seg�un un riterio onveniente. �k es un vetork � 1 de par�ametros. Este modelo ha sido estudiado por Cuadras y Arenas[25℄, probando que: b�0 = yb�k = �k�1 �Xk 0 � yby (n+ 1) = xk 0 � �k�1 �Xk 0 � y�k es la matriz diagonal k � k on los k valores propios de B (ver teorema(1.5.1)) que orresponden a los vetores seleionados en Xk,xk = 12�k�1 �Xk 0 � (b� d);donde b = (b1 1; : : : ; bnn)0 es el vetor olumna n� 1 uyos elementos son losde la diagonal de B, y d = (Æ21 1; : : : ; Æ2nn)0 es el vetor olumna n� 1 uyoselementos son los uadrados de las distanias del nuevo individuo n+1 alos U .1.6.2 Regresi�on no linealSupongamos que Y = f(�1; : : : ;�p) + ees deir, Y es una funi�on de regresi�on no lineal de un onjunto � =(�1; : : : ;�p) de p variables, que suponemos ont��nuas.Sean (�i 1; : : : ; �i p) ; (�j 1; : : : ; �j p) observaiones sobre un par (i; j) deelementos de U . Cuadras [25℄ demuestra que adoptando la distania Æi jde�nida por Æ2i j = pXh=1 j�i h � �j hjy apliando el modelo (1.30), se onsigue una buena predii�on de Y sinneesidad de onoer f .En los ap��tulos 2 y 3 de esta memoria presentamos soluiones a algunosproblemas algebraios planteados por el estudio de esta distania.



CHAPTER 1. APLICACI �ON DE LAS DISTANCIAS EN ESTAD��STICA341.6.3 An�alisis disriminanteSi Y tiene g estados, que podemos indiar �1; : : : ; �g, la predii�on sobre unnuevo individuo, al que debemos asignar un valor de Y , es deir, uno de losg estados, es equivalente al problema del An�alisis Disriminante:Dada la partii�on de la poblai�on U en las g subpoblaiones de�nidaspor los estados de Y U = U1 [ U2 [ : : : [ Ugdonde Uk es el onjunto de los nk individuos para los que la predii�on iertaes �k, lasi�ar el nuevo individuo n+1 en una de las g subpoblaiones.Cuadras [24℄ estudia una regla de lasi�ai�on que parte de las g fun-iones disriminantesfk( n+1 ) = 1nk nkXi=1 Æi2(k)� 1nk2 nkXi=1 nkXj=i Æi j2(k)donde �k = (Æi j(k)) es la matriz de distanias de la subpoblai�on Uk, yÆi(k); (i = 1; : : : ; nk) las distanias de n+1 a los nk individuos de estasubpoblai�on.Este m�etodo de disriminai�on goza de buenas propiedades:� Equivale al disriminador lineal l�asio en el aso de que � sea unonjunto de variables s�olo ont��nuas, y tomando omo Æi j la distaniade Mahalanobis en U .� La probabilidad de lasi�ai�on err�onea es f�ailmente alulable.� En aso de onoerse las probabilidades de asignai�on a priori , �estasse pueden inorporar al modelo.� Puede ser apliado orretamente a disriminai�on on variables mix-tas.El ap��tulo 5 de esta memoria es una ontribui�on al estudio de este m�etodo.
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CHAPTER 2. MODELO DE REGRESI �ON BASADO EN DISTANCIAS362.1 De�nii�on del modeloSea Y una variable respuesta ont��nua y �1;�2; : : : ;�p variables regresorasont��nuas, disretas o mixtas. Supongamos iniialmente que las variablesson ont��nuas, y sea U = f1; 2; : : : ; ngun onjunto de n individuos o unidades experimentales, sobre los ualesobservamos las variables. El modelo de regresi�on m�ultiple l�asio es (Seber[96℄): yi = �+ �i 1�1 + : : :+ �i p�p + ei (i = 1; : : : ; n) (2.1)que esribiremos en notai�on matriial:y = �1+ � � � + e (2.2)donde y es el vetor n� 1 de observaiones de la variable Y , � es la matrizn � p que ontiene en la �la i el vetor �i (de dimensi�on 1 � p), on lasobservaiones de las variables � orrespondientes al individuo i. El esalar� y el vetor � de dimensi�on p�1, son los par�ametros del modelo, y el vetore, de dimensi�on n� 1, ontiene los errores aleatorios.Sin embargo, el modelo 2.2 puede ser uestionable en los siguientes asos:1. Las variables regresoras son mixtas2. La relai�on entre Y y �1; : : : ;�p es no linealPoo se onoe aera del planteamiento m�as adeuado en el aso (1). Amenudo se resuelve uanti�ando las variables ualitativas, pero el modelodepende de la uanti�ai�on elegida.El aso (2) exige onoer la funi�on no lineal en el modelo de regresi�on,es deir: Y = f(�1; : : : ;�p) + eA vees, tal onoimiento proviene de la naturaleza f��sia del problema, perootras vees la funi�on f se desonoe. Si p = 1, lo m�as �omodo onsiste enutilizar un modelo polin�omio, pero si p > 1 este enfoque es m�as ompliado.Un nuevo enfoque al problema de de�nir un modelo de regresi�on y prede-ir los valores de Y sobre nuevos individuos, ha sido propuesto por Cuadras[24℄ y estudiado por Cuadras y Arenas [25℄.Las observaiones sobre U = f1; 2; : : : ; ng de las variables regresoraspermiten, mediante una elei�on adeuada de una funi�on de distania, en-ontrar una matriz de distanias � = (Æi j) de orden n � n. Supongamosque la distania es eul��dea. Entones, apliando el teorema (1.5.1), existe



CHAPTER 2. MODELO DE REGRESI �ON BASADO EN DISTANCIAS37una matriz X de dimensi�on n� p tal que B = X �X 0, siendo p = rang (B).Elegimos la llamada solui�on de oordenadas prinipales, por lo que pode-mos ontar on las propiedades desritas en la sei�on 5 del ap��tulo 1.Introduimos entones el p{modelo, es deir, un modelo total de di-mensi�on m�axima p omo sigue:Y = �1+X � � + e (2.3)Obs�ervese que ahora X no ontiene observaiones sobre variables regresoras,sino las oordenadas prinipales obtenidas de �.2.1.1 Propiedades generales del modelo globalLas estimaiones LS (m��nimos uadrados) de � y � vienen dadas porb� = y b� = ��1 �X 0 � y (2.4)siendo � = diag (�1; : : : ; �p) la matriz diagonal de valores propios de B.El oe�iente de determinai�on, es deir, el uadrado del oe�iente deorrelai�on m�ultiple entre Y y X viene dado porR2 = y0 �X 0 � ��1 �X 0 � yP(yi � y)2 (2.5)Supongamos ahora que n+1 es un nuevo individuo del que onoemoslas observaiones sobre las variables independientes �. Tales observaionespermiten alular las distanias entre n+1 y ada uno de los individuos deI: Æn+1; i = Æ( n+1 ; i ) i 2 IA partir de ellas podemos haer una predii�on empleando el siguiente re-sultado (Gower [50℄), que relaiona el vetor d = (Æ2n+1; 1; : : : ; Æ2n+1; n)0 de losuadrados de estas distanias on el vetor xn+1 = (xn+1; 1; : : : ; xn+1; p) delas oordenadas prinipales atribuibles al nuevo individuo.Proposii�on 2.1.1 x0n+1 = 12��1 �X 0 � (b� d) (2.6)siendo b el vetor de dimensi�on n� 1 que ontiene los elementos diagonalesde la matriz B.



CHAPTER 2. MODELO DE REGRESI �ON BASADO EN DISTANCIAS38Demostrai�on:Æ2n+1;i = (xn+1 � xi) � (xn+1 � xi)0= xn+1 � x0n+1 + xi � x0i � 2xn+1 � x0i (2.7)Sumando para i de 1 a n, y teniendo en uenta que las olumnasde X suman 0 nXi=1 Æ2n+1;i = nxn+1 � x0n+1 + trBSustituyendo en (2.7)2xi � x0n+1 = 1n  nXi=1 Æ2n+1;i � trB!+ bi; i � Æ2n+1;iSuperponiendo estas n euaiones en forma matriial2X � x0n+1 = 1n  nXi=1 Æ2n+1;i � trB!1n + (b� d)Finalmente, el resultado se obtiene multipliando a la izquierdapor X 0, dado que X 0 � 1n = 0. 2El modelo (2.3) depende de la distania Æi j elegida, ontiene el modelo deregresi�on l�asia omo aso partiular, pero es espeialmente interesante enlos asos mixto y no lineal, on tal de elegir una distania adeuada.2.1.2 Regresi�on lineal l�asiaSi las variables � = (�1; : : : ;�p) son ontinuas, el modelo de regresi�on lineall�asio es y = �1+ � �  + e (2.8)donde � es la matriz de dimensi�on n�p formada por los n vetores �1; : : : ; �n(de dimensi�on 1� p) de observaiones de las variables � orrespondientes alos n individuos,Elijamos ahora la distania eul��dea al uadradoÆ2i j = (�i � �j)0 � (�i � �j) = �0i�i + �0j�j � 2�0i�jLa matriz �(2) = (Æ2i j) veri�a�(2) = SF + SC � 2� � �0



CHAPTER 2. MODELO DE REGRESI �ON BASADO EN DISTANCIAS39donde SF tiene las �las iguales y SC tiene las olumnas iguales. ComoHSF = SCH = 0, la matriz B (Teorema 5.1) esB = (H�) � (�0H) = X �X 0As��pues, al apliar el modelo de regresi�on basado en distanias a este aso,obtenemos y = �1+X �  + e (2.9)que es equivalente al anterior. En efeto, 2.9 es el modelo 2.8 expresado en laforma entrada y ortogonal, es deir, donde las variables se han entrado enla media y se ha llevado a abo una transformai�on lineal que las onvierteen ortogonales.Sea ahora � el vetor de observaiones sobre un nuevo individuo. En-tones la distania eul��dea al uadrado del individuo n+1 al individuo idel onjunto de referenia I es:Æ2i = k� � �ik2 = kx� xik2 = x0 � x+ bi i � 2x0 � xiSiendo x el vetor de observaiones de n+1 respeto a 2.9. La euai�onanterior nos permite esribir(b� d)0 = 2 � x0 �X 0 � x0 � x � 10on lo ual, la predii�on para n+1 esbyn+1 = y + x0 �X 0 �X � ��2 �X 0 � y = y + x0 � ��1 �X 0 � y (2.10)que es la misma formula que obtendr��amos utilizando regresi�on l�asia, bajoel modelo ortogonal entrado.2.1.3 Regresi�on on variables ualitativasSupongamos que � = (�1; : : : ;�p) son variables ualitativas, y que �r poseeqr estados exluyentes. Una medida bastante utilizada de similaridad entredos individuos i, j es mi j , el n�umero de estados presentes simult�aneamenteen i y en j. Como mi j � p, una medida de distania viene dada porÆ2i = 2 (p�mi j)Por otra parte, odi�ando los estados de �r omo qr variables binarias0=1, es evidente que Æ2i es una distania eulidea. Luego el modelo DBproporiona los mismos resultados que el modelo l�asio si tratamos las pvariables omo Ppr=1 qr variables binarias 0=1.



CHAPTER 2. MODELO DE REGRESI �ON BASADO EN DISTANCIAS402.1.4 Regresi�on on variables mixtasSupongamos que el onjunto de variables regresoras onsta de p1 variablesontinuas, p2 variables diot�omias, y p3 variables ualitativas. Se puedeonstruir un modelo de regresi�on basado en la distania Æi j2 = 2 (1 � si j),siendo si j = p1Xk=1�1� jxi k � xj kjRk �+ a+mi jp1 + (p2 � d) + p3 (2.11)donde mi j es el n�umero de estados presentes simult�aneamente para las p1variables ualitativas, a y d representan el n�umero de oinidenias 1=1 y0=0, respetivamente, para las p2 variables diot�omias, y Rk es el rangode la k{�esima variable ontinua. La expresi�on 2.11 ha sido propuesta porGower [51℄, y su utilizai�on ha dado muy buenos resultados [25℄.2.1.5 Regresi�on no linealEl modelo de regresi�on no linealyi = f(xi 1; : : : ; xi p) + ei i = 1; : : : ; n (2.12)ha sido poo estudiado porque se pierden muhas de las propiedades geo-m�etrias y estad��stias que permiten el elegante tratamiento del modelolineal (ver se 2.1, ap 1). Sin embargo, reientemente se ha prestadomayor ateni�on al tema, (v�eanse, por ejemplo, los libros de Ratkowsky [91℄y Seber and Wild [97℄).El modelo 2.3 basado en distanias permite tambi�en abordar on �exitoalgunos problemas que en prinipio requerir��an el modelo (2.12). El m�etodoonsiste en utilizar omo distania al uadrado entre dos observaiones delas variables regresoras la distania valor absoluto de�nida omoÆ2i j = jxi 1 � xj 1j+ � � �+ jxi p � xj pj (2.13)Seg�un veremos en el teorema (2.2.1), � = (Æi j) es una matriz de distan-ias eul��deas (entendiendo este onepto omo existenia de una on�gu-rai�on de puntos en un espaio eul��deo uya matriz de interdistanias es�), aunque la funi�on Æi j2 de las variables x no es una forma uadr�atia.Este modelo de regresi�on tiene tres importantes ventajas:1. No es neesario onoer una funi�on f .2. Es posible alular un oe�iente de determinai�on R2 que mida elgrado de ajuste al modelo.



CHAPTER 2. MODELO DE REGRESI �ON BASADO EN DISTANCIAS413. No presenta los deliados problemas num�erios de onvergenia, pro-pios de los ajustes a modelos no lineales.Ejemplo 2.1.1 A�� y Azen [1℄ (pp. 187{188) onsideran el siguiente mod-elo de regresi�on: H = �(1 � exp(��t)) (2.14)que relaiona la onentrai�on de hormona H on el tiempo t. La estimai�onLS de los par�ametros � y � del modelo 2.14, on los datos de la tabla 1, es:b� = 0:1758 b� = 0:1531Para estos mismos datos, utilizando el modelo DB, se obtiene un oe�ientede determinai�on R2 = 0:9971. La siguiente tabla detalla las prediionesbH de los valores de H orrespondientes a los valores observados empleandolos dos modelos.t H bH, seg�un el modelo 2.14 bH, seg�un el modelo DB0.0 0.000 0.000 0.0041.0 0.025 0.025 0.0221.5 0.035 0.036 0.0332.0 0.045 0.046 0.0442.5 0.055 0.056 0.0553.0 0.065 0.065 0.0653.5 0.075 0.073 0.0744.0 0.082 0.081 0.0834.5 0.088 0.088 0.0905.0 0.094 0.094 0.0955.5 0.100 0.100 0.1006.0 0.105 0.106 0.1036.5 0.110 0.111 0.1077.0 0.115 0.116 0.1157.5 0.120 0.120 0.1218.0 0.125 0.124 0.126



CHAPTER 2. MODELO DE REGRESI �ON BASADO EN DISTANCIAS422.2 Estudio de la distania Valor AbsolutoSupongamos que p variables ontinuas X1; : : : ;Xp permiten obtener las ob-servaiones xi = (xi 1; : : : ; x1 p) sobre ada individuo i del onjunto U =f0; : : : ; ng.Como hemos visto anteriormente, la regresi�on no lineal a trav�es del mod-elo DB se basa de un modo bastante e�iente en la distania Valor Absoluto.Æ2i j = jxi 1 � xj 1j+ � � �+ jxi p � xj pj (2.15)En las seiones siguientes proponemos un estudio de esta distania que pro-porione una justi�ai�on te�oria de su buen omportamiento en la predii�onseg�un el modelo DB.En primer lugar, se demuestra la siguiente propiedad b�asiaTEOREMA 2.2.1 La matriz de distanias �(2) = (Æ2i j) es eul��dea.Demostrai�on: La matriz � (2) de distanias al uadrado es lasuma de p matries� (2) =�(1) (2) + � � � +�(p) (2)donde ada sumando ontiene informai�on de una de las variables�(k) (2) = (Æ2i j(k)) = (jxi k � xj kj)Veamos que ada una de las matries�(k) (2) es eul��dea: Pode-mos suponer, sin p�erdida de generalidad, que para una variablek �ja, tenemos las desigualdades:x0 k � x1 k � : : : � xnk(el aso general se obtiene reordenando los individuos).En estas ondiiones, se observa por �alulo direto que la matrizde distanias eulideas entre los puntos0 : ( 0 ; 0 ; 0 ; : : : ; 0 )1 : ( px1 � x0 ; 0 ; 0 ; : : : ; 0 )2 : ( px1 � x0 ; px2 � x1 ; 0 ; : : : ; 0 ): : : : : : : : : : : :i : ( px1 � x0 ; : : : ; pxi � xi�1 ; : : : ; 0 ): : : : : : : : : : : :n : ( px1 � x0 ; : : : ; pxi � xi�1 ; : : : ; pxn � xn�1 )(2.16)



CHAPTER 2. MODELO DE REGRESI �ON BASADO EN DISTANCIAS43oinide on la matriz �(k) (2). (Se ha omitido el sub��ndieom�un k en las x, por laridad de notai�on). Por tanto, la matrizB(k) = H � (�12�(k) (2)) �Hes de�nida positiva.Finalmente, B = H � (�12� (2)) �Hes una matriz de�nida positiva, por ser suma de matries deesta lase.22.2.1 El aso unidimensional equidistanteLas di�ultades que presenta el estudio de la distania 2.15 aonsejan abor-dar primero el aso de un onjunto unidimensional de puntos equidistantes,para los que tomaremos oordenadas on valores enteros.Consideremos el onjunto U = f0; 1; : : : ; ng, y de�namos sobre U ladistania Æ2i j = ji� jj (2.17)Como la obteni�on direta de las oordenadas prinipales a partir de lamatriz de distanias � (2), por diagonalizai�on deB = H � (�12� (2)) �Hdonde H es la matriz de entrado de dimensi�on (n + 1; n + 1), es algoompliada, las deduiremos indiretamente por transformai�on de una ma-triz de oordenadas eul��deas entradas X, uya matriz de interdistanias(eul��deas) sea igual a �2. Podremos enontrar tal on�gurai�on ya que lamatriz de distanias asoiada a U por la distania valor absoluto es eul��dea.El proedimiento onsiste en alular las omponentes prinipales (ve-tores propios de la matriz de ovarianzas) de X1; : : : ;Xn, y transformar Xon la matriz ortogonal de vetores propios obtenida de este �alulo. Esdeir, si C es la matriz de ovarianzas de X, entones las oordenadas prin-ipales vienen dadas por Y = X � V (2.18)siendo C = V � � � V 0 la desomposii�on espetral de C, puesto queY � Y 0 = X �X 0 = BY 0 � Y = V 0 �X 0 �X � V = V 0 � C � V = �



CHAPTER 2. MODELO DE REGRESI �ON BASADO EN DISTANCIAS44(v�ease Mardia [78, Teorema 14.3.1℄).Partimos de las oordenadas eul��deas proporionadas por las variablesonvenionales X1; : : : ;Xn siguientesVariablesX1 X2 X3 : : : XnIndividuos0 �n �(n� 1) �(n� 2) : : : �11 1 �(n� 1) �(n� 2) : : : �12 1 2 �(n� 3) : : : �13 1 2 3 : : : �1... ... ... ...n� 1 1 2 3 : : : �1n 1 2 3 : : : n (2.19)Proposii�on 2.2.1 Estas variables de�nen una representai�on eul��dea delonjunto U on la distania 2.17 (salvo un fator irrelevante de n+ 1)Demostrai�on: Se ha obtenido la matriz (2.19) multipliando ala izquierda
A = 0BBBBBBBBBBBBB�

0 0 0 0 : : : 0 01 0 0 0 : : : 0 01 1 0 0 : : : 0 01 1 1 0 0 01 1 1 1 0 0... ... . . . ...1 1 1 1 01 1 1 1 : : : 1 1
1CCCCCCCCCCCCCApor la matriz de entrado de dimensi�on (n+ 1; n+ 1)H = In+1 � 1n+ 1 1n+1 � 10n+1(on un fator (n+1) a �n de obtener oordenadas enteras, m�asmanejables)



CHAPTER 2. MODELO DE REGRESI �ON BASADO EN DISTANCIAS45Se puede omprobar diretamente que: las �las de A onstituyenuna on�gurai�on eul��dea que orresponde a los puntos de U onla distania valor absoluto.Finalmente, el produto a la izquierda por H onserva lasdistanias eul��deas entre �las. 2Por onstrui�on, las medias de las variables (olumnas) de X son nulas:X i = 0; i = 1; : : : ; n.La ovarianza entre Xi y Xj es i j = 1n+1X 0i � Xj . Para i < j, lasoordenadas i y j son: Xi Xji 8>>>>>>><>>>>>>>: �(n+ 1� i) �(n+ 1� j)... ...... ...�(n+ 1� i) �(n+ 1� j)j � i 8>>>>>>><>>>>>>>: i �(n+ 1� j)... ...... ...i �(n+ 1� j)n� j 8>>>>>>><>>>>>>>: i j... ...... ...i jLuego:X 0i �Xj = i (n+ 1� i) (n+ 1� j)� (j � i) i (n + 1� j) + (n+ 1� j) i j= i (n+ 1) (n+ 1� j)Con lo ual: i j = i (n+ 1� j) i � jj i = i j (2.20)



CHAPTER 2. MODELO DE REGRESI �ON BASADO EN DISTANCIAS46o, equivalentementei j = (n+ 1) minfi; jg � i j (1 � i; j � n)Por ejemplo, para n = 4 esC = 0BBB� 4 3 2 13 6 4 22 4 6 31 2 3 4 1CCCAObservemos que la parte superior de C y la parte inferior son igualessalvo simetr��as y permutaiones. En general, para un onjunto de n + 1individuos, la matriz C (de dimensi�on n) umple la siguiente propiedad:Ci; j = Cn+1�j; n+1�i (2.21)En la sei�on siguiente vamos a estudiar on m�as detalle las matries quepresentan esta estrutura, y en partiular, sus valores y vetores propios.



CHAPTER 2. MODELO DE REGRESI �ON BASADO EN DISTANCIAS472.3 Estrutura de las matries entro{sim�etrias2.3.1 De�nii�onDada una matriz C de dimensi�on (n; n), designaremos por C℄ la anti{trans-puesta de C, es deir, el resultado de efetuar la operai�on de transposii�onrespeto la antidiagonal C℄i; j = Cn+1�j; n+1�iEsta operai�on puede desribirse mediante la ai�on sobre C de la matriz depermutai�on W (n), de�nida omo la matriz de dimensi�on (n; n), que tienetodos los elementos de la antidiagonal iguales a 1 y todos los dem�as nulos.Wi j = Æi; n+1�jW (n) representa la permutai�on de longitud m�axima (permutai�on total)sobre un onjunto de n elementos:(1; : : : ; n) 7! (n; : : : ; 1)W es idempotente, sim�etria (y, evidentemente, W ℄ = W ). En lo suesivoomitimos el orden n en la notai�on de la matrizW , siempre que resulte larodel ontexto.El resultado de la operai�on de W sobre una matriz C esW � C �W = �W 0�℄ = �W ℄�0que equivale a apliar la permutai�on total a �las y olumnas de C, o biena transponer suesivamente respeto las dos diagonales de C.De�nii�on 2.3.1 Una matriz uadrada C es entro{sim�etria siW �C �W =C, o equivalentemente, si onmuta on W . Los elementos de una matrizentro{sim�etria C de dimensi�on (n; n) veri�an que Ci; j = Cn+1�i; n+1�jEste tipo de matries apareen tambi�en en el estudio de Euaiones In-tegrales en F��sia Matem�atia. Algunas propiedades elementales puedenenontrarse en Cord y Sylvester [14℄ y en Good [48℄.Un aso partiular notable de matries entro{sim�etrias es el de lasmatries de Toeplitz, que se de�nen omo aquellas matries en las que todoslos elementos de las diagonales equidistantes de la diagonal prinipal soniguales.Las matries entro{sim�etrias tienen la siguiente estrutura en ajasSi n es par (sea n = 2 q),C =  M N �WW �N W �M �W ! (2.22)



CHAPTER 2. MODELO DE REGRESI �ON BASADO EN DISTANCIAS48Si n es impar (sea n = 2 q + 1),C = 0B� M W � u N �Wv0 �W p v0W �N u W �M �W 1CA (2.23)donde M y N son matries (q; q), u y v son vetores (q; 1), p es un esalar,y las W que apareen en las ajas representan la matriz W (q).En general, una matriz entro{sim�etria no es sim�etria. De las expre-siones en ajas 2.22 y 2.23 se dedue que la ondii�on de simetr��a para unamatriz entro{sim�etria C es� Si n = 2 q, C es sim�etria () M y N son sim�etrias� Si n = 2 q + 1, C es sim�etria () M y N son sim�etrias, y u = vLa matriz de ovarianzas de la sei�on anterior, para un onjunto de n+ 1puntos equidistantes, es una matriz sim�etria y entro{sim�etria de di-mensi�on (n; n). Sus ajas omponentes son� Si n = 2 q, Mi j = (2 q + 1) minfi; jg � i jNi j = i j (2.24)� Si n = 2 q + 1 Mi j = (2 q + 2) minfi; jg � i jNi j = i jui = (q + 1)2 � (q + 1) ip = (q + 1)2 (2.25)2.3.2 Valores y vetores propiosDe la de�nii�on anterior se sigue que los subespaios propios de W soninvariantes por la ai�on de de una matriz entro{sim�etria C, propiedadque emplearemos en la desripi�on de los vetores propios de CDe�nii�on 2.3.2 Daremos el nombre de espaio impar al subespaio propiode W orrespondiente al valor propio +1F = fx 2 RnjW � x = xgy de espaio par al subespaio propio de W orrespondiente al valor propio�1 G = fx 2 RnjW � x = �xg



CHAPTER 2. MODELO DE REGRESI �ON BASADO EN DISTANCIAS49El espaio Rn desompone en suma ortogonal de F y GdimF = ( q si n = 2 qq + 1 si n = 2 q + 1 (2.26)dimG = q (en ambos asos) (2.27)Los vetores de F tienen la estrutura en ajas xW � x ! si n = 2 q0B� xyW � x 1CA si n = 2 q + 1donde x es un vetor olumna de dimensi�on (q; 1), y y es un esalar.Los elementos de G tienen la estrutura en ajas x�W � x ! si n = 2 q0B� x0�W � x 1CA si n = 2 q + 1Proposii�on 2.3.11) Si x es un vetor propio de una matriz entrosim�etria C on valorpropio �, entones x = f + g, siendo f 2 F , g 2 G vetores propios de Con valor propio �. En partiular, si � es un valor propio simple, entonesx 2 F o x 2 G2) Si C es positiva (en el sentido de tener todos sus elementos positivos),entones el valor propio m�aximo es positivo y simple, y el vetor propioorrespondiente pertenee a F ,Demostrai�on: Si C � x = �x, onsideramos la desomposii�onx = f+g, siendo f 2 F y g 2 G. Entones C �x = C �f+C �g =� f + � g, por tanto, C � f = � f , y C � g = � g.La segunda parte resulta del teorema de Perron: el valor propiom�aximo es positivo y simple, y podemos tomar todas lasomponentes de su vetor propio positivas, lo que esinompatible on la pertenenia a G. 2



CHAPTER 2. MODELO DE REGRESI �ON BASADO EN DISTANCIAS50Teniendo en uenta la primera parte de esta propiedad, en muhos asos deinter�es, y en onreto, en el aso de la matriz de ovarianzas de los puntosequidistantes, que tiene n valores propios distintos, seg�un veremos en elCap��tulo 3, el �alulo de vetores propios de una matriz entro{sim�etria seredue a un problema an�alogo en dimensi�on mitad.En efeto, si n = 2 q, la euai�on de los vetores propios ontenidos en FC �  xW � x ! =  M N �WW �N W �M �W ! �  xW � x !=  (M +N) � xW � (M +N) � x != � �  xW � x !equivale al problema de vetores propios de la matriz M +N de dimensi�on(q; q). An�alogamente, la euai�on de los vetores propios ontenidos en Gequivale al problema de vetores propios de la matriz M �N de dimensi�on(q; q).Si n = 2 q + 1, la euai�on para los vetores propios ontenidos en G estambi�en equivalente al problema de vetores propios de la matriz M �N dedimensi�on (q; q), mientras que para los vetores propios ontenidos en F , seobtieneC �0B� xyW � x 1CA = 0B� M W � u N �Wv0 �W p v0W �N u W �M �W 1CA �0B� xyW � x 1CA= 0B� (M +N) � x + W � uy2 v0 �W � x + p yW � (M +N) � x + u y 1CA= � �0B� xyW � x 1CAque equivale al problema de vetores propios para la matriz de dimensi�on(q + 1; q + 1)  M +N W � u2 v0 �W p !2.3.3 Las matries B y eBLa propiedad de entro{simetr��a de la matriz de ovarianzas C de la sei�onanterior permite apliar estas propiedades al estudio de sus valores y vetores



CHAPTER 2. MODELO DE REGRESI �ON BASADO EN DISTANCIAS51propiosLa matriz M + N , que aparee en el �alulo de los vetores propios deC ontenidos en F es, seg�un (2.24) y (2.25), un m�ultiplo de la matrizB(q) = 0BBBBBB� 1 1 1 : : : 11 2 2 : : : 21 2 3 : : : 3... ... . . . ...1 2 3 : : : q
1CCCCCCAde omponentes B(q)i j = minfi; jg 1 � i; j � qM +N = ( (2 q + 1)B(q) si n = 2 q(2 q + 2)B(q) si n = 2 q + 1En el aso n = 2 q, la matriz M � N que aparee en el �alulo de losvetores propios de C ontenidos en G es una matriz de dimensi�on (q; q),que denotaremos eB(q), on elementoseB(q)i j = (2 q + 1) minfi; jg � 2 i jy, on una notai�on m�as ompataeB(q) = (2 q + 1)B(q)� 2 b(q) � b(q)0donde b(q) es el vetor de dimensi�on (q; 1)b(q) = (1; 2; : : : ; q)0En el aso n = 2 q + 1, la matriz M �N es igual al doble de la matrizC(q) = (q + 1)B(q)� b(q) � b(q)0(es deir, una matriz omo la misma C, pero de dimensi�on (q; q)).Finalmente, el problema de valores y vetores propios de dimensi�on q+1que aparee en el �alulo de los vetores propios de C ontenidos en F en elaso n = 2 q+1, tambi�en puede expresarse en funi�on de la matriz B(q+1).Dado que W � u =W � v = (q + 1) b(q), este problema queda 2 (q + 1)B(q) (q + 1) b(q)2 (q + 1) b(q)0 (q + 1)2 ! �  xy ! = �  xy !



CHAPTER 2. MODELO DE REGRESI �ON BASADO EN DISTANCIAS52que, tomando xq+1 = y=2, y teniendo en uenta la estrutura de la matrizB, es igual a la euai�on2 (q + 1)B(q + 1) � x = �D(q + 1) � xdonde x = (x1; : : : ; xq+1), y D(q + 1) es la matriz diagonal de dimensi�on(q+1; q+1) uyos n primeros elementos son iguales a 1, y el elemento q+1es igual a 2.Obs�ervese, adem�as, que se veri�a la igualdadB(q) + eB(q) = 2C(q)En resumen, se mani�esta que las tres familias de matries C(q), B(q) yeB(q) est�an inseparablemente relaionadas, no solamente por el heho deapareer las B y eB omo ajas de dimensi�on mitad al estudiar la matriz C,sino tambi�en uando se omparan en igual dimensi�on.A ontinuai�on debemos abordar el estudio de la estrutura de vetorespropios de estas matries. Por laridad de exposii�on, hemos agrupado todoslos �alulos y demostraiones en el ap��tulo 3, y en la sei�on siguienteempleamos los resultados para eslareer la estrutura de las oordenadasprinipales de la distania Valor Absoluto.



CHAPTER 2. MODELO DE REGRESI �ON BASADO EN DISTANCIAS532.4 Coordenadas prinipales de la distania ValorAbsolutoEn esta sei�on se aplian los resultados obtenidos en el ap��tulo 3 sobre lasmatries B, eB y C a la desripi�on de las oordenadas prinipales para ladistania valor absoluto.La onlusi�on a que se llega, prinipal resultado de este ap��tulo, es lainterpretai�on de las oordenadas prinipales de la distania Valor Absolutoomo funiones polin�omias de grado reiente on el ��ndie del orrespon-diente eje prinipal.Este heho proporiona una expliai�on razonable al buen omportamientode la regresi�on basada en la distania Valor Absoluto, pues permite inter-pretar este modelo omo una proyei�on del vetor de observaiones sobreejes prinipales que de�nen dimensiones lineales, uadr�atias, �ubias, et.Ejemplo: Para n+1 = 9 obtenemos las siguientes 4 primeras oordenadasprinipales, asimilables a dimensiones de tipo lineal, uadr�atia, �ubia, yu�artia. Coordenada1 2 3 4Autovalor: 8.290 2.137 1.000 0.605Individuo1 {1.337 0.648 {0.408 0.28092 {1.176 0.345 0.000 {0.18333 {0.873 {0.120 0.408 {0.34464 {0.464 {0.528 0.408 0.06375 0.000 {0.689 0.000 0.36676 0.464 {0.528 {0.408 0.06377 0.873 {0.120 {0.408 {0.34468 1.176 0.345 0.000 {0.18339 1.337 0.648 0.408 0.2809Dimensi�on Lineal (3) Cuadr�atia (+) C�ubia (2) Cu�artia (�)El gr�a�o siguiente orresponde a estas oordenadas prinipales, y pone demani�esto la interpretai�on de ada oordenada. (Se ha esalado indepen-dientemente ada oordenada, para mejor visualizai�on)
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Como advert��amos en la sei�on 2.2.1, en lugar de hallar las oordenadasprinipales sobre el onjunto de n+ 1 puntos equidistantes sobre una reta,dotado de la distania Valor absoluto, Æ(xi; xj) = qjxi � xj j por apliai�ondireta del teorema 1.5.1, pratiamos un an�alisis de omponentes prini-pales sobre la matriz de datos 2.19Xi j = ( �(n+ 1) + j si i < jj si i � j � i = 0; : : : ; nj = 1; : : : ; n �y, una vez obtenida la desomposii�on espetral de la matriz de ovarianzasC = V � � � V 0, alulamos la matriz Y de oordenadas prinipales porY = X � VTEOREMA 2.4.1 Los elementos de la olumna j de Y , para j = 1; : : : ; n,vienen dados por Yi j = aj � bj Tj(zi) i = 1; : : : ; n+ 1 (2.28)donde Tj es el j{�esimo polinomio de Thebythev de primera espeie, aj y bjson onstantes, y los zi 2 [�1; 1℄ son los n+ 1 eros del polinomio Tn+1(z),es deir, zi = os� 2 i� 12n+ 2�� i = 1; : : : ; n+ 1



CHAPTER 2. MODELO DE REGRESI �ON BASADO EN DISTANCIAS55Demostrai�on: Empleando la expresi�on (3.20) para la matriz Vde vetores propiosYi j = nXk=1Xi k Vk j == 2p2n+ 2 nXk=1 k � sin� k jn+ 1����p2n+ 2 nXk=i sin� k jn+ 1��Ahora, empleando la identidadnXk=1 sin(k �) = �12 24os ��n+ 12���� os ��2 �sin ��2 � 35en el segundo sumando, obtenemosnXk=i sin� k jn+ 1�� = 12 " os ��i� 12� � jn+1���� os ��n+ 12� � jn+1���sin� j2n+2�� #Agrupando omo aj y bj los t�erminos que no dependen de i, y te-niendo en uenta la de�nii�on de los polinomios de Thebythevde primera espeie,Tj(z) = os(j �) siendo z = os(�)obtenemos el enuniado. 2
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CHAPTER 3. ESTRUCTURA DE UNA CLASE PARAM�ETRICA DEMATRICES 573.1 Propiedades elementalesEn este ap��tulo vamos a estudiar las matries C, B y eB introduidas en elap��tulo 2, que supondremos de dimensi�on (n; n) salvo indiai�on ontraria.Veremos que apareen omo asos partiulares de una lase param�etria dematries Fn(a).Los elementos de estas matries sonBi j = minfi; jg i; j = 1; : : : ; neBi j = (2n+ 1) �minfi; jg � 2 i j i; j = 1; : : : ; n (3.1)Ci j = (n+ 1) �minfi; jg � i j i; j = 1; : : : ; nSe veri�an las siguientes relaiones entre las matries B, eB y C:C = (n+ 1)B � b � b0eB = (2n+ 1)B � 2 b � b0 (3.2)C = 12[B + eB℄siendo b = (1; 2; : : : ; n)0. De heho, dado que b oinide on la �ultimaolumna de B, vemos que la estrutura de B es fundamental para el es-tudio de las otras dos matries.Otra propiedad relevante de B es su desomposii�on �a la Cholesky:B =M �M 0 = N2 (3.3)siendo M = 0BBBBBB� 1 0 0 : : : 01 1 0 : : : 01 1 1 : : : 0... . . . 01 1 1 1 1
1CCCCCCA N = 0BBBBBB� 0 : : : 0 0 10 : : : 0 1 10 : : : 1 1 1... ...1 1 1 1 1

1CCCCCCAEn partiular, B es de�nida positiva y det(B) = 1. Igualmente C esde�nida positiva, al ser una matriz de ovarianzas, y seg�un veremos en elapartado siguiente, tambi�en eB tiene esta propiedad.Los valores propios de B son onoidos (V�ease Frank [43℄)�i = 12 �1� os� 2 i � 12n+ 1����1 i = 1; : : : ; n (3.4)mientras que los vetores propios no pareen ser bien onoidos. Seg�unGraybill ([53℄, pp. 186{187), B pertenee a una familia de matries uyaestrutura arater��stia \es dif��il de evaluar en general".



CHAPTER 3. ESTRUCTURA DE UNA CLASE PARAM�ETRICA DEMATRICES 58Las relaiones 3.2 y las propiedades vistas en el ap��tulo anterior indianque los vetores propios de B, eB y C deben estar muy relaionados, omoon�rmamos en lo que sigue.Introduimos la siguiente familia param�etria de matries (dependientesdel par�ametro a) 1
Fn(a) = 0BBBBBBBB� 2 �1 0 0 : : : 0 0�1 2 �1 0 : : : 0 00 �1 2 �1 : : : 0 0...0 0 0 0 : : : 2 �10 0 0 0 : : : �1 a

1CCCCCCCCA (3.5)Es inmediato omprobar quedet Fn = n (a� 1) + 1Tambi�en por �alulo direto se muestra que Fn(1) = B�1, de modo queFn(a) = B�1 + (a� 1) 0BBBB� 0...01 1CCCCA � (0; : : : ; 0; 1)expresi�on que permite el �alulo de la inversa de Fn(a)F�1n (a) = 1n (a� 1) + 1 Gn(a)donde Gn(a) = (n (a� 1) + 1)B � (a� 1) b � b0 (3.6)La importania de Gn(a) se debe a que permite generar los tres tipos dematries anteriores. Comparando on las relaiones 3.2 se observa queB = Gn (1)C = Gn (2) (3.7)eB = Gn (3)Ejemplo: Para n = 4 obtenemosGn(1) =0� 1 1 1 11 2 2 21 2 3 31 2 3 4 1A Gn(2) =0� 4 3 2 13 6 4 22 4 6 31 2 3 4 1A Gn(3) =0� 7 5 3 15 10 6 23 6 9 31 2 3 4 1A1Obs�ervese que Fn(2) es una matriz de Toeplitz.



CHAPTER 3. ESTRUCTURA DE UNA CLASE PARAM�ETRICA DEMATRICES 593.2 Vetores propios3.2.1 Valores y vetores propios de Fn(a)Los valores y vetores propios de Fn(a) se expresan por medio de los poli-nomios de Thebythev de segunda espeie:U0(�) = 1U1(�) = 2 �Uk+2(�) = 2 � Uk+1(�)� Uk(�) (k � 0)TEOREMA 3.2.1 Sea � un valor propio de Fn(a) on vetor propio v =(v1; : : : ; vn). Entones:� � = 1� �=2 es una raiz del polinomioqn(�) = Un(�) + (a� 2)Un�1(�) (3.8)� Las omponentes de v sonvi = 2 sin(i �)p2n+ 1� u2n(�) i = 1; : : : ; n (3.9)donde � se de�ne por � = os �.Demostrai�on: Sea v = (v1; v2; : : : ; vn) vetor propio de Fn(a)on valor propio �. Entones2 v1 � v2 = � v1�v1 + 2 v2 � v3 = � v2... ... ... ...�vn�2 + 2 vn�1 � vn = � vn�1�vn�1 + 2 vn = � vn
9>>>>>>=>>>>>>;Pongamos � = 1� �=2, es deir, � = 2 (1 � �). Entonesv2 = 2 � v1v3 = 2 � v2 � v1... ... ...vn = 2 � vn�1 � vn�2(2� a) vn = 2 � vn � vn�1

9>>>>>>=>>>>>>; (3.10)



CHAPTER 3. ESTRUCTURA DE UNA CLASE PARAM�ETRICA DEMATRICES 60Teniendo en uenta la f�ormula de reurrenia de los polinomiosde Thebythev de segunda espeie, vemos que haiendo v1 = 1se umple que vi = Ui�1(�). En general, las omponentes delvetor propio de valor propio � ser�an:vi = Ui�1(�) v1 i = 1; : : : ; n� 1 (3.11)Por otra parte, el polinomio arater��stio de Fn(a) en funi�onde � es qn(�) = det(Fn(a)� 2 (1 � �) In)Para a = 2, obtenemos de nuevo los polinomios de Thebythevq1(�) = 2 �; q2(�) = 2 �2 + 1; : : : qn(�) = Un(�)Sumando la olumna (0; 0; : : : ; a � 2)0 a la �ultima olumna deFn(2) obtenemos Fn(a), y desarrollando el determinante obten-emos el polinomio arater��stio de Fn(a)qn(�) = Un(�) + (a� 2)Un�1(�) (3.12)Seguidamente alulamos v1 imponiendo la ondii�on de m�odulo1 para el vetor v 1 = nXi=1 v2i = v21 n�1Xi=0 U2i (�)Seg�un la identidad de Christo�el{Darboux se tiene quen�1Xi=0 U2i (�) = 12 �U 0n(�)Un�1(�)� Un(�)Un�1(�)�Evaluamos esta expresi�on empleando la representai�on trigonom�etriade los polinomios unUn(�) = sin (n+ 1) �sin � siendo � = os �Teniendo en uenta queU 0n(�) = (n+ 1)Un�1(�)� n � Un�1(�)1� �2(v�ease, por ejemplo [7℄, p�ag. 116), y quedUn(�)d � = � sin(�)Un(�)



CHAPTER 3. ESTRUCTURA DE UNA CLASE PARAM�ETRICA DEMATRICES 61se onluye queU 0n(�)Un�1(�) == 1sin2(�) [os(�)Un(�)Un�1(�)� (n + 1) os((n+ 1) �)Un�1(�)℄Un(�)U 0n�1(�) == 1sin2(�) [os(�)Un(�)Un�1(�)� n os(n �)Un(�)℄Utilizando la identidad sin(x) os(y) = 1=2 [sin(x+y)+sin(x�y)℄se llega a n�1Xi=0 U2i (�) = 14 sin2(�) (2n+ 1� U2n(�))Luego v1 = �2 sin(�)p2n+ 1� U2n(�)Seg�un 3.11, las omponentes del vetor propio v = (v1; : : : ; vn)son (salvo el signo)vi = 2 sin(i �)p2n+ 1� u2n(�) i = 1; : : : ; n (3.13)El valor propio orrespondiente a v es� = 2 (1 � os(�)) (3.14)Siendo � tal queun(os(�)) = (2� a)Un�1(os(�)) (3.15)2Nota 3.2.1 Como F�1n (a) = [detFn(a)℄�1Gn(a)el valor propio � de Gn(a) orrespondiente al valor propio � de Fn(a) es� = (a� 1)n+ 1� (3.16)



CHAPTER 3. ESTRUCTURA DE UNA CLASE PARAM�ETRICA DEMATRICES 623.2.2 Vetores propios de B, C y eBLos valores y vetores propios de las matries B, C y eB se obtienen omoonseuenia de los �alulos anterioresMatriz B (a = 1)Sustituyendo a = 1 en 3.15 resulta sin((n + 1) �) � sin(n �) = 0, que seg�unla identidad sin(x)� sin(y) = 2 sin((x� y)=2) os((x+ y)=2), equivale asin��2� os�(2n+ 1) �2 � = 0Las soluiones de esta euai�on son�j = 2 j � 12n+ 1 � j = 1; : : : ; ny umplen que U2 n(�i) = 0.Luego las omponentes del vetor propio vj = (v1 j; : : : ; vn j)0 sonvi j = 2p2n+ 1 sin� i (2 j � 1)2n+ 1 �� i = 1; : : : ; n (3.17)y su valor propio es �j = 2 �1� os 2 j � 12n+ 1 ��De 3.16 resulta el orrespondiente valor propio de B�j = 12 �1� os� 2 j � 12n+ 1 ����1 (3.18)en oinidenia on el resultado 3.4.Obs�ervese que los �j en (3.18) quedan ordenados en suesi�on dereiente.Si, en ambio, tomamos el orden opuesto, vemos queProposii�on 3.2.1 Ordenando los valores y vetores propios de B de formaque la suesi�on de valores propios sea reiente, las omponentes del vetorvj = (v1 j; : : : ; vn j)0 vienen dadas porvi j = (�1)i+j+1 2p2n+ 1 sin� 2 i j2n+ 1�� i = 1; : : : ; n (3.19)y el orrespondiente valor propio es�j = 14 se2 � j2n+ 1��En partiular, la matriz V = (v1; : : : ; vn) es (ortogonal) sim�etria.



CHAPTER 3. ESTRUCTURA DE UNA CLASE PARAM�ETRICA DEMATRICES 63Demostrai�on: Tomemos j0 = n+ 1� j. Entonessin� i (2 j � 1)2n+ 1 �� = sin�i� � 2 i j02n+ 1 ��= � os(i�) sin� 2 i j02n+ 1 ��= (�1)i+1 sin� 2 i j02n+ 1��Finalmente, multipliando ada vetor vj por el fatoronstante (�1)j , operai�on que onserva la estrutura devetores propios, se obtiene el enuniado. Un �alulo an�alogoproporiona la f�ormula para los �j . 2Matriz C (a = 2)Ahora qn(�) = Un(�), luego las ra��es arater��stias son los eros del poli-nomio Un(�), es deir, �j = jn+ 1 � j = 1; : : : ; nPuesto que para todos estos valores propios se veri�a que U2n(�j) = �1,las omponentes del vetor propio vj = (v1 j; : : : ; vn j) sonvi j = 2p2n+ 2 sin� i jn+ 1 �� i = 1; : : : ; n (3.20)y su valor propio es �j = 2 �1� os� jn+ 1 ���El valor propio orrespondiente de C se dedue de 3.16�j = n+ 12 �1� os� jn+ 1 ����1Vemos que la matriz de vetores propios de C es tambi�en sim�etria.Adem�as, estamos en ondiiones de asignar ada vetor propio al subespaiopar o impar seg�un la notai�on empleada en el ap��tulo 2.Proposii�on 3.2.2 El vetor propio vj de C dado por (3.20) pertenee alsubespaio par de Rn si j es par, y al espaio impar si j es impar



CHAPTER 3. ESTRUCTURA DE UNA CLASE PARAM�ETRICA DEMATRICES 64Demostrai�on: Empleando la f�ormula (3.20), es inmediato verque vn+1�i; j = (�1)j+1 vi jque equivale al enuniado, teniendo en uenta la desripi�ondada en el ap��tulo 2 de los subespaios par e impar. 2Matriz eB (a = 3)En este aso, 3.15 equivale a sin((n + 1) �) + sin(�) = 0. De la identidadsin(x) + sin(y) = 2 sin((x+ y)=2) os((x� y)=2) resulta la euai�onsin�(2n+ 1) �2 � os��2� = 0uya solui�on es �j = 2 j2n+ 1 � j = 1; : : : ; nque tambi�en anula U2n(�). Luego las omponentes de vj = (v1 j ; : : : ; vn j)son vi j = 2p2n+ 1 sin � 2 i j2n+ 1 �� i = 1; : : : ; n (3.21)Su valor propio es �j = 2 �1� os� 2 j2n+ 1 ���Finalmente, el orrespondiente valor propio de eB es�j = 2n+ 12 �1� os� 2 j2n+ 1 ����1Una vez m�as, la matriz de vetores propios obtenida es una matriz (or-togonal) sim�etria. Adem�as, omparando la expresi�on (3.21) on la (3.19),vemos que las dos matries de vetores propios di�eren �uniamente en signosalternados.



CHAPTER 3. ESTRUCTURA DE UNA CLASE PARAM�ETRICA DEMATRICES 653.3 Estrutura de los vetores propios de B3.3.1 Introdui�onEn esta sei�on vamos a ver que, para un onjunto amplio de valores de n,los vetores propios de B se pueden generar de un modo bastante simple apartir del primero.Ejemplo 3.3.1 Supongamos n = 5. Para visualizar las relaiones exis-tentes entre las olumnas de la matriz V de vetores propios de B empleemos(1; 2; 3; 4; 5)0 para simbolizar las omponentes del primer vetor propio(0:1699; 0:3260; 0:4557; 0:5485; 0:5969)0Con esta notai�on, la matriz V tiene el siguiente aspeto:v1 v2 v3 v4 v5V = 0BBBBB� 1 5 3 �4 22 1 5 3 �43 �4 2 1 54 �2 �1 �5 �35 3 �4 2 1
1CCCCCASe observa que los dem�as vetores propios se obtienen permutando las ompo-nentes de v1, salvo el signo. Adem�as, tomando la matriz signo{permutableQ = 0BBBBB� 0 0 0 0 11 0 0 0 00 0 0 �1 00 �1 0 0 00 0 1 0 0
1CCCCCAse omprueba f�ailmente queQ5 = I (= Q0)vj = Qj�1 v1 j = 1; : : : ; 4Es deir, los vetores propios de B son generados a partir del primeropor la ai�on de potenias de la matriz Q.3.3.2 Permutai�on de omponentes del primer vetor propioEn este apartado se muestra omo se pueden obtener las omponentes deualquier vetor propio de B a partir de las del primero.



CHAPTER 3. ESTRUCTURA DE UNA CLASE PARAM�ETRICA DEMATRICES 66Proposii�on 3.3.1 Sea v1 = (v1 1; : : : ; vn 1)0 el primer vetor propio. Seavi j 6= 0 una omponente no nula de otro vetor propio vj = (v1 j; : : : ; vn j)0.Entones, existe un entero k, (1 � k � n), para el ual se veri�a quejvi jj = jvk 1j (3.22)Demostrai�on: Sea h el �unio entero ongruente on i � j m�odulo2n + 1 ontenido en el intervalo [0; 2n℄. El aso h = 0 quedaexluido por la hip�otesis, ya que equivale a vi j = 0. En losrestantes asos tratamos separadamente las dos posibilidades� Si h 2 [1; n℄, tomamos k = h. Como i � j = �(2n + 1) + k,para alg�un � � 0, teniendo en uenta 3.19, resulta vi j =(�1)i+j+k+1 vk 1.� Si h 2 [n + 1; 2n℄, tomamos k = 2n + 1 � h, on lo quei � j = �(2n + 1) � k, y an�alogamente al aso anterior,obtenemos vi j = (�1)i+j+k vk 1.2Proposii�on 3.3.2 El primer vetor propio v1 = (v1 1; : : : ; vn 1)0 veri�a lasdesigualdades 0 < v1 1 < : : : < vn 1 (3.23)y, si vj = (v1 j; : : : ; vn j)0 es otro vetor propio on todas sus omponentes nonulas, entones la suesi�on de los valores absolutosfjv1 j j; : : : ; jvn jjges una permutai�on de fjv1 1j; : : : ; jvn 1jgDemostrai�on: Como todos los elementos de la matriz B sonpositivos, podemos tomar todas las omponentes de v1 positi-vas (teorema de Perron). Sea w1 = (w1 1; : : : ; wn 1)0 = B � v1.Entones wi 1 � w(i�1) 1 = nXk=i vk 1 > 0 (3.24)y, dado que w1 = �1v1, se siguen las desigualdades 3.23.



CHAPTER 3. ESTRUCTURA DE UNA CLASE PARAM�ETRICA DEMATRICES 67Para probar la segunda a�rmai�on, teniendo en uenta la proposii�on3.3.1, es su�iente ver que si vj no tiene omponentes nulas, en-tones los valores absolutos de todas las omponentes son distin-tos.Supongamos que, por el ontrario, existe un par i1 < i2 de��ndies tales que jvi1 j j = jvi2 j j. Esto equivale a que j sin(i1 ')j =j sin(i2 ')j (donde ' = 2 j2n+1�).Es deir, para alg�un k > 0 se veri�a una de las igualdadesi1 ' = k� + i2 'i1 ' = k� � i2 'Si la primera es ierta, (i2� i1)' = k�, y la omponente vi0 j deeste vetor (siendo i0 = i2 � i1) es nula, en ontradii�on on lahip�otesis.Si la segunda es ierta, llegamos a la misma onlusi�on,tomando i0 = i2 + i1 si esta suma es � 0, o bieni0 = 2n+ 1� (i2 + i1) si la suma es > 0. 23.3.3 Vetores propios on omponentes nulasSeguidamente vamos a araterizar los asos en que se presentan eros omoomponentes de los vetores propios. En las proposiiones 3.3.3 y 3.3.4 seemplea la expresi�on 3.19 para los vetores propios.Proposii�on 3.3.3 Supongamos que vi j = 0. Entones1. Neesariamente i � 3 y j � 32. La dimensi�on n es de la forman = _p+ (p� 1)2 (3.25)para alg�un n�umero primo p.3. p divide a i �o a j.Demostrai�on: Deduimos 1 del heho que vi j = 0 () 2 i j =2 k (2n+1) para alg�un entero k, (0 < k < n=2). El m��nimo valordel produto i j que umple la ondii�on es i j = 2n + 1, luegouno de los dos fatores es mayor que 2.



CHAPTER 3. ESTRUCTURA DE UNA CLASE PARAM�ETRICA DEMATRICES 68Puesto que en la igualdad 2 i j = 2 k (2n + 1) el entero k est�aomprendido estritamente entre 0 y n=2, y tanto i omo j son� n, neesariamente 2n+ 1 es no primo.Sea p > 2 un fator primo de n. Como (2n+ 1)=p tambi�en esimpar, podemos esribir 2n+ 1 = p (2 r + 1), para un entero r,0 < r < n=p. Esta igualdad equivale a la relai�on 2. Por�ultimo, las igualdades anteriores haen evidente 3. 2Tabla 4.1 Algunos valores de n on omponentes nulasp n = _p+ (p� 1)=23 4 7 10 13 165 7 12 17 22 277 10 17 24 31 3811 16 27 38 49 6013 19 32 45 58 71Proposii�on 3.3.4 Supongamos que n umple la ondii�on 3.25, de modoque es posible la existenia de elementos vi j nulos. Entones1. vi j 6= 0, siempre que se umpla una de las ondiiones siguientesi � 2; j � 2; i = n; j = n2. vi j = 0 si i � j es m�ultiplo de 2n+ 13. Si vi j = 0, entones se veri�an las igualdadesvi+k; j = �vi�k; j = �vk jvn�i�k; j = vn�i+k+1; j = �v2 k+1; jpara todos los k � 0 para los que las expresiones en los sub��ndiesest�en omprendidas en el intervalo [1; n℄.4. Si vi j = 0 siendo i = n=2 + 1 �o i = (n� 1)=2 (seg�un la paridad de n),entones �j = 1 es valor propio de B.Demostrai�on: La primera parte de (1) ya se ha visto en laproposii�on 3.3.3. Puesto que B = N2 (3.3), si B vj = �j vj ,entones N�1 vj = ��1=2 vj. Teniendo en uenta queN�1 =0BBBBBB� 0 0 0 : : : 0 �1 10 0 0 : : : �1 1 00 0 0 : : : 1 0 0... ... ... ...0 �1 1 : : : 0 0 0�1 1 0 : : : 0 0 01 0 0 : : : 0 0 0
1CCCCCCA



CHAPTER 3. ESTRUCTURA DE UNA CLASE PARAM�ETRICA DEMATRICES 69resulta que las omponentes de vj veri�anvn�i+1; j � vn�i; j = ��1=2 vi jv1 j = ��1=2 vn j (3.26)y, al ser no nulo v1 j, tambi�en vn j .(2) es evidente a partir de 3.19Para (3), de la anulai�on de vi j se deduen las igualdades:sin � 2 (i+k) j2n+1 �� = os � 2 i j2n+1 �� � sin� 2 k j2n+1 ��sin � 2 (i�k) j2n+1 �� = � os � 2 i j2n+1 �� � sin� 2 k j2n+1 �� 9=;que equivalen a vi+k; j = �vi�k; j = �vk jAn�alogamente se obtiene que vn�i�k; j = vn�i+k+1; j, de las iden-tidades2 (n� i� k) j = �2 i j + (2n+ 1) j � (2 k + 1) j2 (n� i+ k + 1) j = �2 i j + (2n+ 1) j + (2 k + 1) jPara (4), supongamos que vi j = 0, y que k = n=2 + 1. Laeuai�on k � 1 de (3.26) esvk j � vk�1; j = ��1=2 vk�1; jpor tanto, � = ��1=2 = �1. De forma an�aloga, si k = (n� 1)=2,la euai�on k + 1 implia que � = 1. 23.3.4 Generai�on de los vetores propios a partir del primeroEn este apartado volvemos a emplear la f�ormula (3.17)vi j = sin� i (2 j � 1)2n+ 1 �� i = 1; : : : ; npara los vetores propios de B, pero para laridad de notai�on en los razon-amientos que siguen, omitiremos el fator 2=p2n+ 1.Estamos interesados en hallar la expresi�on de la transformai�on linealvj �! vj0 tal que v1 j = � v2 j0 (3.27)donde vj y vj0 son dos vetores propios de B. Entonessin�(2 j � 1)2n+ 1 �� = � sin�2 (2 j0 � 1)2n+ 1 ��



CHAPTER 3. ESTRUCTURA DE UNA CLASE PARAM�ETRICA DEMATRICES 70on lo que tenemos dos posibilidades a) v1 j = v2 j0. En este aso resultala igualdad (2 j � 1)2n+ 1 � = � � 2 (2 j0 � 1)2n+ 1 � ) j0 = n� j + 22v�alida si n y j son ambos pares o impares (n+ j par).b) v1 j = �v2 j0 . En este aso resulta la igualdad(2 j � 1)2n+ 1 � + � = 2 (2 j0 � 1)2n+ 1 � ) j0 = n� j + 22v�alida si n es par y j impar, �o bien si n es impar y j es par (n+ j impar)Hemos obtenido la transformai�on j �! j0, es deir la orrespondeniaentre los ��ndies de los vetores relaionados por (3.27).Seguidamente estudiamos las transformaiones i �! i0 tales quevi j = vi0 j0en los dos asos expuestos.a) Sea j0 = (n�j+2)=2 () v1 j = v2 j0 . n y j tienen la misma paridad,n+ j es par, y 2 j0 � 1 = n� j + 1a.1) Si 2 i � n, tomemos i0 = 2 isin� i (2 j � 1)2n+ 1 �� = � sin�2 i (n� j + 1)2n+ 1 ��De la identidad i (2 j � 1)� i (2n+ 1) = �2 i (n� j + 1)deduimossin� i (2 j � 1)2n+ 1 �� = sin�i� � 2 i (n� j + 1)2n+ 1 �� == � os�i�� � sin�2 i (n � j + 1)2n+ 1 ��= (�1)k+1 sin�2 i (n� j + 1)2n+ 1 ��Luego obtenemosvi0 j0 = (�1)i+1 vi j 1 � i � (n� 1)=2 (3.28)a.2) Si n < 2 i � 2n, tomemos i0 = 2 (n� k) + 1. De la identidadi (2 j � 1) = (2 (n� i) + 1) (n� j + 1)� (n� i� j + 1)(2n+ 1)



CHAPTER 3. ESTRUCTURA DE UNA CLASE PARAM�ETRICA DEMATRICES 71deduimossin� i (2 j � 1)2n+ 1 �� == sin�(2 (n� i) + 1) (n� j + 1)2n+ 1 �� � os�(n� i� j + 1)��Como n� 1 es par, obtenemosvi0 j0 = (�1)i+1 vi j (n� 1)=2 � i � n (3.29)b) Sea j0 = (n+ j + 1)=2 () v1 j = �v2 j0 . n y j tienen paridad opuesta,n+ j es impar, y 2 j0 � 1 = n+ jb.1) Si 2 i � n, de la identidadi (2 j � 1) = 2 i (n+ j)� j (2n+ 1)se dedue sin� i (2 j � 1)2n+ 1 �� = sin�2 i (n+ j)2n+ 1 �� � os�i��Y �nalmente vi0 j0 = (�1)i vi j 1 � i � (n� 1)=2 (3.30)b.2) Si n � 2 i � 2nDe la identidadi (2 j � 1) = �(2 (n� i) + 1)(n+ j) + (n� i+ j)(2n+ 1)deduimossin� i (2 j � 1)2n+ 1 �� = � sin�(2 (n� i) + 1)(n+ j)2n+ 1 �� � os�(n+ j � i)��Como n+ j es impar, onluimos quevi0 j0 = (�1)i vi j (n� 1)=2 � i � n (3.31)Cuadro 3.3.1 Resumen del ambio (i; j) �! (i0; j0) (ondiionado al puntode partida (3.27))n+ j impar j0 = n+j+12 8<: 1 � i � (n� 1)=2 i0 = 2 i(n� 1)=2 < i � n i0 = 2 (n� i) + 1 9=; vi0 j0 = (�1)i vi jn+ j par j0 = n�j+22 8<: 1 � i � (n� 1)=2 i0 = 2 i(n� 1)=2 < i � n i0 = 2 (n� i) + 1 9=; vi0 j0 = (�1)i+1 vi j



CHAPTER 3. ESTRUCTURA DE UNA CLASE PARAM�ETRICA DEMATRICES 72Nota 3.3.1 Como i0 = 2 i si 2 i < n, y i = n se transforma en i0 = 1, resultaque uando n es una potenia de 2 las formulas anteriores s�olo generanpermutaiones diferentes para i � n=2. En efeto, despu�es de n=2 pasos,i = 1 se onvierte en i0 = n, y en la siguiente etapa, se transforma eni = 1, volviendo a apareer el primer vetor propio en lugar de una nuevapermutai�on.Este inonveniente se evita f�ailmente modi�ando la igualdad (3.27)empleada omo punto de partida en el sentido de imponer que la transfor-mai�on vj �! vj0 veri�que v1 j = � v3 i0 (3.32)es deir, exigimos que la primera omponente pase a la terera al ambiar el��ndie del vetor propio.Siguiendo un proedimiento que no detallamos aqu��, an�alogo al aso yadesrito, obtendr��amos el ambio i 7! i0 ompatible on (3.32). Obs�erveseque en el aso de n potenia de 3 nos enontrar��amos on el mismo problema,esto es, i = 1 pasar��a a i0 = 1 en menos de n� 1 pasos.Podemos as��enuniar laProposii�on 3.3.5 Los ambios de omponentes (i; j) 7! (i0; j0) detalladosen el uadro 3.3.1. son v�alidos para todo n y generan permutaiones distintasde las omponentes del primer vetor propio, exepto en los asos� n es una potenia de 2. En este aso bastar��a imponer la ondii�on(3.32) y efetuar los ambios neesarios� n = _p+ (p� 1)=2 donde p es un n�umero primoEstamos ahora en ondiiones de enuniar el prinipal resultado de estasei�on, que ya adelant�abamos en el ap��tulo 2. Este resultado (teorema(3.3.1)) hab��a sido onjeturado por Cuadras en 1990 ([26℄) para n 6= _(3)+1.Empleamos en el enuniado la siguiente terminologia: Diremos que unamatriz Q de orden n�n es signo{permutable (o matriz de permutai�on onsigno) si ada �la y ada olumna de Q ontiene exatamente un elementoigual a 1 o a �1, mientras que los restantes elementos son nulos.Es inmediato probar que una matriz signo{permutable Q veri�a que:Q0 = Q�1 Qn�1 = Q0 Qn = I (3.33)(v�ease ejemplo en la sei�on 3.3.1)TEOREMA 3.3.1 Supongamos que n 6= _p + (p � 1)=2, donde p es unn�umero primo. Sea v1el primer vetor propio de B. Existe entones unamatriz signo{permutable Q tal quevj = Qj�1 v1 j = 2; : : : ; n



CHAPTER 3. ESTRUCTURA DE UNA CLASE PARAM�ETRICA DEMATRICES 73son los restantes n� 1 vetores propios de B.Demostrai�on: Teniendo en uenta las f�ormulas (3.28) a (3.31),si tomamos la matriz Q = (qi i0) de�nida porqi i0 = ( (�1)i si i0 = 2 i � n� 1 �o i0 = 2 (n� i) + 1 � n0 en aso ontrarioEntones Q es signo{permutable, y pemite expresar las f�ormulas(3.28) a (3.31) omo vj0 = �Q � vjdonde el signo depende de la paridad de j y n. Ahora, suponiendoque n 6= 2m (para todom), basta observar que vj y vj0 son ambosvetores propios de B, que el paso vj 7! vj0 se onsigue siempreon la misma Q, y �nalmente, que Qn = I.En aso que n = 2m para alg�un m, busar��amos otra matriz Qde manera an�aloga, reejando el ambio de omponentes(i; j) 7! (i0; j0) tomando (3.32) omo punto de partida. 2
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CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 754.1 Caso general disreto4.1.1 Introdui�onEn esta sei�on se plantea la generalizai�on del estudio realizado en elCap��tulo 2 para un onjunto de puntos equidistantes al aso de un onjuntode puntos unidimensional arbitrario.Veremos que, aunque no se llega a un resultado tan preiso omo el teo-rema (2.4.1), que desribe ada oordenada prinipal k{�esima del onjuntode puntos on la distania valor absoluto omo un polinomio de grado k, seobtiene el teorema (4.9), que permite una interpretai�on ualitativa de lasoordenadas prinipales an�aloga al aso equidistante.4.1.2 Vetores propiosConsideremos un onjunto de n + 1 puntos U = (x0; : : : ; xn) en R. Pode-mos suponer, sin p�erdida de generalidad, que x0 < x1 < � � � < xn. Nosproponemos obtener las oordenadas prinipales del onjunto U on la dis-tania valor absoluto.Æ2i j = Æ2 (xi; xj) = jxi � xjj (i; j = 0; : : : ; n)Como en el aso de puntos equidistantes, omo alternativa al �alulodireto por diagonalizai�on deB = H � (�12� (2)) �Hdonde H es la matriz de entrado de dimensi�on (n + 1; n + 1), y � (2) =(Æ2i j) es la matriz de uadrados de distanias, partimos de una on�gurai�oneul��dea onveniente X, uya matriz de interdistanias (eul��deas) sea iguala �2, y estudiamos las omponentes prinipales (vetores propios de lamatriz de ovarianzas) de esta on�gurai�on. Finalmente las oordenadasprinipales resultan transformando X on la matriz ortogonal de vetorespropios obtenida de este �alulo.Elegimos omo on�gurai�on eul��dea iniial, omo en la demostrai�ondel teorema (2.2.1), la de�nida por la matriz de dimensi�on (n+ 1; n)0BBBBBBBBBB�
0 0 0 0 : : : 0g1 0 0 0 : : : 0g1 g2 0 0 : : : 0g1 g2 g3 0 0g1 g2 g3 g4 0... ... . . . ...g1 g2 g3 : : : gn

1CCCCCCCCCCA



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 76donde gi = pxi � xi�1; (i = 1; : : : ; n), que podemos esribir omo0BBBBBBBBBB�
0 0 0 0 : : : 01 0 0 0 : : : 01 1 0 0 : : : 01 1 1 0 01 1 1 1 0... ... . . . ...1 1 1 : : : 1

1CCCCCCCCCCA �G
donde G = diag (g1; : : : ; gn).Multipliando a la izquierda por la matriz de entrado H (on un fatoradiional (n+ 1)) obtenemos la matriz XXi j = ( (�(n+ 1) + j) gj si i < jj gj si i � j � i = 0; : : : ; nj = 1; : : : ; n � (4.1)Calulamos la matriz (n; n) de ovarianzas de X� = 1n+ 1 X 0 �X = 1n+ 1 G � C � G (4.2)donde, omo en el ap��tulo 2,C = (n+ 1)B � b � b0Bi j = minfi; jgb = (1; : : : ; n)0Planteamos el problema de valores propios� � x = �xque equivale al problema��1 � x = �x siendo � = 1=�Teniendo en uenta que ��1 = G�1 � F (2) �G�1(donde F (2) es la matriz de Toeplitz estudiada en el Cap��tulo 3), y de�niendov = G�1 � x, llegamos al problema de valores propios generalizadoF (2) � v = �G2 � v (4.3)



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 77que podemos resolver mediante la misma t�enia empleada en la demostrai�ondel teorema (3.2.1): �jado un valor propio �, se aplia reurrenia al sistemade euaiones 2 v1 � v2 = � g21 v1�v1 + 2 v2 � v3 = � g22 v2... ... ... ...�vn�2 + 2 vn�1 � vn = � g2n�1 vn�1�vn�1 + 2 vn = � g2n vn
9>>>>>>=>>>>>>; (4.4)para obtener el vetor v = (v1; : : : ; vn)0. De�niendo � = 1 � �=2 resulta,omo en (3.2.1), que vi = pi�1 (�) v1 (4.5)donde los fpi(�)g son la familia de polinomios de�nidos por la f�ormula dereurrenia pi+2 = h2 g2i+2 � + 2 (1 � g2i+2)i pi+1 � pi (4.6)Por otro lado, alulamos el polinomio arater��stio de (4.3)�n = det [F (2)� �G2℄Desarrollando el determinante por la �ultima �la, queda�n = [2 g2n � + 2 (1 � g2n)℄�n�1 ��n�2que es la misma relai�on de reurrenia de los fpi(�)g. En onseuenia, losvalores propios vienen dados por� = 2 (1� �)donde los � son eros del polinomio pn.Los primeros polinomios sonp0 = 1p1 = 2 g21 � + 2 (1� g21)p2 = (4 g21 g22) �2 + 4 (g21 + g22 � g21 g22) + 3Como se ha visto en (3.2.1), uando los oe�ientes gi son todos iguales a1, esta familia de polinomios es la de los polinomios Un de Thebythev,ortogonales en el intervalo [�1; 1℄.En el aso general, estos polinomios no oiniden on ninguna familia depolinomios ortogonales l�asios, y de heho no es aparente que sean ortogo-nales respeto a alguna funi�on peso en alg�un intervalo.En ambio, vemos a ontinuai�on, que empleando otras t�enias, pode-mos llegar a obtener informai�on ualitativa satisfatoria sobre las oorde-nadas prinipales.



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 784.1.3 C�alulo de las oordenadas prinipalesEn primer lugar obtenemos unas identidades �utiles a partir del sistema deeuaiones (4.4): Sumando las n euaiones, y empleando la notai�ons = nXk=1 vkobtenemos �(s� vn) + 2 s� (s� v1) = � nXk=1 g2k vkes deir v1 + vn = � nXk=1 g2k vkM�as en general, sumando desde la euai�on i{�esima hasta la n{�esima, yempleando la notai�on si = nXk=i vkobtenemos �(si � vn + vi�1) + 2 si � (si � vi)de donde resultavi � vi�1 + vn = � nXk=i g2k vk i = 2; : : : ; n (4.7)Otra identidad se obtiene multipliando ada euai�on del sistema (4.4) porsu n�umero de orden y sumando los resultados2 v1 � v2 = � g21 v1�2 v1 + 4 v2 � 2 v3 = � 2 g22 v2�3 v2 + 6 v3 � 3 v4 = � 3 g23 v3... ... ... ...�(n� 2) vn�3 + 2 (n� 2) vn�2 � (n� 2) vn�1 = � (n� 2) g2n�2 vn�2�(n� 1) vn�2 + 2 (n� 1) vn�1 � (n� 1) vn = � (n� 1) g2n�1 vn�1�n vn�1 + 2n vn = �n g2n vn
9>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>;resultando (n+ 1) vn = � nXk=1 k g2k vk (4.8)



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 79Ahora, dado un vetor v, solui�on de (4.3), reuperamos el orrespondi-ente vetor propio de � x = G � vy alulamos la orrespondiente oordenada prinipaly = (y0; y1; : : : ; yn)0efetuando el produto y = X � xSustituyendo X de (4.1) obtenemosyi = 8>>>>>><>>>>>>:
nXk=1 k g2k vk � (n+ 1) nXk=i+1 g2kvk para 0 � i � n� 1nXk=1 k g2k vk para i = nTeniendo en uenta las identidades (4.7) y (4.8)yi = 8><>: �(n+ 1) v1=� para i = 0�(n+ 1) (vi+1 � vi)=� para 1 � i � n� 1(n+ 1) vn=� para i = nPodemos resumir estas igualdades, tomando onvenionalmente v0 =vn+1 = 0, resultandoyi = (n+ 1)� (vi � vi+1) 0 � i � n (4.9)4.1.4 Propiedades de las oordenadas prinipalesDespues de los �alulos realizados estamos ya en ondiiones de desribirualitativamente las oordenadas prinipales. Partimos del siguienteLema 4.1.1 yi � yi�1 = (n+ 1) g2i vi 1 � i � nEn partiular, la suesi�on de primeras diferenias de la oordenada prinipalj{�esima tiene los mismos signos que el vetor propio j{�esimo, (ordenandolos vetores propios v seg�un orden dereiente en �).



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 80Demostrai�on:yi � yi�1 == (n+ 1) (vi � vi+1 � vi�1 + vi)=�= (n+ 1) (�vi�1 + 2 vi � vi+1)=�= (n+ 1) g2i vi2Para determinar los signos de los vetores propios v apliamos el siguienteteorema (vease Gantmaher [45, vol. II, pag. 101℄)TEOREMA 4.1.1 (Gantmaher)1. Una matriz osilatoria A de dimensi�on (n; n) tiene n valores propiospositivos distintos �1 > �2 > � � � > �n > 02. El vetor propio de A orrespondiente al mayor valor propio �1 tienetodas sus omponentes no nulas de igual signo.El vetor propio de A orrespondiente al segundo valor propio �2 tieneexatamente una variai�on de signo en sus omponentes.En general, el vetor propio de A orrespondiente al valor propio �k tieneexatamente k� 1 variaiones de signo en sus omponentes, (k = 1; : : : ; n).2Este teorema es apliable a las matries osilatorias, de�nidas porDe�nii�on 4.1.11. Una matriz de dimensi�on (m; n) es totalmente no negativa si todos susmenores de todos los �ordenes son no negativos, y es totalmente positiva sitodos sus menores de todos los �ordenes son positivos.2. Una matriz uadrada A es osilatoria si es totalmente no negativa, yexiste un entero q > 0 tal que Aq es totalmente positivaQuiz�as onvenga alarar que el nombre de matriz osilatoria se debe ala aparii�on de matries de este tipo en los estudios de Gantmaher sobrepeque~nas osilaiones de sistemas me�anios.Nos proponemos mostrar que la matriz de ovarianzas � alulada en(4.2) es un matriz osilatoria, y a trav�es del lema (4.1.1), desribir el om-portamiento de las oordenadas prinipales del onjunto U .Aunque la de�nii�on propiamente diha es m�as bien intratable en nuestroaso, enontramos un riterio, tambi�en debido a Gantmaher (v�ease [45, vol.II, pag. 100℄, y la referenia itada en diha obra), que simpli�a las osas



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 81Proposii�on 4.1.1 (Gantmaher) Una matriz uadrada A totalmente nonegativa es osilatoria si y s�olo sia) A es no singular (i.e. detA > 0)b) Todos los elementos de la diagonal prinipal de A, y de las dos diagonalesparalelas a la diagonal prinipal y ontiguas a �esta son no nulos (i.e.ai j > 0 si ji� jj � 1)2Las ondiiones a) y b) se umplen laramente en el aso de �, por loque ser�a su�iente probar el siguiente enuniadoProposii�on 4.1.2 � es totalmente no negativaPara demostrar este enuniado no ser�a neesario (!) onsiderar indi-vidualmente los 22n menores de �, sino que en su lugar, estudiaremos losmenores de su inversa ��1 = G�1 � F (2) �G�1que pueden ser desritos f�ailmente, por ser �esta tridiagonal.Emplearemos la onoida relai�on siguiente entre los menores de una ma-triz (n; n) A y los de su inversa B = A�1 (v�ease, por ejemplo, Gantmaher[45, vol. I, pag. 21℄):B  i1 i2 : : : ipk1 k2 : : : kp ! = (4.10)
= (�1) pX�=1 i� + pX�=1 k� A  k 01 k 02 : : : k 0n�pi 01 i 02 : : : i 0n�p !A  1 2 : : : n1 2 : : : n !Donde p es un entero (1 � p � n), (i1; : : : ; ip) y (k1; : : : ; kp) son dosp{��ndies reientes (1 � i1 < : : : < ip � n y 1 � k1 < : : : < kp � n),(i 01; : : : ; i 0n�p) es el (n�p){��ndie reiente omplementario de (i1; : : : ; ip), y(k 01; : : : ; k 0n�p) es el (n�p){��ndie reiente omplementario de (k1; : : : ; kp).



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 82La notai�on B  i1 i2 : : : ipk1 k2 : : : kp !representa el menor de la matriz B formado por las �las (i1; : : : ; ip) y lasolumnas (k1; : : : ; kp).En la demostrai�on de la proposii�on (4.1.2) haremos uso del siguientedetalle de la f�ormula (4.10): la paridad depX�=1 i� + pX�=1 k�es la misma que la de n�pX�=1 i 0� + n�pX�=1 k 0�pues su suma es n (n+ 1), que es par.Tambi�en neesitamos la desripi�on de los menores de una matriz tridi-agonal, que tomamos tambi�en de Gantmaher [45, vol. II, p�ag. 95℄Lema 4.1.2 (Gantmaher)Sea A una matriz tridiagonal, y sean I = (i1; : : : ; ip) y K = (k1; : : : ; kp)dos p{��ndies reientes.Supongamos que existe un � (1 � � � p) tal que i� 6= k� y que para todoslos � 6= � se veri�a que i� = k�.EntonesA  IK ! = A  i1 : : : i��1k1 : : : k��1 ! A  i�k� ! A  i�+1 : : : ipk�+1 : : : kp !2A partir de este enuniado se dedue que todo menor de una matriztridiagonal es produto de menores prinipales y elementos no diagonales dela matriz. Formulamos este resultado en forma ligeramente m�as preisa, deforma que en el aso de la matriz � nos permita seguir la pista del signo deada menor.Lema 4.1.3 Sea A una matriz tridiagonal. Supongamos que todos los menoresprinipales y todos los elementos de las dos diagonales inferior y superior ala diagonal prinipal son no nulos.Sean I = (i1; : : : ; ip) y K = (k1; : : : ; kp) dos p{��ndies reientes.
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El menor A  IK ! es no nulo solamente si el intervalo [1; p℄ � Zes reuni�on disjunta de tres subonjuntos h0; h+; h� (on alguno de ellosposiblemente va��o) tales quei� = k� si � 2 h0i� = k� + 1 si � 2 h+i� = k� � 1 si � 2 h�y en tal aso, A  IK ! es igual al produto de los menores prinipalesorrespondientes a los ��ndies de h0 por los elementos no diagonales situadosen las posiiones (k�+1; k�), para � 2 h+, por los elementos no diagonalessituados en las posiiones (k� � 1; k�), para � 2 h�.2Finalemente estamos en ondiiones de demostrar la proposii�on (4.1.2)Demostrai�on: (de la proposii�on (4.1.2))En primer lugar observamos que ��1 es tridiagonal, on todoslos elementos de la diagonal positivos y los elementos de las dosdiagonales paralelas negativosEn segundo lugar veamos que todos los menores prinipales de��1 son positivos:El menor prinipal orrespondiente al p{��ndie reiente K =(k1; k2; : : : ; kp),��1 (K) =��1  k1 k2 : : : kpk1 k2 : : : kp !es el produto de los menores (G (K))2 F (K), seg�un resulta deapliar la f�ormula de Binet{Cauhy, teniendo en uenta que G esuna matriz diagonal. Por ello es su�iente onsiderar los menoresprinipales F (K) de la matriz de Toeplitz F (que tiene los ele-mentos de la diagonal prinipal iguales a 2 y los de las diagonalesontiguas iguales a �1, siendo nulos todos los dem�as elementos).El menor F (K) tiene una estrutura muy simple: es el determi-nante de una matriz E de dimensi�on (p; p) uyos elementos nonulos se agrupan en ajas sobre la diagonalE = diag (Fd1 ; : : : ; Fdq )



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 84donde ada Fdi es una matriz F de dimensi�on di (Pqi=1 di = p)(Se entiende que la matriz F1 de dimensi�on (1; 1) es el esalar(2)).Las dimensiones di vienen determinados por la ontig�uidad delp{��ndie K: si ki+1 6= ki + 1, entones los elementos ei; i+1 yei+1; i son nulos, y tenemos una aja de dimensi�on (1; 1). Enaso ontrario estos elementos son iguales a �1. Por ejemplo, siK = (1; 2; 4; 6; 7; 8) se obtieneE = 0BBBBBBB� 2 �1�1 2 2 2 �1�1 2 �1�1 2
1CCCCCCCAPuesto que el determinante de Fd, seg�un se ha alulado en elap��tulo 3, es igual a d + 1, onluimos que todos los menoresprinipales son positivos.Finalmente, a partir del lema (4.1.3), y empleando la notai�onde�nida en su enuniado, un menor de ��1 es negativo si, y s�olosi el n�umero de elementos de la reuni�on h+ [ h� es impar.Trasladando a los menores de �, seg�un la f�ormula (4.10), ve-mos que para todos los menores no nulos el signo resultante espositivo. En efeto, dado un menor��1  i1 i2 : : : ipk1 k2 : : : kp !el signo de la potenia de (�1) en (4.10) es positivo o negativoseg�un la paridad depX�=1 i� + pX�=1 k� == X� 2h0 i� + X� 2h0 k� + X� 2h+ i� + X� 2h+ k� + X� 2h� i� + X� 2h� k�= 2  pX�=1 i� !+ ℄ (h+)� ℄ (h�)
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donde el s��mbolo ℄ ( � ) representa \n�umero de elementos de".Esta suma tiene la paridad de ℄ (h+)� ℄ (h�), que oinide onla de ℄ (h+) + ℄ (h�), de modo que el fator potenia de (�1) esnegativo si, y s�olo si el menor es negativo, y el signo resultantees positivo en todos los asos. 2Resulta que la matriz � es osilatoria, y ombinando el teorema de Gant-maher on el lema (4.1.1) tenemos la desripi�on de las oordenadas prin-ipales a la que nos propon��amos llegar:La primera oordenada es una funi�on mon�otona (reiente o dereiente,seg�un el signo que asignemos onvenionalmente a su primera omponente),por lo que puede interpretarse ualitativamente omo una dimensi�on lineal .La segunda oordenada sigue una direi�on de reimiento hasta alanzarel ambio de signo en su vetor de primeras diferenias, punto en que seinvierte la direi�on de reimiento, por lo que puede interpretarse omouna dimensi�on uadr�atia.Suesivamente, la terera oordenada presenta dos inversiones en su di-rei�on de reimiento, lo que permite su interpretai�on omo una dimensi�on�ubia, y en general, la oordenada k{�esima se puede interpretar omo unadimensi�on de grado k.Ejemplo: Para el onjunto de puntos (1; 3; 7; 15; 31; 63; 127; 255) obten-emos las siguientes 4 primeras oordenadas prinipales, asimilables a dimen-siones de tipo lineal, uadr�atia, �ubia, y u�artia.
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Coordenada1 2 3 4Autovalor: 223. 55.6 24.5 11.4Individuo1 {3.88 1.68 {1.17 {0.952 {3.85 1.62 {1.07 {0.783 {3.71 1.38 {0.71 {0.184 {3.30 0.71 0.26 1.165 {2.24 {0.84 2.01 2.206 0.20 {3.45 2.90 {1.877 5.01 {4.70 {2.91 0.468 11.76 3.61 0.69 {0.05Dimensi�on Lineal Cuadr�atia C�ubia Cu�artia



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 874.2 Extensi�on al aso ontinuo4.2.1 Introdui�onHemos visto que la distania valor absoluto puede ser estudiada on relativadi�ultad para el aso de puntos equidistantes en el Cap��tulo 2 y para elaso m�as general en la sei�on preedente.Como el an�alisis de Coordenadas prinipales es una t�enia que se apliasobre un onjunto �nito de puntos, a los que se asoia una on�gurai�oneul��dea �nita, en dimensi�on tambi�en �nita, paree que la generalizai�on alaso numerable o ont��nuo es un problema de dif��il solui�on.Afortunadamente, algunos resultados de la teor��a de estad��stios de bon-dad de ajuste, basados en proesos esto�astios, pueden adaptarse al prob-lema de de�nir unas oordenadas prinipales para el aso ontinuo.Anderson y Darling [2℄ onsideran el estad��stio de Cram�er{von MisesW 2n = Z +1�1 [Fn(x)� F (x)℄2 (F ) dF (x) (4.11)donde Fn es la funi�on distribui�on emp��ria de una muestra x1; : : : ; xn deuna variable aleatoria X on funi�on de distribui�on F , y  es una funi�onpeso.El ambio de variable u = F (x) traslada el problema al aso de la dis-tribui�on uniforme en [0; 1℄, on lo que puede esribirseW 2n = n Z 10 [Gn(u)� u℄2  (u) du (4.12)Anderson y Darling [2℄ y [3℄ obtienen la distribui�on asint�otia de W 2npartiendo del proeso esto�astioYn(u) = pn [Gn(u)� u℄ 0 � u � 1 (4.13)desomponi�endolo en serie de FourierYn �= 1Xj=1Zj fj (4.14)donde los t�erminos de la suesi�on fZjgj2N son variables aleatorias inor-relaionadas, on E(Zj) = 0 y V(Zj) = �j < 1, y la notai�on X �= Ysigni�a \X, Y tienen igual distribui�on".ffjgj2N es una suesi�on de funiones ortogonales respeto al produtointerno en el espaio de funiones de uadrado integrable L2([0; 1℄)hfi; fji = Z 10 fi(t) fj(t) dt = Æi j



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 88Los variables aleatorias de (4.14) se obtienen porZj = hYn; fji (4.15)y si esribimos Yn �= 1Xj=1q�j Z?j fj (4.16)donde ahora V(Z?j ) = 1, por la identidad de ParsevalkYnk2 = Z 10 Yn(t)2 dt = 1Xj=1�j Z?j 2 =W 2n (4.17)As��, W 2n se puede esribir omo la suma, ponderada por los �j, de lasvariables inorrelaionadas Z?j , de media 0 y varianza 1.Un aso onreto de la expansi�on (4.14) ha sido estudiada por Durbin yKnott [38℄ utilizando la base ortonormalfj(t) = p2 sin (j � t) 0 � t � 1 (4.18)obteniendo la siguiente desomposii�onYn = 1Xj=1 fjj � Zj (4.19)donde las variables Zj son normales independientes N(0; 1), que se obtienenapliando (4.15). El estad��stio de Cram�er{von Mises puede esribirse omoW 2n = 1Xj=1 Z2jj2 �2 (4.20)Los autores estudian esta desomposii�on interpretando Z1; Z2; : : : omoomponentes prinipales.Un proeso esto�astio de la formapn [Fn(x)� F (x)℄ �1 < x < +1 (4.21)donde Fn(x) es la funi�on distribui�on emp��ria de una muestra x1; : : : ; xn,y F (x) es una funi�on de distribui�on (ontinua) reibe el nombre de proesoemp��rio.La teor��a de proesos emp��rios tiene m�ultiples apliaiones en Estad��s-tia (pruebas de bondad de ajuste, estad��stios de rangos, estad��stios onnorma L1, estad��stios no param�etrios, por itar algunos ejemplos). Unaextensa exposii�on del tema puede onsultarse en Shorak y Wellner [98℄.Utilizaremos a ontinuai�on algunas t�enias desritas en esta obra.



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 894.2.2 Coordenadas Prinipales de la distribui�on uniformeVamos representar los valores de una variable aleatoria U on distribui�onuniforme en [0; 1℄ mediante una suesi�on de valores de variables aleatorias,que seg�un veremos, pueden reibir apropiadamente el nombre de Coorde-nadas Prinipales respeto la distania valor absoluto, de modo an�alogo alestudio realizado en el ap��tulo 2 on un onjunto �nito de puntos equidis-tantes.Introduimos el proeso esto�astioU = fUt; 0 � t � 1gdonde para ada t, la variable aleatoria Ut, indiador del intervalo [t; 1℄ �[0; 1℄, sigue la distribui�on de Bernoulli on par�ametro tUt(x) = ( 0 si x < t on probabilidad t1 si x � t on probabilidad 1� tComo justi�ai�on heur��stia de esta de�nii�on, se puede imaginar Uomo una matriz ontinua an�aloga a la matriz
A = 0BBBBBBBBBBBBB�

0 0 0 0 : : : 0 01 0 0 0 : : : 0 01 1 0 0 : : : 0 01 1 1 0 0 01 1 1 1 0 0... ... . . . ...1 1 1 1 01 1 1 1 : : : 1 1
1CCCCCCCCCCCCCAque era nuestro punto de partida para el estudio de la distania valor abso-luto en el aso de un onjunto de n+ 1 puntos equidistantes.Proposii�on 4.2.1 Se puede reonstruir la variable U a partir de U:U = Z 10 Ut dt (4.22)Demostrai�on: Para un x 2 [0; 1℄ dado, la funi�on Ut(x) de t 2[0; 1℄ es la funi�on indiadora del intervalo [0; x℄, de modo queZ 10 Ut(x) dt = x2



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 90Puede interpretarse (4.22) omo una desomposii�on ontinua de la vari-able U en suma de indiadores, de modo que a ada valor x de la variablealeatoria U le orresponde la �la (trayetoria) xt de U.Proposii�on 4.2.2 La distania eul��dea entre dos trayetorias xt, yt deU, de�nida omo Z 10 (xt � yt)2 dtes igual a la distania valor absoluto jx�yj entre los orrespondientes puntosen [0; 1℄.Demostrai�on: Supongamos, por ejemplo, x < y. EntonesZ 10 (xt � yt)2 dt = Z yx 12 dt = y � x2La analog��a on el aso disreto permite pensar U omo la on�gurai�oneul��dea onvenional uya matriz de distanias oinide on la de los puntosdados on la funi�on distania valor absoluto, que nos serv��a omo punto departida para el �alulo de las oordenadas prinipales.Seguiremos a ontinuai�on un programa paralelo, aprovehando las t�e-nias desritas en Shorak y Wellner [98, p�ag. 205℄ para alular una de-somposii�on numerable del proeso U.U �= 1Xj=1Zj fj (4.23)donde las Zj son variables aleatorias on varianza 1, y las fj son un sis-tema ompleto de funiones ortonormales en L2([0; 1℄). (Por omodidad de�alulo, no entramos el proeso, sino que apliaremos esta operai�on al�nal, sobre las Zj resultantes).Proposii�on 4.2.3 La funi�on de ovarianza para U esK(s; t) = Cov (Us;Ut) = min (s; t)� s t 0 � s; t � 1 (4.24)Demostrai�on:K(s; t) = E (UsUt)� E(Us)E(Ut)= (1�maxfs; tg)� (1� s) (1� t)= s+ t�maxfs; tg � s t2



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 91Este n�uleo es bien onoido, pues aparee omo funi�on de ovarianzadel puente Browniano, y tambi�en en Me�ania, omo funi�on de Green delproblema de Sturm{Liouville de la uerda vibrante on extremos �jos.Es un n�uleo ontinuo, sim�etrio y de�nido positivo, por lo que, seg�unel teorema de Merer (v�ease, por ejemplo, Courant and Hilbert [15, vol. Ihap 3℄), la desomposii�onK(s; t) = 1Xj=1�j fj(s) fj(t)onverge absoluta y uniformemente en s y t, siendo los �j y fj los valorespropios y funiones propias del n�uleo K, es deir, tales queZ 10 fj(s)K(s; t) dt = �j fj(t)Las fj (normalizadas a 1) forman un sistema ortonormal ompleto enL2([0; 1℄).Enontramos esta desomposii�on alulada en Shorak and Wellner [98,p�ag. 214℄ �j = 1(j �)2fj(t) = p2 sin(j � t) 0 � t � 1(j 2 N) (4.25)Ahora, reordando que en el aso �nito se obtiene ada eje prinipalomo produto de la matriz eul��dea iniial por el orrespondiente vetorpropio de la matriz de ovarianzas, la operai�on en el aso presente esZj = Z 10 Ut fj(t) dtEsta operai�on oinide on el �alulo de las omponentes prinipales delproeso U, en la nomenlatura de Shorak y Wellner, y puesto que la trazaZ 10 K(t; t) dt = Z 10 (t� t2) dt = 16 <1y valen las hip�otesis del teorema de Merer para el n�uleoK(s; t) es apliableel teorema de Ka y Siegert (v�ease Shorak y Wellner [98, p�ag. 210℄) quepermite a�rmar la desomposii�on (4.23).



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 92Proposii�on 4.2.41. Las variables aleatorias Zj de la f�ormula (4.23) vienen dadas en funi�onde U por Zj = p2j � (1� os(j � U)) (4.26)2. Las variables Zj tienen momentos de todos los �ordenes, y en partiularE (Zj) = p2j � V (Zj) = 1j2 �2Demostrai�on:1. Dado x 2 [0; 1℄Zj(x) = Z 10 Ut(x) fj(t) dt= Z x0 fj(t) dt= Z x0 p2 sin(j � t) dt= p2j � (1� os(j � x))2. Se alula la esperanza de Zj a partir de la relai�on funionalon la variable UE (Zj) = Z 10 p2j � (1� os(j � x)) dx = p2j �Los momentos entrales de orden superior se alulanf�ailmente de igual forma. 2Designaremos Cj la variable aleatoria entrada orrespondiente a ZjCj = �p2j � os(j � U) (4.27)y C?j la variable tipi�ada.C?j = �p2 os(j � U) (4.28)



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 93El siguiente teorema, objetivo de este apartado, es la que justi�a, poranalog��a on la de�nii�on usual en Estad��stia Multivariante (v�ease el teo-rema (1.5.1) del Cap��tulo 1), denominar a las Cj Ejes prinipales para lavariable U respeto la distania Valor Absoluto, y Coordenadas prinipalesde un x 2 [0; 1℄ en esta representai�on a la suesi�on de valoresfCj(x)gj2N = (�p2 os(� x);�p2 os(2� x);�p2 os(3� x); : : : ) (4.29)Comp�arese, adem�as, esta expresi�on on la obtenida en el teorema (2.4.1)del ap��tulo 2, donde para el aso disreto equidistante, se llega a id�entioresultado, dado que Cj(x) = �p2 Tj (z)siendo Tj el j{�esimo polinomio de Thebyhev de primera espeie, y z =os(� x).TEOREMA 4.2.11. Las variables Cj son inorrelaionadas.2. Las variables tipi�adas C?j son igualmente distribuidas, siendo su fun-i�on de distribui�on om�un (para todo j 2 N)G(x) = 8>>>>>>><>>>>>>>: 0 si x < �p21� 1� aros� xp2� si p2 � x < �p21 si p2 � x (4.30)Son absolutamente ontinuas y su funi�on densidad de probabilidad esg(x) = 8>>>><>>>>: 1� 1r2� x2 si p2 < x < �p20 en aso ontrario (4.31)3. La suesi�on de varianzas fV (Cj)gj2N es dereiente y sumable, siendosu suma igual a \la variabilidad total de la matriz de ovarianzas", es deir,a la traza del n�uleo K(s; t)4. Dados x, y 2 [0; 1℄, la distania eul��dea al uadrado entre las suesionesfCj(x)gj2N y fCj(y)gj2N es igual a la distania valor absoluto jx� yj1Xj=1 (Cj(x)� Cj(y))2 = jx� yj (4.32)



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 94Demostrai�on:1. Esta a�rmai�on puede deduirse del teorema de Ka y Siegertmenionado m�as arriba, o bien obtenerse failmente por �alulodireto.2. Dado x 2 [�p2;+p2℄, alulamos la probabilidad P (C?j � x)La funi�on C?j (t) = �p2 os (j � t) es inyetiva en el intervalo[0; 1=j℄, y el onjunto de los puntos t 2 [0; 1=j℄ para los queC?j (t) � x es el intervalo I1 = [0; z℄siendo z = 1j � 1j � aros( xp2)En general, en ada uno de los j intervalos� ij ; i+ 1j � 0 � i � j � 1el onjunto de los puntos que veri�an la ondii�on espei�adaes un intervalo Ii de igual longitud que I1.Por ejemplo, si j � 2 tenemos I2 = [2=j � z; 2=j℄, si j � 3,tenemos I3 = [2=j; 2=j + z℄, et.La probabilidad de la reuni�on de estos intervalos por la ley uni-forme es la longitud total, igual a j z.3. Hemos visto ya que la traza de K es igual a 1=6. Ahoraveri�amos que 1Xj=1V (Cj) = 1�2 1Xj=1 1j2 = 164. El enuniado equivale a veri�ar la identidadjx� yj = 2�2 1Xj=1 (os(j � x)� os(j � y))2j2que se obtiene alulando el desarrollo de la funi�on jx � yj enserie doble de Fourier en el uadrado [0; 1℄ � [0; 1℄jx� yj = 14 A0 0 +
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+ 12 1Xm=1Am 0 os m� x+ 12 1Xn=1A0n os n� y ++ 1Xm=1 1Xn=1Amn os m� x os n� y (4.33)donde los oe�ientes Amn, para m; n � 0 se alulan porAmn = 4 Z 10 Z 10 jx� yj os m� x os n� y dx dyy son

Amn =
8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

43 si m = 0 y n = 04(m�)2 [1 + (�1)m℄ si m > 0 y n = 04(n�)2 [1 + (�1)n℄ si m = 0 y n > 0� 4(n�)2 Æmn si m > 0 y n > 0Sustituyendo en (4.33), teniendo en uenta que en los sumandos(m; 0) y (0; n) los t�erminos no nulos son los pares, empleando laidentidad os 2 a = 2 os2 a� 1 y la identidad 1Xm=1 1=n2 = �2=6obtenemosjx� yj = 13 + 12 0� 4�2 1Xn=1 os2 n� xn2 � 131A ++ 12 0� 4�2 1Xn=1 os2 n� yn2 � 131A �
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� 4�2 1Xn=1 os n� x os n� yn2= 2�2 1Xn=1 (os n� x� os n� y)2n224.2.3 Regresi�on basada en distanias para variables aleato-riasPodemos plantear ahora el modelo de regresi�on basada en distanias parauna variable aleatoria Y , que podemos suponer tipi�ada, sobre U (es deir,sobre la variable resultante de tipi�ar U)Se trata de alular, para un n dado, los oe�ientes �j enY = nXj=1�j C?j + eque hagan m�aximo el porentaje de variabilidad de Y expliado por lasvariables regresoras C?j .Se obtienen estos oe�ientes por�j = E (Y C?j ) = � Z yp2 os(j � x) dH (4.34)siendo H la distribui�on onjunta de (Y;U).Al ser inorrelaionadas las variables regresoras, tenemos que el oe�-iente de determinai�on es R2 = nXj=1�2jAunque en general la distribui�on onjunta H es inaesible, podemosutilizar este modelo para proponer un test de bondad de ajuste de la dis-tribui�on de una Y a la distribui�on uniforme, y, por medio de un ambiode variable omo en (4.12), de una distribui�on a otra.4.2.4 Apliai�on al estudio de bondad de ajusteLa distribui�on bivariante que proporiona m�axima orrelai�on entre susmarginales X, Y , on distribuiones F y G, respetivamente, es la ota deFr�ehet H+(x; y) = minfF (x); G(y)g



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 97y dos variables aleatorias X, Y uya distribui�on onjunta sea H+ se rela-ionan por F (X) = G(Y ) (4.35)Suponiendo X, Y tipi�adas, esta m�axima orrelai�on viene dada por([56℄, [44℄) �+ = Z 10 F�1(p)G�1(p) dp (4.36)y puede interpretarse omo una medida de ajuste entre F y G, y su �alulopara algunas distribuiones onoidas ha sido llevado a abo por Cuadras yFortiana [30℄Ahora, si una de las variables es la U , uniforme en [0; 1℄, y la distribui�onde la otra es F , tomando omo distribui�on onjunta la ota de Fr�ehet H+y apliando la relai�on funional (4.35) podremos alular los oe�ientes �jde (4.34) por �j = � Z 10 F�1(x)p2 os(j � x) dx (4.37)Obs�ervese que estos oe�ientes son los del desarrollo de Fourier de lafuni�on F�1 en el intervalo [0; 1℄ respeto al sistema ortonormal ompletode funiones ��p2 os(j � x)�j2N x 2 [0; 1℄y que la funi�on F�1 es de uadrado integrable siempre que la variableX = F�1(U) tenga segundo momento �nito, puesto queZ x2 dF (x) = Z 10 (F�1(x))2 dxondii�on que permite asegurar la onvergenia de las integrales impropias(4.37).Un aso partiular importante es el estudio de una distribui�on emp��ria.Supongamos que x1 � : : : � xn es una muestra ordenada de una variablealeatoria X, y que se desea ontrastar la hip�otesis nulaH0 : La distribui�on de X es igual a Fpara una funi�on de distribui�on F dada.Si se umple la hip�otesis nula, la suesi�on y1 � : : : yn, donde yi = F (xi),ser�a una muestra de una distribui�on uniforme en [0; 1℄.Si Gn es la funi�on de distribui�on emp��ria de los yi, la disrepaniaentre esta distribui�on y la uniforme puede proporionar un riterio paradeidir sobre H0.



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 98Los oe�ientes �j para este aso dar�an medidas de esta disrepaniaseg�un los suesivos ejes prinipales, y se les puede dar una interpretai�onpareida a la que proponen Durbin y Knott [38℄, y Durbin, Knott y Taylor[39℄.Puesto que en este asoG�1n (t) = yi si ti < t � ti+1 (0 � i � n� 1)siendo t0 = 0, y ti = i=n para i > 0, (suponiendo para simpli�ar la notai�onque los yi no tienen repetiiones), la f�ormula (4.37) se redue a la suma �nita�j = p2j � nXi=1 yi0�sin (i� 1) j �n � sin i j �n 1AEjemplo 4.2.1 Coe�ientes te�orios para una distribui�on de probabilidaddadaSi U0 es la variable uniforme entrada U0 = p3 (2U � 1), uya funi�ondistribui�on de probabilidad esF (x) = 8>>>>><>>>>>: 0 si x < �p312p3 x+ 12 si �p3 � x < p31 si p3 � xse pueden alular expl��itamente los oe�ientes �j , obteni�endose�j = 8>>><>>>: 4p6j2 �2 si j es impar0 si j es par (4.38)En general no es posible obtener, omo en este aso, f�ormulas expl��itaspara los oe�ientes de Fourier �j , pero siempre se puede reurrir a la inte-grai�on num�eria.En la siguiente tabla se itan los primeros oe�ientes �j para algunosejemplos de distribuiones onoidas. Se han tipi�ado las distribuionespara el �alulo, de forma que, por ejemplo, hay una sola �la para la dis-tribui�on Normal, mientras que en otras distribuiones al tipi�ar no desa-



CHAPTER 4. ALGUNAS GENERALIZACIONES 99pareen todos los par�ametros.�1 �2 �3 �4Beta (2,2) 0:9786 0 0:1759 0Beta (1,2) 0:9642 �0:1639 0:1634 �0:0655Exponenial 0:8336 �0:3192 0:2513 �0:1679t (3) 0:7822 0 0:3066 0t (20) 0:9389 0 0:2530 0Normal 0:9484 0 0:2407 0F (2, 8) 0:6604 �0:3366 0:2697 �0:2061F (8, 5) 0:4804 �0:2547 0:2249 �0:1730Ejemplo 4.2.2 Estudio de una distribui�on emp��riaMediante muestreo arti�ial se obtuvo la siguiente muestra de tama~non = 20 0:0162 0:0210 0:0614 0:0926 0:10880:1395 0:1711 0:2078 0:4481 0:46910:5119 0:6204 0:6679 0:7111 0:78420:7917 0:8531 0:8896 0:9661 0:9783Se plantean dos hip�otesis. Seg�un la primera hip�otesis, la muestra pro-ede de una distribui�on uniforme (omo es en realidad), y seg�un la segundahip�otesis, la muestra proede de una distribui�on exponenial. Si es iertaesta segunda hip�otesis, la transformai�on y = 1 � exp(�b�x) deber��a trans-formar la muestra en una uniforme, siendo b� la estimai�on m�aximo veros��mildel par�ametro �.El valor de �+ alulado para la muestra original es�+1 = 0:98559y para la muestra transformada es�+2 = 0:978477Al ser �+1 > �+2 , la hip�otesis de distribui�on uniforme prevalee sobre lade distribui�on exponenial. Si efetuamos el �alulo de los oe�ientes �j ,apreiamos una mejor resolui�on al omparar los valores alulados en adaaso on los te�orios para la distribui�on uniforme.Datos Datos Coe�ientesOriginales Transformados Teorios�1 0:9930 0:9714 0:9927�2 �0:0040 0:2005 0�3 �0:0167 �0:0127 0:1103�4 �0:0573 �0:0481 0
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CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 1015.1 Introdui�onEn este ap��tulo se desarrolla el problema del An�alisis Disriminante desdeel punto de vista de las distanias, en el sentido ya introduido en el Cap��tulo1, sei�on 6.3.Sea ! un individuo a lasi�ar en una de dos poblaiones posibles �1,�2 sobre la base de p variables x1; : : : ; xp, que pueden ser de ualquier tipo:ont��nuas, disretas, binarias, ateg�orias.Como es bien sabido, el problema de asignar un individuo ! a unapoblai�on �i se resuelve mediante una funi�on disriminante f(x), dondex representa el vetor de observaiones de las variables sobre !. La reglageneral esClasi�ar x en ( �1 si f(x) > 0�2 si f(x) � 0 (5.1)El tema del An�alisis Disriminante est�a ampliamente tratado en la liter-atura: Kendall [64℄, Anderson [4℄, Lahenbruh [71℄, Morrison [80℄, Mardiaet al. [78℄, Seber [96℄, Krzanowski [70℄, Cuadras [20℄ , [24℄, y [28℄.5.1.1 NotaionesUtilizaremos las siguientes notaiones:LDF para referirnos a la funi�on disriminante lineal de Fisher [42℄L(x) = [x� 12 (x1 + x2)℄0 � S�1 � (x1 � x2) (5.2)donde S es la matriz de ovarianzas om�un de las dos muestras (pooled withingroups).QDF para referirnos al disriminador uadr�atioQ(x) = 12 log jS2jjS1j � 12 (x01 � S1 � x1 � x02 � S1 � x2) ++x0 � (S�11 � x1 � S�12 � x2)� 12 x0 � (S�11 � S�12 ) � x (5.3)donde x1, x2 son las medias, y S1 y S2 son las matries de ovarianzasde muestras de tama~nos n1 y n2, proedentes de las poblaiones �1 y �2,respetivamente. Obs�ervese que QDF se onvierte en LDF en el aso deigual matriz de ovarianzas en las dos poblaiones (i.e. si se reemplaza S1 yS2 por S en 5.3).LM para referirnos al An�alisis Disriminante basado en el loation model ,El LM, studiado por Krzanowski [67℄, es apliable uando los vetores x de



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 102observaiones de las variables onstan de una omponente xb on k variablesdisretas binarias y una omponente x on variables ontinuas normales.Este modelo onsiste en proponer para las variables ontinuas una dis-tribui�on normal multivariante para ada una de las 2k on�guraiones posi-bles de las k variables binarias, on media (posiblemente) distinta, y matrizde ovarianzas om�un. Se emplean las funiones disriminantes[x� 12 (�1(m) + �2(m))℄ � S�1 � (�1(m) � �2(m))0 � log p2mp1m (5.4)donde m reorre el onjunto de las 2k on�guraiones de las variables bi-narias, �i(m) es la media de las variables ontinuas x para la poblai�on i(i = 1; 2), en la on�gurai�on m, S es la matriz de ovarianzas om�un, y pimson las probabilidades de tener una observai�on en �i (i = 1; 2) en la on-�gurai�on m. Los valores de pim y �i(m) se estiman empleando un modelode regresi�on y un modelo log{lineal, respetivamente.ML para referirnos a la regla de la m�axima verosimilitud, basada en lafuni�on disriminante V (x) = log f1(x)� log f2(x) (5.5)donde fi es la densidad de probabilidad de x uando se sabe que el individuo! pertenee a �i.BR (regla de Bayes) se aplia uando las probabilidades a priori q1,q2 de que ! perteneza a �1 o �2 son onoidas, y se basa en la funi�ondisriminante B(x) = V (x) + log (q1)� log (q2) (5.6)Seg�un un resultado l�asio, BR es admisible, es deir, no existe una reglade deisi�on mejor uando las fi y qi son onoidas (Anderson [4, p. 144℄,Mardia et al. [78, p. 308℄.Nos referiremos a la regla M uando se asigna el individuo ! de oorde-nadas x0 a la poblai�on m�as pr�oxima, suponiendo onoidas las distaniasÆ(x0; �i), (i = 1; 2). Esta regla se onsidera introduida por Matusita ([75℄,[76℄, [77℄).Indiaremos por DB el m�etodo basado en una distania entre individ-uos u observaiones. Introduido pos Cuadras [24℄, desarrollamos diversosaspetos y estudiamos sus propiedades en la sei�on siguiente.Finalmente, haremos referenia a LR (Regresi�on log��stia), NN (NearestNeighbour), uyos prinipios est�an bien desritos en Lahenbruh [71℄ y Se-ber [96℄, y al llamado disriminador lineal eul��deo EDF (Maro et al. [73℄),que est�a basado en una funi�on disriminante an�aloga a la (5.2), pero emp-lando la m�etria eul��dea standard en lugar de la m�etria de Mahalanobis.



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 1035.1.2 Consideraiones sobre los m�etodos l�asios y el DBEn los asos en que las variables disriminadoras son ontinuas y se puedensuponer on distribui�on onjunta normal multivariante, son adeuados losm�etodos LDF y QDF, siendo apliable el primero uando se puede aeptarla hip�otesis de homosedastiidad. En diho aso, LDF oinide on DB sise aplia omo funi�on distania la dada por la m�etria de Mahalanobis.Cuando la normalidad no es aeptable, LDF es m�as robusto que QDF(V�ease Seber [96, pp. 297{300℄ para una evaluai�on omparativa detallada).EDF es un buena elei�on si las variables son ontinuas y su n�umero esgrande en omparai�on on las dimensiones de las muestras.Si el onjunto de variables disriminadoras ontiene variables ont��nuas,binarias y ualitativas, es adeuado LM si se puede aeptar normalidad delas variables ont��nuas para ada on�gurai�on. Presenta el inonvenientede requerir que la mayor��a de eldas (orrespondientes a ada on�gurai�onde las variables disretas) no sean va��as y de requerir enormes reursos om-putaionales uando las variables ualitativas presentan muhos estados, yaque debe desdoblarse ada una de estas variables en el n�umero neesario devariables binarias, y el n�umero de �alulos a realizar es de orden exponenialen el n�umero total de variables binarias resultante.LR permite tambien disriminai�on on variables mixtas, y es preferiblea LDF en estos asos. (V�ease Efron [40℄ y Press and Wilson [87℄). Losargumentos en favor de este m�etodo se basan en que si los par�ametros delmodelo se ajustan por m�axima verosimilitud, omo es el aso m�as freuente,proporiona una medida del ajuste del modelo a los datos, da una medida�able de la signi�ai�on de ada variable para la lasi�ai�on, y en general,tiene las ventajas propias de diha t�enia, notablemente la onsistenia,mientras que LDF no mejora neesariamente las prediiones uando reeel tama~no de la muestra. Obs�ervese que LDF se basa en la regla de m�aximaverosimilitud s�olo si se umplen las hip�otesis de ontinuidad, normalidad yhomosedastiidad para las variables disriminadoras.LR presenta tambi�en el problema menionado en el aso del LM derequerir un desdoblamiento interno de ada variable disreta en variablesbinarias, aunque en este aso el reimiento de reursos omputaionaleson el n�umero de variables es solamente polin�omio, en lugar de exponenial,omo en el LM. Tambi�en el algoritmo IRLS (Iteratively Reweighted LeastSquares) que se emplea usualmente en la estimai�on de par�ametros (e.g. enel PROC LOGISTIC de SAS) puede presentar problemas de inestabilidadnum�eria (V�ease Green [54℄).El m�etodo DB se basa en el heho que en muhas oasiones, el suponerque las variables x siguen una distribui�on de probabilidadF (x) dada, es unahip�otesis inadeuada o indemostrable, mientras que resulta natural asumir la



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 104existenia de una funi�on distania Æ (!; !0) que uanti�que el onoimientoque se tiene en ada problema onreto de lasi�ai�on de la proximidad osimilitud entre dos observaiones !, !0.Por ello, el m�etodo DB es todav��a apropiado en problemas omo la om-parai�on de �odigos (e.g. seuenias gen�etias en DNA), o el reonoimientode manusritos o de voz, asos en los uales inluso el suponer la existen-ia de una distribui�on de probabilidad para las variables del problema esuna hip�otesis arriesgada. V�ease Vald�es [100℄ y referenias itadas en dihoart��ulo.DB es m�as robusto que los m�etodos del tipo NN, pues, omo se muestraen la sei�on siguiente, la regla de deisi�on propuesta para lasi�ar unindividuo ! equivale a minimizar la distania de ! al individuo medio deada poblai�on �i en un espaio pseudo{eul��deo, lo que hae que sea menossensible a la presenia de outliers que dihos m�etodos.Adiionalmente, permite una estimai�on f�ail de la tasa de error, y enaso de onoerse probabilidades de asignai�on a priori , pueden inorporarseal modelo.Por �ultimo, los requerimientos omputaionales de DB son sensiblementemenores que LM y LR. El n�umero de ops ree uadr�atiamente on eltama~no de la muestra, linealmente on el n�umero de variables y, empleandolas distanias usuales, no aumenta on el n�umero de estados de las variablesualitativas, al no existir desdoblamientos internos en variables binarias. Eltama~no de la memoria (real o virtual) neesaria ree s�olo linealmente onel tama~no de la muestra (V�ease implementai�on del algoritmo en el ap��tulo6 de esta memoria).



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 1055.2 El m�etodo DB de lasi�ai�on5.2.1 M�etodo DB para muestrasComo se ha menionado en 1.6.3, si se dispone de un total de n = n1 + n2observaiones, siendo nk de �k, (k = 1; 2), las funiones disriminantespropuestas por Cuadras [24℄ para asignar una nueva observai�on ! son�k(! ) = 1nk nkXi=1 Æi2(k)� 1nk2 nkXi=1 nkXj=i Æi j2(k) (5.7)donde �(2)(k) = �Æ2i j(k)� es la matriz de uadrados de distanias de lasubpoblai�on �k, y Æ2i (k); (i = 1; : : : ; nk) los uadrados de las distaniasde ! a los nk individuos de esta subpoblai�on.Se asigna ! a la subpoblai�on k para la ual �k(! ) es m��nima.Considerando la representai�on eul��dea (o pseudo{eul��dea) asoiada ala on�gurai�on de interdistanias entre los nk indiv��duos de la muestra de�k, seg�un los teoremas 1.5.1 y 1.5.2 del ap��tulo 1, omprobamos a ontin-uai�on que esta regla de asignai�on orresponde a un riterio de m��nimadistania.Sea H(k) la matriz de entrado de dimensi�on (nk; nk), B(k) yX(k) omoen los teoremas itadosB(k) = H(k) � ��12�(2)(k)� �H(k) = X(k) �X(k)0Las �las xi(k) de X(k) ontienen los vetores que representan a los nk indi-viduos de la muestra de �k en un espaio Rp� iRq, donde i = p�1, p > 0,q � 0, p+ q = rang (B(k)) � nk � 1.El entroide x(k) = 1nk nkXi=1 xi(k)es el vetor nulo en esta representai�on, pero onvendr�a utilizarlo formal-mente.TEOREMA 5.2.1 La funi�on disriminante �k(!) de�nida en (5.7) es eluadrado de la distania entre el individuo a asignar y el entroide x(k)�k(! ) = Æ2 (! ; x(k))



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 106Demostrai�on: Sea x0 el vetor (�la) de Rp � iRq, orrespondi-ente al individuo ! . (Se ha alulado expl��itamente este vetorpara el aso eul��deo en la proposii�on 2.1.1; un resultado an�alogovale para el aso general no eul��deo, pero no haremos uso de esteresultado).kx0 � x(k) k2 ==  x0 � 1nk nkXi=1 xi(k)! �  x0 � 1nk nkXi=1 xi(k)!0= x0 � x00 � 2nk x0 �  nkXi=1 xi(k)!0 + 0= 1nk nkXi=1 �x0 � x00 � 2x0 � x0i�= 1nk nkXi=1 � (x0 � xi) � (x0 � xi)0 � xi � x0i�= 1nk nkXi=1 Æi(k) � 1nk tr (B(k))Finalmente, por la de�nii�on de B(k),�2 bi j(k) = Æ2i j(k)� 1nk si � 1nk sj + 1n2k Ddonde si es la suma de los elementos de la �la i de la matriz�(2)(k) y D(k) la suma de todos los elementos de �(2)(k). Enpartiular �2 bi i(k) = � 2nk si + 1n2k D(k)Por tanto tr (B(k)) = 12nk D(k)Sustituyendo se llega al enuniado.Obs�ervese que en este �alulo no se ha supuesto que �(k) seaeul��dea (si no lo es, los �alulos on los xi son entre n�umerosomplejos). 2Como orolario del teorema (5.2.1) resulta que si la muestra onsiste engrupos no solapantes (es deir, tales que la distania de ada individuoal entroide del grupo a que pertenee es menor que la distania de esteindividuo al entroide del otro grupo), entones la lasi�ai�on es perfeta.



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 1075.2.2 Estimai�on del errorEl estimador leave{one{out de la probabilidad de lasi�ai�on err�onea (Lahen-bruh [71℄) puede apliarse on failidad al m�etodo DB.Se alula esta estimai�on eliminando por turno ada individuo de lamuestra y asign�andolo a una u otra subpoblai�on seg�un la regla de deisi�onobtenida a partir de los restantes n� 1 individuos de la muestra.El resultado de esta operai�on puede expresarse mediante una matriz Cde lasi�ai�on, uyo elemento (r; s) es el n�umero de individuos del grupor que han sido asignados al grupo s por el algoritmo disriminante.El estimador leave{one{out de la probabilidad de lasi�ai�on err�oneaes entones 1n (1 2 + 2 1)Para el m�etodo DB, se realula la funi�on disriminante de la subpoblai�ona que pertenee el individuo eliminado (sea, a titulo de ejemplo, la primera)�1( i ) = 1n1 � 1ai � 1(n1 � 1)2 (D(1)� ai) (5.8)donde ai es la suma de distanias al uadrado de i a los restantes individuosde la primera subpoblai�on y D(1) se ha de�nido en la sei�on preedente.La segunda funi�on disriminante es�2( i ) = 1n2 bi � 1n22 D(2) (5.9)donde bi es la suma de distanias al uadrado de i a los individuos de lasegunda subpoblai�on.Comp�arese este �alulo on el equivalente para otros disriminadores:por ejemplo en LDF y QDF se debe realular la inversa de una matriz deovarianzas para ada uno de los n individuos de la muestra.5.2.3 M�etodo DB para variables aleatoriasSupongamos que las variables observadas siguen la distribui�on de probabil-idad Fk para la subpoblai�on �k (k = 1; 2). y que on respeto a una medidaadeuada �, la orrespondiente densidad de probabilidad es fk (k = 1; 2).Sea �0 el resultado de la observai�on sobre un individuo ! a asignar, yÆ una funi�on distania. La funi�on disriminante que generaliza (5.7) es�k(�0) = Z Æ2 (�0; �) fk(�) d� (�) � 12 Z Æ2 (�; �) fk(�) fk(�) d� (�) d� (�)= Hk 0 � 12 Hk (5.10)



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 108En la segunda igualdad,Hk 0 es el valor esperado en �k de la funi�on Æ2 (�0; �)(de la variable aleatoria �),Hk 0 = E�k hÆ2 (�0; �)iyHk es el valor esperado en �k��k de la funi�on Æ2 (�; �) de las dos variablesaleatorias �; �, independientes y on igual distribui�on FkHk = E�k��k hÆ2 (�; �)i (5.11)Nota 5.2.1 La exposii�on del m�etodo DB se ha realizado para el aso dedos muestras o poblaiones por laridad de notai�on. Apliando las modi-�aiones obvias en la notai�on, puede verse que es igualmente v�alido param�as de dos muestras o poblaiones.



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 1095.2.4 Propiedades b�asias del m�etodo DB1) En primer lugar observamos que la expresi�on Hk en (5.10) es una medidade la dispersi�on en la poblai�on �k y que Hk 0 es un promedio de las difer-enias entre el individuo ! a asignar y los individuos de �k. Considerandouna poblai�on �0 formada por el �unio individuo !, tenemos que H0 = 0, ypodemos esribir �k(!) = Hk 0 � 12 (Hk +H0) (5.12)Es deir, la funi�on disriminante es una diferenia de Jensen entre �k y �0.2) Si en ada poblai�on se observan dos vetores aleatorios independientesx, y para los que se tienen distanias Æ2x(x1; x2) y Æ2y(y1; y2), segun Oller[84℄, una manera natural de de�nir una distania entre los pares (x; y) quesea onsistente on la independenia de las variables x, y esÆ2 ((x1; y1); (x2; y2)) = Æ2x(x1; x2) + Æ2y(y1; y2)Con esta distania, vemos que, por la aditividad de la esperanza matem�atia,las funiones disriminantes �k(!) de (5.10), onstruidas teniendo en uentalas dos variables x, y son la suma de las �[x℄k y �[y℄k, onstruidas a partirde ada una de las variables por separado.3) El m�etodo DB permite la onsiderai�on de probabilidades a priori : Si !pertenee a �k on probabilidad a priori igual a qk, entones las funionesdisriminantes (5.10) deben sustituirse por�k(!) = Hk 0 � 12 Hk + 1qk � 1Vease Cuadras [28℄ para una justi�ai�on de esta f�ormula y una disusi�onde la relai�on entre estas funiones disriminantes y las (5.6) obtenidas dela regla de deisi�on de Bayes.5.2.5 Teorema de representai�onLa siguiente proposii�on, an�aloga al teorema (5.2.1) para muestras, permiteinterpretar el m�etodo DB omo una regla de m��nima distania.TEOREMA 5.2.2 Supongamos que ada poblai�on �k tiene una repre-sentai�on en un espaio vetorial mk{dimensional Emk (eul��deo o pseudo{eul��deo), es deir, que existen funiones k : �k �! Emk



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 110tal que para ada par (x; y) 2 �k � �k se veri�a queÆ2(x; y) = k k(x)�  k(y)k2Supongamos adiionalmente que existen los momentos� (k) = E �k ( k(x))�2 (k) = E �k � k(x)0 �  k(x)�Entones, la funi�on disriminante �k(!) para un individuo ! uya obser-vai�on es x0 viene dada por�k(!) = k k(x0)� �(k)k2Demostrai�on:Hk 0 = E�k(Æ2(x; x0))= E�k((s� s0)0 � (s� s0))siendo s =  (x) y s0 =  (x0)= E�k(s0 � s� 2 s00 � s+ s00 � s0)= �2(k)� 2 s00 � �(k) + s00 � s0An�alogamente, poniendo t =  (y), alulamosHk = E�k��k(Æ2(x; y))= E�k��k((s� t)0 � (s� t))= E�k��k(s0 � s� 2 s0 � t+ t0 � t)= 2 [�2(k)� (�(k))2℄on lo que al substituir en�k(!) = Hk 0 � 12 Hkobtenemos el enuniado. 2



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 1115.3 Distanias entre individuos para el modelo DB5.3.1 Aspetos generalesSeg�un la de�nii�on de las funiones disriminantes del modelo DB, puedeapliarse diho modelo siempre que se disponga de una funi�on distaniaentre individuos de ada subpoblai�on.Cada individuo u observai�on queda espei�ado por un onjunto x deoordenadas, que pueden agruparse en num�erias ontinuas, binarias, uali-tativas de tipo ordinal y ualitativas de tipo nominal (es deir, uya odi�-ai�on num�eria es puramente onvenional).Se requieren entones dos funiones distania, una para ada subpoblai�on,D1(xA; xB) D2(xA; xB)de modo que Di(xA; xB) sea la distania entre las observaiones xA y xB enel supuesto de perteneer ambas a la subpoblai�on i. Las funiones D1 yD2 pueden oinidir, lo que redunda en una onsiderable simpli�ai�on dela estimai�on del error de lasi�ai�on, seg�un veremos en el Cap��tulo 6 (6.3),al disponerse en este aso de una matriz de distanias global, pero esto noes una exigenia del modelo.No es preiso que la funi�on distania proeda de un modelo proba-bil��stio, ni que d�e lugar a una on�gurai�on eul��dea.Por ello hay gran exibilidad en la elei�on de funiones distania, quepueden elegirse entre la multitud de las desritas en la literatura, o bienprepararse una ad ho, seg�un la informai�on de que se disponga en adaaso onreto del signi�ado de las variables y de sus relaiones.Como ejemplo de distanias del primer tipo, tenemos las distanias entrevariables ontinuas, omo la distania eul��dea, las distanias de MinkowskiÆ (x; y) =  nXi=1 jxi � yijp!1=pdonde x = (x1; : : : ; xn), y = (y1; : : : ; yn) son las oordenadas de dos ob-servaiones x, y, y la distania Valor Absoluto estudiada en los ap��tulosanteriores.Si las oordenadas son s�olo binarias, se dispone tambien de gran antidadde distanias y oe�ientes de similaridad desritos en la literatura, omopor ejemplo, los de Jaard, Sokal y Sneath, Kulezynski, et.Cuando las variables son de tipo mixto, una funi�on distania muy em-pleada es la de Gower, ya menionada en el Cap��tulo 2 (2.11).Por �ultimo, omo ilustrai�on de otras funiones distania apliables enontextos onretos, podemos menionar la distania de Levenshtein (v�ease



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 112[100℄), empleada para medir las diferenias entre dos adenas de ar�ateres,que en su variante m�as simple puede desribirse omo el m��nimo n�umero desubstituiones, inseriones y eliminaiones de ar�ateres que hay que efetuarsobre una adena para obtener la otra. Un aso m�as general onsidera ostespre�jados para insertar y eliminar ada ar�ater del alfabeto empleado, ypara interambiar ada pareja de ar�ateres.5.3.2 Distania basada en eÆient soresSi se dispone de un modelo probabil��stio param�etrio para las observa-iones x, de�nido mediante una funi�on densidad p(x; �) dependiente de losn par�ametros � = (�1; : : : ; �n), las funiones distania entre individuos queresultan id�oneas son las que se deduen del estudio de la Geometr��a Rieman-niana de la variedad n{dimensional de los param�etros, uyo tensor m�etrioes la m�etria de Rao ), que en las oordenadas � se expresa por la matriz deinformai�on de FisherG� = �E �2 log p (X; �)�� � ��0 ! = E�� log p (X; �)�� � � log p (X; �)��0 �La distania entre las observaiones x1 y x2 se alula empleando loseÆient sores, de�nidos omo los vetores n{dimensionaleszi = ��� log p(xi; �)y se obtiene por Æ(x1; x2) = (z1 � z2)0 �G�1� � (z1 � z2) (5.13)(v�ease Cuadras [23℄, Oller [84℄, Mi~narro [79℄)5.3.3 Condiiones para una distania entre observaionesObservando que si se emplea la distania entre individuos basada en loseÆient sores para la poblai�on �k se umple queHk = E�k��k hÆ2 (Z1; Z2)i = E�k��k �(Z1 � Z2)0 �G�1 � (Z1 � Z2)�= 2E�k �Z 0 �G�1 � Z� = 2E�k � tr (G�1 � Z � Z 0)�= 2E�k � tr (G�1 �G)� = 2n (5.14)puede proponerse esta igualdad omo ondii�on de normalizai�on en el asode no disponer de un modelo param�etrio, siendo ahora n el n�umero devariables.



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 113Esta ondii�on se extiende al aso de tener n variables x que se agrupanen dos o m�as onjuntos de variables, desonoi�endose la estrutura de de-pendenia entre ellas. Un ejemplo freuente aparee si se tiene una mezlade variables ontinuas, binarias y ualitativas.La existenia de una distribui�on de probabilidad onjunta uyas marginalesson las de ada uno de los onjuntos es probada en Cuadras [29℄.En diho aso se puede proponer que la ondii�on de normalizai�on hade apliarse a ada onjunto de variables por separado, y �nalmente obtenerla distania al uadrado total omo suma de las distanias al uadrado om-ponentes, una vez normalizadas (v�ease Cuadras [27℄, [31℄).Esto es una generalizai�on natural del aso param�etrio, pues entonesla m�etria de Rao tiene la forma G1 00 G2 !y se veri�a (5.14) para G1 y G2 por separado, y la distania global aluadrado es la suma de los dos terminos orrespondientes a G1 y G2.



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 1145.4 Ejemplos on distribuiones onoidasComo apliai�on de (5.10), alulamos las funiones disriminantes paraalgunos asos de distribuiones l�asias, empleando omo distania entreindividuos la alulada a partir de (5.13)5.4.1 Distribui�on disreta �nita gen�eriaSupongamos que la variable observada sigue una distribui�on disreta �nitaon m estados, uyos par�ametros son (p1; : : : ; pm) en la poblai�on �1, y(q1; : : : ; qm) en la poblai�on �2.La funi�on de probabilidad en �1 esf(x) = pr si x = er (r = 1; : : : ;m)donde er = (0; : : : ; 0; 1 ; 0; : : : ; 0)"posii�on rUna expresi�on an�aloga, on q en lugar de p vale para �2.La distania entre dos individuos x = er, y = es en �1 (v�ease Mi~narro[79, pp. 66{67℄) se alula porÆ2 (x; y) = (1� Ær s) � 1pr + 1ps�Proposii�on 5.4.1 Las funiones disriminantes para un individuo ! onvalor observado x0 = er son�1(!) = 1� prpr �2(!) = 1� qrqrDemostrai�on: Calulamos �1. Cambiando p por q resulta �2�1 (!) == mXs=1�(1� Ær s) � 1pr + 1ps�� ps �� 12 mXs=1 mXt=1�(1� Æs t)� 1ps + 1pt�� pspt= 1� prpr + (m� 1)� 12  mXs=1 mXt=1(1� Æs t) (ps + pt)!= 1� prpr + (m� 1)� 12  mXs=1(1� ps) + mXt=1(1� pt)!= 1� prpr2



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 115En onseuenia, se asignar�a ! a la subpoblai�on �1 si�1(!) < �2(!) () pr > qr5.4.2 Distribui�on multinomialSea x = (x1; : : : ; xm) una variable aleatoria on distribui�on multinomial,de par�ametros n y p = (p1; : : : ; pm).Los xi son enteros positivos o nulos on Pmi=1 xi = n, los par�ametros pison n�umeros reales en el intervalo [0; 1℄, veri��andose que Pmi=1 pi = 1La funi�on de probabilidad de x esf(x=n; p) = n!x! pxdonde se han empleado las notaionesx! � mYi=1 xi! y px � mYi=1 pxiiEmplearemos la distania entre individuos para esta distribui�on dada porMi~narro [79, p�ag. 66℄ Æ2(x; y) = 1n mXi=1 (xi � yi)2piConsideramos el problema de asignar a una de las poblaiones �1, �2 unindividuo ! para el que se ha observado el valor u = (u1; : : : ; um) siendo lospar�ametros n y p = (p1; : : : ; pm) en �1, y n y q = (q1; : : : ; qm) en �2.Proposii�on 5.4.2 Las funiones disriminantes oiniden on el l�asioestad��stio �2 de K. Pearson en ada una de las poblaiones. Es deir:�1(!) = mXi=1 (ui � npi)2npi �2(!) = mXi=1 (ui � n qi)2n qi



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 116Demostrai�on:Calulamos �1(!). El mismo �alulo sirve para �2(!), am-biando p por q.H1 0 = E �Æ2(u; x)�= 1n mXi=1 1pi E �u2i � 2ui xi + x2i �omo ada marginal xi es B(n; pi), resulta= 1n mXi=1 1pi �u2i � 2ui npi + npi (1� pi) + n2 p2i �= 1n mXi=1 u2ipi � n+ (m� 1)H1 = E �Æ2(x; y)� = 1n mXi=1 1pi E �x2i � 2xi yi + y2i �= 1n mXi=1 2pi (npi (1� pi))= 2 (m� 1)Finalmente, sustituyendo en �1(!) = H1 0 � (1=2)H1, yagrupando t�erminos, se llega al enuniado. 25.4.3 Distribui�on multinomial negativaSea x = (x1; : : : ; xm) una variable aleatoria on distribui�on multinomialnegativa, de par�ametros r y p = (p1; : : : ; pm).Los xi son enteros positivos o nulos, r es un entero positivo, los pi sonn�umeros reales en el intervalo [0; 1℄, veri��andose que Pmi=1 pi < 1



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 117La funi�on de probabilidad de x esf(x=p; r) = (jxj+ r � 1)!x! (r � 1)! px (1� jpj)rdonde se han empleado las notaionesx! � mYi=1xi! px � mYi=1 pxiijxj � mXi=1 xi y jpj � mXi=1 piEmplearemos la distania entre individuos para esta distribui�on dada porMi~narro [79, p�ag. 67℄Æ2 (x; y) = 1� jpjr " mXi=1 1pi (xi � yi)2 � (jxj � jyj)2#Consideramos el problema de asignar a una de las poblaiones �1, �2 unindividuo ! para el que se ha observado el valor u = (u1; : : : ; um) siendo lospar�ametros p = (p1; : : : ; pm) en �1, y q = (q1; : : : ; qm) en �2, on igual r enambas poblaiones.Para el �alulo de las funiones disriminantes neesitamos usar la sigu-iente propiedadLema 5.4.1 Si x = (x1; : : : ; xm) es multinomial negativa on par�ametrosp = (p1; : : : ; pm) y r, entones� Cada marginal xi es binomial negativa, on parametros r yp0i = pi1� jpj+ p1� La suma jxj es binomial negativa, on par�ametros r y jpjDemostrai�on: La funi�on arater��stia de la distribui�on multi-nomial negativa es (t=p; r) = � 1� jpj1�Pmk=1 pk exp(i tk)�r (5.15)donde t = (t1; : : : ; tm), y i = p�1.



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 118Haiendo t1 = � � � = tm�1 = 0 obtenemos la funi�on ara-ter��stia de la marginal tm. (tm=p; r) == � 1� jpj1� jpj+ pm � pm exp(i tm)�r = � 1� p0m1� p0m exp(i tm)�rque es la funi�on arater��stia de una distribui�on binomial neg-ativa. Por simetr��a tenemos las dem�as marginales.La distribui�on de la suma jxj se obtiene por reurrenia:Consideramos las variables yi de�nidas poryi = xi (1 � i � m� 2)ym�1 = xm�1 + xmSe obtiene en primer lugar la distribui�on onjunta de las y, queresulta ser multinomial negativa on los par�ametrosp0i = pi (1 � i � m� 2)p0m�1 = pm�1 + pmEsto puede verse empleando la variable auxiliarym = xmy efetuando el ambio de variables x �! y. El ambio inversoes xi = yi (1 � i � m� 2)xm�1 = ym�1 � ymxm = ymHay que notar que el reorrido de la variable ym es el intervalo[0; ym�1℄.La funi�on de probabilidad onjunta de las y esf(y(m� 1); ym) == (jy(m� 1)j+ r � 1)!y(m� 2)! (ym�1 � ym)! ym! (r � 1)! �� (1� jpj)r p(m� 2)y(m�2) pym�1�ymm�1 pymmdonde la notai�on y(m � 1) se emplea para indiar el vetor(y1; : : : ; ym�1), y notaiones an�alogas se interpretan de la mismamanera.



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 119Finalmente se alula la marginal de y(m� 1), sumando paratodos los valores de ym, de 0 a ym�1. 2Como onseuenia del lema, tenemosE (xi) = r pi1�jpjE �x2i � = r pi1�jpj + r (r+1) p2i(1�jpj)2E (jxj) = r jpj1�jpjE �jxj2� = r jpj (1+rjpj)(1�jpj)2Proposii�on 5.4.3 La funi�on disriminante para �1 es�1(!) = 1� jpjr " mXi=1 u2ipi + r21� jpj � (juj+ r)2#La funi�on disriminante para �2 se obtiene ambiando p por q en estaexpresi�on.



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 120Demostrai�on: H1 0 == 1� jpjr " mXi=1 1pi E �u2i � 2ui xi + x2i ��E �juj2 � 2 juj jxj + jxj2�i= 1� jpjr " mXi=1 1pi (u2i � 2ui r pi1� jpj + r pi1� jpj + r(r + 1) p2i(1� jpj)2 )� �juj2 � 2 juj r jpj1� jpj + r jpj (1 + r jpj)(1� jpj)2 ��= 1� jpjr " mXi=1 u2ipi � 2 r juj1� jpj + rm1� jpj + r (r + 1) jpj(1� jpj)2 � juj2++2 r jpj juj1� jpj � r jpj (1 + r jpj)(1� jpj)2 �= m+ 1� jpjr " mXi=1 u2ipi + r21� jpj � (juj+ r)2#An�alogamente, H1 == 1� jpjr " mXi=1 1pi E �x2i � 2xi yi + y2i ��E �jxj2 � 2 jxj jyj + jyj2�#= 1� jpjr " mXi=1 2pi  r pi1� jpj + r (r + 1) p2i(1� jpj)2 � r2 p2i(1� jpj)2!� 2 r jpj(1� jpj)2 #= 2 1� jpjr � rm1� jpj + r jpj(1� jpj)2 � r jpj(1� jpj)2 �= 2m 25.4.4 Distribui�on normal univarianteSea x = (x1; : : : ; xm) una muestra aleatoria simple de una variable normalunivariante N (�; �).Emplearemos la distania entre individuos para esta distribui�on dadapor Mi~narro [79, p�ag. 68℄



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 121
Æ2 (x; y) = m2�4 h2�2(x� y)2 + (S02x � S02y)2idonde x = 1m mXi=1 xiS02x = 1m mXi=1(xi � �)2 = �2m mXi=1�(xi � �)� �2 � �2m QxLa variable aleatoria x tiene distribui�on N(�; �=pm), y Qx tiene dis-tribui�on �2 (m).Consideramos el problema de asignar a una de las poblaiones �1, �2un individuo ! para el que se ha observado el valor u = (u1; : : : ; um). Lospar�ametros � y � son distintos en las dos poblaiones, pero omo no ten-emos que esribirlos simult�aneamente, omitiremos sub��ndies, entendi�endoseque las f�ormulas obtenidas han de apliarse por separado a ada poblai�on,sustituyendo los valores pertinentes de los par�ametros.Proposii�on 5.4.4 La funi�on disriminante orrespondiente a la pobla-i�on �k, en la que los par�ametros son (�; �) es�k(!) = m2�4 h2�2(u� �)2 + (S02u � �2)2iDemostrai�on:Hk 0 == m�2 E �u2 � 2u x+ x2�+ 12m E �Q2u � 2QuQx +Q2x�= m�2  u2 � 2u�+ �2m + �2! ++ 12m �Q2u � 2Qum+m2 + 2m�= 2 + m�2 (u� �)2 + 12m(Qu �m)2Hk = m�2 E �x2 � 2x y + y2�+ 12m E �Q2x � 2QxQy +Q2y�= m�2 2  �2m!+ 12m 2 (2m)= 42



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 1225.4.5 Distribui�on normal multivariante on � onoidaSea x una variable aleatoria m{dimensional on distribui�on N (�1;�) en�1 y distribui�on N (�2;�) en �2.La distania entre dos individuos uyas observaiones son x, y se alulapor la expresi�on (formalmente id�entia a la distania de Mahalanobis entrepoblaiones, v�ease Mi~narro [79, pp. 70{71℄)Æ (x; y) = (x� y)0 ���1 � (x� y) (5.16)Proposii�on 5.4.5 Las funiones disriminantes para un individuo ! uyaobservai�on �es x0 son�k(!) = (x0 � �k)0 ���1 � (x0 � �k) k = 1; 2Demostrai�on:Hk 0 = E�k �(x� x0)0 ���1 � (x� x0)�haiendo x� x0 = (x� �k) + (�k � x0)= E�k �(x� �k)0 ���1 � (x� �k)+2 (�k � x0)0 ���1 � (x� �k) ++ (�k � x0)0 ���1 � (�k � x0)�= m+ (�k � x0)0 ���1 � (�k � x0)Hk = E�k��k �(x� y)0 ���1 � (x� y)�haiendo x� y = (x� �k) + (�k � y)= E�k��k �(x� �k)0 ���1 � (x� �k)+2 (x� �k)0 ���1 � (�k � y) ++ (y � �k)0 ���1 � (y � �k)�= 2m2



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 1235.5 Distanias entre poblaiones5.5.1 Distania basada en la diferenia de JensenSi se dispone de una distania entre individuos global, de forma que seaposible alular la distania entre dos individuos, uno de ada subpoblai�on,puede proponerse una distania entre poblaiones a partir de una distaniaentre individuos, por la diferenia de Jensen�1 2 = H1 2 � 12 (H1 +H2) (5.17)donde los Hk son, omo en (5.11)Hk = E�k��k hÆ2 (�; �)iy H1 2 se de�ne por H1 2 = E�1��2 hÆ2 (�; �)iPara una muestra de n = n1+n2 individuos, la expresi�on orrespondientees b�1 2 = bH1 2 � 12 ( bH1 + bH2) (5.18)donde ahora los bH1, bH2, bH1 2 se alulan omo medias de las ajas de lamatriz (n; n) de distanias global �(2).bH1 = 1n21 D1 1 bH2 = 1n22 D2 2 bH1 2 = 1n1 n2 D1 2 (5.19)siendoD1 1 = n1Xi=1 n1Xj=1 Æi j D1 2 = n1Xi=1 nXj=n1+1 Æi j D2 2 = nXi=n1+1 nXj=n1+1 Æi j(5.20)Si se ha empleado una distania no param�etria, omo por ejemplo, ladistania de Gower o la distania Valor Absoluto, la matriz de distaniasglobal �(2) aparee de modo natural.Si se tiene un modelo param�etrio para �1 y �2, y se dispone de ladistania de Rao entre las dos poblaiones, �esta ser�a la distania �optimaentre las dos poblaiones.Pero en general, la distania de Rao entre las poblaiones no es ae-sible, o presenta graves problemas omputaionales. En estos asos puedereurrirse a (5.17) de�niendo de alg�un modo apropiado la distania entre unindividuo x de �1 y un individuo y de �2, por ejemplo omo un promedio



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 124entre la distania entre x, y onsiderados ambos en �1 y la distania entrex, y onsiderados ambos en �2.La expresi�on (5.18) puede interpretarse en t�erminos de una representai�oneul��dea (o pseudo{eul��dea) de modo an�alogo a la interpretai�on dada enel teorema (5.2.1) de las funiones disriminantes.Tenemos ahora una representai�on om�un : �1 [ �2 �! Emdonde, en general, Em = Rp � iRq, (p+ q = m � n� 1, veri��andose queÆ2(x; y) = k (x) �  (y)k2para ualquier par de individuos de la muestra onjunta. Como es usual,empleamos la desomposii�onB = H � (�12� (2)) �H = X �X 0siendo H la matriz de entrado n{dimensional. Las �las xi de X on-tienen los vetores de Em que representan a los n individuos de la muestra.Suponemos que las n1 primeras �las orresponden a �1 y las n2 �las om-prendidas entre la n1 + 1 y la n a �2.Tendremos los dos entroidesx(1) = 1n1 n1Xi=1 xi x(2) = 1n2 nXi=n1+1 xiPodemos ahora enuniar el teorema que da la interpretai�on de (5.18)TEOREMA 5.5.1 b�1 2 = kx(1)� x(2)k2Demostrai�on:kx(1) � x(2)k2 = x(1) � x(1)0 + x(2) � x(2)0 � 2x(1) � x(2)0Teniendo en uenta que bi j = xi �x0j, y empleando para las sumasde ajas de B expresiones an�alogas a las de�nidas en (5.20) parala matriz �(2), resultakx(1)� x(2)k2 = 1n21 B1 1 + 1n22 B2 2 � 2n1 n2 B2 2 (5.21)



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 125Ahora, puesto que�2 bi j = Æ2i j � 1n si � 1n sj + 1n2 D(siendo s el vetor que ontiene las sumas de las �las (o olumnas)de �(2) y D la suma de todos los elementos de esta matriz),tenemos�2 n1Xi=1 bi j = n1Xi=1 Æ2i j � 1n (D1 1 +D1 2)� n1n sj + n1n2 D�2 nXi=n1+1 bi j = nXi=n1+1 Æ2i j � 1n (D2 2 +D1 2)� n2n sj + n2n2 DDe estas igualdades resultaB1 1 = n1 � n22n D1 1 + n1n D1 2 � n212n2 DB2 2 = n2 � n12n D2 2 + n2n D1 2 � n222n2 D�2B1 2 = �n2n D1 1 � n1n D2 2 � n1 n2n2 Dy al substituir estas expresiones en (5.21) se llega al enuniado.2La f�ormula (5.18) es, al igual que todo el m�etodo DB, f�ailmente gener-alizable al aso de disponer de k > 2 subpoblaiones, dando lugar en dihoaso, a una matriz �P (2) de dimensi�on (k; k) on las distanias entre adapar de subpoblaiones.Sometiendo esta matriz a Multidimensional Saling, se llega a una rep-resentai�on eul��dea, que puede onsiderarse un an�alogo no param�etrio delAn�alisis Can�onio de Poblaiones para poblaiones normales (v�ease, porejemplo Cuadras [20℄), y de heho produe resultados oinidentes uandoes apliable este an�alisis.Esto es onseuenia de la siguienteProposii�on 5.5.1 Supongamos que las poblaiones �i son normales, on� om�un onoida, y que se emplea la distania entre individuos (5.16)(basada en eÆient sores).Entones la distania �i j entre las poblaiones �i, y �j oinide on ladistania de Mahalanobis. En partiular, la matriz �2P de distanias entrepoblaiones es eul��dea.



CHAPTER 5. AN �ALISIS DISCRIMINANTE BASADO ENDISTANCIAS 126Demostrai�on:Ya se ha visto que Hi = Hj = 2m, siendo m el n�umero devariables. Calulamos ahoraHi j == E�i��j hÆ2 (x; y)i= E�i��j �(x� y)0 ���1 � (x� y)�= E�i��j �x0 ���1 � x + y0 ���1 � y � x0 ���1 � y � y0 ���1 � x�El primer sumando dentro del par�entesis estr (��1 � x � x0)por lo que su valor esperado es igual am+ �i ���1 � �iAn�alogamente on el segundo sumando. Sustituyendo, resultaHi j = 2m+ (�i � �j)0 ���1 � (�i � �j)y �nalmente �i j = (�i � �j)0 ���1 � (�i � �j)2La equivalenia entre Coordenadas Can�onias y Coordenadas Prinipalesde la distania de Mahalanobis se debe a Gower [49℄, y una generalizai�on alaso de representai�on an�onia de funiones param�etrias estimables puedeverse en Cuadras [19℄.En onseuenia, obtenemos un m�etodo de representai�on de poblaionesbasado en distanias on las ventajas de los m�etodos DB (puede apliarse sinhip�otesis sobre la distribui�on de probabilidad de los datos y on variablesmixtas), que puede onsiderarse una extensi�on del An�alisis Can�onio dePoblaiones l�asio.A diferenia de �este, no se dispone de regiones on�deniales para losentroides de las poblaiones. Sin embargo, seg�un veremos en la sei�on 6.4del Cap��tulo 6, la expresi�on (5.18) es espeialmente adeuada para obtenerpor el m�etodo bootstrap, una estimai�on de la funi�on de distribui�on de ladistania entre dos poblaiones, y de ella, intervalos de on�anza para estadistania.
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CHAPTER 6. ASPECTOS COMPUTACIONALES Y EJEMPLOS 1286.1 Consideraiones generalesEn este ap��tulo se desriben algunos aspetos de la implementai�on de losm�etodos DB.De la desripi�on de estos m�etodos se puede observar que las implementa-iones son, en prinipio, de programai�on simple en omparai�on on otrosm�etodos de funionalidad pareida, al no ontener algoritmos iterativos nidi�ultades espeiales on matries quasi{singulares.Por ello no ser�a neesario inluir listados ompletos de programas. Enlugar de ello se disutir�an espeialmente algunos puntos relevantes y posi-blemente no obvios de los algoritmos.Los programas que implementan los m�etodos DB han sido publiados[5℄, y forman el n�uleo del paquete de programas MULTICUA .Quiz�as el aspeto m�as importante que abe onsiderar es la neesidadde gran apaidad de almaenamiento.En primer lugar, para mantener una matriz de distanias de orden igualal n�umero de individuos. (Para poner un ejemplo, para 1500 individuosse requieren unos 9 Megabytes de almaenamiento, on n�umeros de puntootante en doble preisi�on).Este problema se presenta solamente en el aso de la Regresi�on DB o enla estimai�on bootstrap de la distribui�on de las distanias entre poblaiones,pues, omo se ver�a en la sei�on 6.3, para el An�alisis Disriminante DB no seneesitan en realidad los elementos individuales de la matriz de distanias.Tambien se requiere onsiderable antidad de memoria si se desea al-maenar la matriz Y de dimensi�on (n; p) onteniendo las oordenadas dela muestra. Esta es la solui�on m�as e�iente en aso de ser posible, puespara alular la matriz de distanias se debe aeder a todos los pares deindividuos.Para la mayor parte de los �alulos, el almaenamiento de Y no es unproblema tan grave, al reer s�olo linealmente on n, pero si el n�umero devariables o de individuos se hae muy grande, se debe reurrir a un �heroen un dispositivo externo. En este aso es totalmente impresindible asignardos bu�ers distintos al �hero para poder aeder r�apidamente a pares deregistros alejados f��siamente.



CHAPTER 6. ASPECTOS COMPUTACIONALES Y EJEMPLOS 1296.2 Implementai�on del modelo de regresi�on DBEste m�etodo presenta m�as di�ultades que el disriminante. No por el tipode �alulo a realizar, una diagonalizai�on, que posiblemente sea el problemamejor estudiado en An�alisis Num�erio, sino por las dimensiones impliadas.En primer lugar, se requiere la presenia individual de todos los ele-mentos de la matriz de distanias o de la matriz B a diagonalizar, de igualdimensi�on. Adem�as, se neesitan (al menos algunos de) los vetores propiosde B.Por ello, si se exige tener en memoria tanto la matriz a diagonalizar omolos vetores propios, se restringe la apliai�on a problemas muy peque~nos (om�aquinas muy grandes).Se dedue la neesidad de implementar algoritmos de diagonalizai�onout{of{ore, sea del tipo Lanzos o del tipo Householder por bandas (v�easeGolub y Van Loan [46℄). Es deir, se alula la matriz de distanias, guardan-dose en un dispositivo externo. A partir de ella se obtiene la matriz B, quetambien se guarda en un dispositivo externo, y �nalmente se alulan ve-tores propios sin que en ning�un momento estas matries existan ompletasen memoria.Estos algoritmos de diagonalizai�on son en prinipio pariales, es deir,obtienen solamente algunos de los valores y vetores propios.Conretamente, en las implementaiones utilizadas, los Lanzos pro-duen pares (valor propio/vetor propio) seg�un alg�un riterio preestableido,por ejemplo, los orrespondientes a los mayores valores propios, mientras queel algoritmo Householder por bandas produe todos los valores propios, y apartir de ellos se pueden obtener vetores propios seg�un petii�on.Aunque usualmente no se emplea el modelo global (on todas las oor-denadas prinipales omo variables regresoras) sino que, seg�un se disuteen [25℄, se alula la regresi�on on un n�umero de oordenadas prinipalespeque~no en omparai�on on el n�umero de individuos de la muestra, la se-lei�on de las oordenadas a utilizar omo variables regresoras es seg�un elriterio de mayor orrelai�on on la variable dependiente.En la pr�atia, esta ondii�on impone alular todos los vetores propiosy por tanto, limita enormemente la elei�on de algoritmo. De los algoritmosout{of{ore a que se ha tenido aeso, solamente el Householder por bandasumple el requerimiento.Atualmente est�a en estudio un riterio para seleionar las variablesregresoras teniendo en uenta solamente los valores propios. Si este riteriose muestra e�az, permitir�a emplear los algoritmos Lanzos, muho m�ase�ientes.



CHAPTER 6. ASPECTOS COMPUTACIONALES Y EJEMPLOS 1306.3 Implementai�on del An�alisis Disriminante DBComo se ha menionado en la nota 5.2.1, en la exposii�on del modelo DBde An�alisis Disriminante se han usado dos subpoblaiones s�olo por omo-didad de notai�on. Naturalmente, la implementai�on de este m�etodo se harealizado para un n�umero arbitrario k de subpoblaiones, limitado por laapaidad del ordenador.En este apartado se disuten algunos detalles del algoritmo, on espeial�enfasis en las neesidades de memoria.Si se desea solamente asignar nuevas observaiones a una de k subpobla-iones, es su�iente alular iniialmente las sumas de distanias internas deada subpoblai�on, y asignar seuenialmente ada nueva observai�on al-ulando el vetor de distanias a las n observaiones de las k muestras. Portanto, en este aso es su�iente asignar memoria para este vetor.Si se desea haer una estimai�on de la probabilidad de error de asignai�onpor el m�etodo leave{one{out no ser��a e�iente realizar todo el proeso an-terior para ada individuo, pues ello equivaldr��a a repetir muhas vees el�alulo de ada distania entre ada par.El aso m�as senillo aparee uando se elige una funi�on global omodistania entre individuos, tal omo la distania valor absoluto, o la deGower, de manera que se puede alular una matriz global de distaniasal uadrado D para el onjunto de las dos subpoblaiones, que se puedeonsiderar subdividida en ajasD = (D��) 1 � �; � � ksiendo D�� de dimensi�on (n�; n�).Si el n�umero total de individuos es peque~no, de forma que se puedaalmaenar la matriz D ompleta (es deir, el tri�angulo superior) en memoria,el �alulo orrespondiente a eliminar el individuo i y asignarlo seg�un lasfuniones disriminantes obtenidas de los restantes equivale a extraer la �la(olumna) d(i) orrespondiente a este individuo en D y alular las sumasai(�) =Xj d(i)jdonde j reorre los ��ndies de la subpoblai�on �. A ontinuai�on se obtienenla funiones disriminantes omo en las f�ormulas (5.8) y (5.9).Esto no es pr�atio si el n�umero de individuos es grande de modo que lamatriz D no pueda mantenerse en memoria. Obs�ervese adem�as que apartedel aumento de tiempo de �alulo debido a los aesos a diso o inta, estealgoritmo obligar��a a almaenar la matriz desplegada (es deir, los dos trian-gulos) en el dispositivo externo, de modo que el aeso a las �las individuales



CHAPTER 6. ASPECTOS COMPUTACIONALES Y EJEMPLOS 131no sea extremadamente ine�iente, omo ourrir��a de tener s�olo la mitad deella, al quedar los elementos ontiguos de una misma �la en posiiones dis-tantes entre s��, seg�un se muestra en el diagrama1 2 4 7 11 : : :3 5 8 12 : : :6 9 13 : : :10 14 : : :15 : : :: : :y por esta misma raz�on, se tendr��a que alular dos vees la distania entreada par de individuos, una para la posii�on (i; j) y otra para la (j; i).La solui�on a este problema onsiste en no almaenar la matriz D sinosolamente una matriz DIP de dimensi�on (n; k) de�nida porDIP (i; �) = Suma de las distanias del individuo ia todos los individuos de la poblai�on �que podemos suponer que abe en memoria en todos los asos.A partir de ella se obtiene, para ada �, la suma D(�) de todas lasdistanias internas de la poblai�on �, sumando los elementos perteneientesa diha poblai�on de la olumna �.Los elementos ai(�) neesarios para la estimai�on del error de asignai�onson los elementos de la �la i de DIP . [Estos equivalen a los ai, bi en lanotai�on para dos poblaiones de la sei�on 5.2.2 del Cap��tulo 5℄.Un �ultimo detalle a tener en uenta para alular la matriz DIP es quees su�iente alular una sola vez la distania entre ada par de individuos,empleando el siguiente algoritmo:1. Iniializar DIP a 02. Reorrer seuenialmente la lista de los 12 n (n� 1) pares (i; j) de in-dividuos distintos, alulando la distania al uadrado d(i; j)3. Sumar d(i; j) a las posiiones DIP(i; p(j)) y DIP(j; p(i)), siendop(i) = Poblai�on a que pertenee i



CHAPTER 6. ASPECTOS COMPUTACIONALES Y EJEMPLOS 132Si no existe una distania global entre todos los individuos, se puedemodi�ar el m�etodo anterior para este aso. Obs�ervese, sin embargo, que serequerir�an k matries del tipo DIP .Finalmente, para el aso param�etrio, en que las oordenadas de los in-dividuos se reemplazan por los eÆient sores, no se emplea tampoo lamatriz de distanias, ni una matriz DIP , pues al ser bilineal la f�ormulade la distania entre dos individuos, las f�ormulas para las funiones dis-riminantes se simpli�an, dando lugar a expresiones pareidas a las deldisriminador uadr�atio, omo en el aso de poblaiones on distribui�onnormal multivariante on � onoida (Proposii�on 5.4.5 del Cap��tulo 5).La mayor di�ultad aparee para haer una estimai�on de la probabilidadde error por el m�etodo leave{one{out , pues al eliminar un individuo deuna sub{muestra se deben realular para �esta las estimaiones m�aximo{veros��miles de los par�ametros, los eÆient sores y en general tambi�en lamatriz de la m�etria y su inversa. Posiblemente en este aso ser��a m�asasequible alg�un otro estimador de la probabilidad de error, omo el basadoen bootstrap.



CHAPTER 6. ASPECTOS COMPUTACIONALES Y EJEMPLOS 1336.4 Estimai�on bootstrap de la distania entre pobla-ionesSe parte de una muestra de n individuos perteneientes a k poblaiones�1; : : : ; �k, on vetor (n1; : : : ; nk) de n�umero de individuos en ada poblai�ononoido y onstante.Suponemos dada una funi�on distania global, que permite llegar a unamatriz �(2) de dimensi�on (n; n) de distanias al uadrado entre los indi-viduos. A partir de ella se obtiene una matriz b� de dimensi�on (k; k) dedistanias entre las poblaiones de la diferenia de Jensenb��� = bH�� � 12 ( bH�� + bH� �)donde bH�� = 1n� n� Xi2I� Xj2I� Æ2i j (1 � �; � � k)y I� es el subonjunto de [1; n℄ orrespondiente a los indies de los individuosde ��.Se propone el problema de realizar, por el m�etodo bootstrap, una esti-mai�on de las funiones de distribui�on de los elementos de la matriz b�.En este apartado se exponen los puntos relevantes del algoritmo em-pleado para este �alulo, y en espeial, la t�enia empleada para sortear ladi�ultad de las grandes dimensiones impliadas.El m�etodo onsiste en realizar una suesi�on de B remuestreos del total den individuos, ada uno de ellos obtenido por onatenai�on de remuestreosrealizados en ada poblai�on por separado. Se mantienen onstantes losn�umeros n�. Dentro de ada poblai�on, un remuestreo viene determinadopor una permutai�on (on repetii�on) del onjunto de individuos que laforman.Para ada remuestreo se evaluan las matries �(2) y b�. Finalmente seobtiene la funi�on de distribui�on emp��ria para ada elemento de b�.Dado que ada remuestreo onsiste en individuos de la muestra original,todos los elementos de la nueva matriz�(2) ya existen en alguna posii�on dela iniial, por lo que paree superuo realularlos, y m�as razonable leerlossimplemente de esta posii�on.La gran dimensi�on de �(2) fuerza a guardarla en un dispositivo externo,preferentemente de tipo seuenial por razones de e�ienia. Como el ele-mento (i; j) de la nueva matriz �(2), orrespondiente al remuestreo dadopor la permutai�on p, se enuentra en el lugar (pi; pj) de la matriz iniial,la apliai�on de este algoritmo exige un dispositivo de aeso aleatorio (esdeir un �hero en diso), y adem�as, dar��a lugar a una atividad de la abezaletora que destruir��a f��siamente la unidad en breve plazo.



CHAPTER 6. ASPECTOS COMPUTACIONALES Y EJEMPLOS 134La solui�on que se ha enontrado se basa en el heho que la ordenai�onde individuos dentro de ada poblai�on no inuye en el resultado (la matrizb�). Por tanto podemos representar ada remuestreo b en ada poblai�on ��omo un vetor de multipliidades �� b on n� elementos.El vetor de multipliidades orrespondiente a la muestra original es el(1; : : : ; 1)Los suesivos remuestreos se generan omo vetores �� b uyos elementostienen una distribui�on multinomial de dimensi�on n�, suma de freueniasn�, y vetor de probabilidades� 1n� ; : : : ; 1n��Veamos que a partir de los vetores de multipliidades es posible alularlos bH�� orrespondientes al remuestreo b on solamente una sola leturaseuenial de los n (n� 1)=2 elementos de �(2). El proeso es omo sigue:1) Se iniializan a 0 los bH�� .2) Se reorren por orden los elementos de �(2). El elemento (i; j) debeser sumado a bH�� on una multipliidad m (i; j) que se alula porm(i; j) = 8>>>>>>><>>>>>>>: �� i� �� j� si � 6= ��2� i� si � = � y i = j2�� i� �� j� si � = � y i 6= jsiendo i� un ��ndie que var��a de 1 a n� y da el n�umero de orden dentro de�� del individuo i{�esimo de la muestra onjunta. La relai�on entre los dos��ndies es i = X� <�n� + i�De esta manera ada remuestreo requiere una sola letura de la matriz dedistanias, siendo el tiempo de �alulo empleado muy razonable. Por ejem-plo, en un ordenador personal on proesador 80486 a 33MHz, un �aluloon 1000 remuestreos sobre una matriz de distanias de n = 150 individuos(el ejemplo de la sei�on siguiente), ha empleado 2 minutos y 10 segundos.Puede verse adem�as que este algoritmo es suseptible de ulterior opti-mizai�on, al ser f�ailmente vetorizable, realizando simult�aneamente variosremuestreos (es deir alulando varios vetores de multipliidades) paraada letura de la matriz �(2).



CHAPTER 6. ASPECTOS COMPUTACIONALES Y EJEMPLOS 1356.5 Ejemplos de apliai�on de modelos DB6.5.1 Regresi�on DBComo ilustrai�on del m�etodo de regresi�on DB trataremos un problema deordenai�on temporal de di�alogos de Plat�on itado por Mardia et al. [78,p�ag. 313℄ y proedente del trabajo de Cox y Brandwood [16℄. Estos autoresemplean t�enias de An�alisis Disriminante (m�etodo ML) para proponer unasolui�on.El problema onsiste en ordenar ronol�ogiamente los siete di�alogos LaRep�ublia, Las Leyes, Critias, Filebo, El Pol��tio, El So�sta y Timeo, de losuales se onoe solamente que La Rep�ublia es el primero, y Las Leyes esel �ultimo.El an�alisis debe basarse en medidas del estilo. Conretamente, se disponede una tabla que registra para ada obra las freuenias de aparii�on omoino �ultimas s��labas de una frase de ada uno de las 25 = 32 posibles ombi-naiones de s��labas largas y ortas. Se supone que estas medidas evoluionanon el tiempo y que de su estudio se puede deduir la ordenai�on ronol�ogiade las obras.Hemos empleado para este an�alisis el modelo de regresi�on DB, on dis-tania valor absoluto, tomando suesivamente omo valores de la variabledependiente ada permutai�on de los n�umeros 1 a 7, (on los 1 y 7 �jados aRep�ublia y Leyes, respetivamente, seg�un las espei�aiones dadas).Se toma el oe�iente de determinai�on omo medida de adeuai�on entreuna ordenai�on dada y las 32 medidas de que se dispone para ada obra.
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CHAPTER 6. ASPECTOS COMPUTACIONALES Y EJEMPLOS 136La �gura es la representai�on gr�a�a de las dos primeras CoordenadasPrinipales obtenidas de los datos on la distania Valor Absoluto. Estean�alisis proporiona los siguientes porentajes aumulados de variabilidadpara los uatro primeros ejes prinipales34:11 54:13 69:61 81:91La �gura, junto on la onsiderai�on de los porentajes de variabilidad,muestran que la aproximai�on unidimensional es muy de�iente, y de hehomuestran que para tener un buen ajuste a los datos, se requieren al menostres o uatro ejes.Por ello se ha registrado, para ada una de las 120 permutaiones, losoe�ientes de determinai�on que orresponden a tomar omo variables re-gresoras uno, dos, tres y uatro de los ejes prinipales.Se han ordenado en ada aso las permutaiones seg�un el orden de losoe�ientes de determinai�on obtenidos. En la tabla siguiente se muestra lazona que ontiene las permutaiones que dan los valores m�as grandes.Permutai�on Coef. Determ.Un eje 3 6 5 4 2 0:91124 6 5 3 2 0:90713 5 6 4 2 0:84474 5 6 3 2 0:8407Dos ejes 3 5 6 4 2 0:96063 6 5 4 2 0:95874 6 5 3 2 0:93724 5 6 3 2 0:9283Tres ejes 5 2 4 6 3 0:99233 6 2 4 5 0:98993 5 6 4 2 0:98154 3 2 5 6 0:9792Cuatro ejes 4 2 5 6 3 0:99943 6 5 2 4 0:99892 6 3 4 5 0:99885 2 4 6 3 0:9972La solui�on propuesta por Cox y Brandwood es la ordenai�on Timeo,So�sta, Critias, Pol��tio, y Filebo, lo que orresponde en nuestra notai�ona la permutai�on 4 6 5 3 2.



CHAPTER 6. ASPECTOS COMPUTACIONALES Y EJEMPLOS 137Observamos en nuestra tabla que enontramos esta ordenai�on en aso detomar regresi�on sobre el primer eje prinipal (de heho aparee en segundaposii�on, on poa diferenia de la 3 6 5 4 2, que aparee en primer lugar.Como hemos visto que el primer eje prinipal explia solamente un por-entaje de variabilidad del 34:11%, podemos a�rmar que el m�etodo de Coxy Branwood es una aproximai�on lineal a la ordenai�on, y proponemos laordenai�on 4 2 5 6 3 omo m�as veros��mil, teniendo en uenta que para su ob-teni�on se han tomado en uenta uatro ejes prinipales, que explian un81:91% de la variabilidad de los datos.Nota: Cox y Brandwood haen onstar en su trabajo que la ordenai�onobtenida por ellos no oinide on la mantenida por la mayor��a de estudiosos,pero no itan en su art��ulo ual es diha ordenai�on.6.5.2 An�alisis Disriminante DBEl siguiente ejemplo, para el An�alisis Disriminante DB, es el (asi obligadopara ualquier m�etodo disriminante) estudio de los datos Iris de Fisher [42℄.Consisten en medidas de las uatro variables longitud de s�epalo, anhura des�epalo, longitud de p�etalo y anhura de p�etalo para n = 150 individuos deIris, repartidos en tres grupos proedentes de las tres espeies Iris setosa,Iris versiolor , Iris virginia, on n1 = n2 = n3 = 50 individuos en adagrupo.Se ha empleado la distania Valor Absoluto, y se ha alulado por elm�etodo leave{one{out la matriz de asignai�on, es deir la matriz de di-mensi�on (3; 3) que ontiene en el lugar (i; j) el n�umero de elementos delgrupo i que han sido asignados al grupo j por el algoritmo disriminante.El oiente entre la suma de elementos no diagonales de esta matriz y el to-tal de individuos es la estimai�on de la probabilidad de error de asignai�on.Se obtiene el siguiente resultado0B� 50 0 00 48 20 3 47 1CAon estimai�on bp = 0:0333 de la probabilidad de asignai�on err�onea. Paraomparai�on, on el disriminador lineal (LDF) se obtiene
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0B� 50 0 00 48 20 1 49 1CAon estimai�on bp = 0:0200 de la probabilidad de asignai�on err�onea, y onel disriminador uadr�atio (QDF) la matriz de asignai�on es0B� 50 0 00 47 30 1 49 1CAy la estimai�on de la probabilidad de error de asignai�on es bp = 0:0267.La matriz de de distanias entre los grupos, alulada por la difereniade Jensen (5.18) a partir de la matriz de distanias entre los individuos es0B� 0 4:1495 6:47560 1:40220 1CAUn An�alisis de Coordenadas Prinipales realizado sobre esta matriz, ll-eva a la siguiente on�gurai�on eul��dea bidimensional on tres puntos querepresentan a los tres grupos0B� 1:4783 �:14115�:42876 :57477�1:0496 �:43362 1CAsiendo 86:573 el porentaje de variabilidad orrespondiente al primer ejeprinipal. La representai�on gr�a�a de estos puntos es
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CHAPTER 6. ASPECTOS COMPUTACIONALES Y EJEMPLOS 139Comp�arese este diagrama on el siguiente, obtenido a partir de los mis-mos datos pero esta vez mediante un An�alisis Can�onio de Poblaiones.
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La oinidenia es m�as notable si se toma en onsiderai�on que el primerdiagrama proede de un �alulo no param�etrio, libre de ualquier hip�otesissobre la distribui�on seguida por los datos, y que por tanto, es igualmenteapliable uando el An�alisis Can�onio de Poblaiones no lo es.Se ha realizado una estimai�on bootstrap de las distribuiones de prob-abilidad de los elementos de la matriz de de distanias entre los grupos,empleando B = 1000 remuestras de los datos originales.Los valores medios y desviaiones t��pias de los valores obtenidos paralos elementos b�1 2 b�1 3 y b�2 3 sonMedia Desv. T��piab�1 2 4:1775 0:1502b�1 3 6:5022 0:1609b�2 3 1:4348 0:1775 (6.1)En las �guras siguientes se representan los diagramas de freuenias paraestos elementos de matriz.



CHAPTER 6. ASPECTOS COMPUTACIONALES Y EJEMPLOS 140

3.78 3.90 4.02 4.14 4.26 4.38 4.50 4.62b�1 20.02.04.06.08.0
10.012.014.016.018.0

6.06 6.18 6.30 6.42 6.54 6.66 6.78 6.90 7.02b�1 30.02.04.06.08.0
10.012.014.016.0

0.92 1.08 1.24 1.40 1.56 1.72 1.88 2.04 2.20b�2 30.02.04.06.08.0
10.012.014.016.018.020.0



CHAPTER 6. ASPECTOS COMPUTACIONALES Y EJEMPLOS 141Se han alulado los oe�ientes �+ desritos en la euai�on (4.36) delCap��tulo 4, para tener una medida de la proximidad de las distribuionesemp��rias obtenidas a una distribui�on normal. Los resultados son�+ (Normal)b�1 2 0:99914b�1 3 0:99846b�2 3 0:99365lo que india proximidad de las distribuiones emp��rias a la distribui�onnormal.Para veri�ar esta proximidad alulamos los uatro primeros de losoe�ientes �j desritos en la euai�on (4.37) del Cap��tulo 4. Los resultadosse tabulan a ontinuai�on.En primer lugar, se alulan los �j orrespondientes a los datos origi-nales (primera olumna). La segunda olumna ontiene los valores te�orios(obtenidos por integrai�on num�eria) para la distribui�on normal.



CHAPTER 6. ASPECTOS COMPUTACIONALES Y EJEMPLOS 142En segundo lugar, se aplia a ada tabla de valores b�i j la transfor-mai�on y = F (x), siendo F la distribui�on normal on par�ametros igualesa los emp��rios (6.1). Como resultado deber��amos obtener una distribui�onuniforme, de ser ierta la hip�otesis de normalidad. La terera olumna on-tiene los �j para los datos transformados, y �nalmente en la uarta olumnase reproduen los valores te�orios para la distribui�on uniforme, aluladosde la euai�on (4.38).Datos Te�orios Datos Te�oriosOriginales Normal Transformados Uniformeb�1 2 �1 0:9540 0:9484 0:9937 0:9927�2 0:0093 0 0:0111 0�3 0:2293 0:2407 0:1014 0:1103�4 0:0084 0 0:0090 0b�1 3 �1 0:9523 0:9484 0:9924 0:9927�2 0:0113 0 0:0023 0�3 0:2416 0:2407 0:1149 0:1103�4 0:0307 0 0:0172 0b�2 3 �1 0:9326 0:9484 0:9878 0:9927�2 0:0113 0 0:0591 0�3 0:2627 0:2407 0:1334 0:1103�4 0:0283 0 0:0079 0
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CHAPTER 6. ASPECTOS COMPUTACIONALES Y EJEMPLOS 144En esta memoria se han presentado algunas aportaiones al estudio delos M�etodos de An�alisis Multivariante Basados en Distanias introduidospor Cuadras.1) Se ha realizado un estudio te�orio de las propiedades de la funi�ondistania Valor Absoluto para su empleo en dihos m�etodos, analizandolos sistemas de Coordenadas Prinipales asoiados a esta distania paraun sistema unidimensional de puntos equidistantes, obteniendo el teorema(2.4.1), que da una justi�ai�on del buen omportamiento de esta funi�ondistania al interpretar los ejes prinipales (es deir, las variables regresorasen el modelo DB) omo funiones polin�omias de grado reiente, por lo quela regresi�on basada en esta distania equivale a una regresi�on no lineal.2) Motivado por este estudio, se ha estudiado la estrutura de valoresy vetores propios de una familia de matries de relevantes propiedadesalgebraias y ombinatorias.3) Se ha generalizado a una on�gurai�on unidimensional arbitraria depuntos el estudio realizado para el aso equidistante, llegando a la proposii�on(4.1.2)), que permite una interpretai�on ualitativa de los ejes prinipalesan�aloga a la obtenida en el aso equidistante.4) Se ha enontrado una t�enia, basada en la desomposii�on de Pro-esos Esto�astios en Componentes Prinipales, para generalizar a variablesaleatorias ontinuas el onepto de Coordenadas Prinipales5) Empleando diha t�enia, se ha enontrado una suesi�on de variablesaleatorias que, seg�un el teorema (4.2.1), pueden justi�adamente llamarseCoordenadas Prinipales de la distribui�on Uniforme respeto la DistaniaValor Absoluto, y que son el an�alogo en el aso ont��nuo de los ejes prini-pales para un onjunto unidimensional de puntos.6) Generalizando la Regresi�on Basada en distanias a este aso ontinuo,se propone una medida de bondad de ajuste entre funiones de distribui�on,on apliai�on al problema de deidir la distribui�on seguida por una variablea partir de una muestra.7) Se han estudiado algunas propiedades del An�alisis Disriminante basadoen distanias, llegando en partiular a los teoremas (5.2.1) y (5.2.2) que ex-plian la regla de asignai�on DB omo un m�etodo de m��nima distania enel espaio (eul��deo real o omplejo) de las oordenadas prinipales.8) Se han alulado las funiones disriminantes para variables aleatoriasque siguen algunas distribuiones onoidas, obteniendo en partiular, laproposii�on (5.4.2), que muestra que para una distribui�on multinomial,las funiones disriminantes DB oiniden on el tradiional estad��stio Ji-uadrado.9) Por apliai�on de Multidimensional Saling sobre la matriz de distan-ias entre poblaiones obtenida a partir de distanias entre individuos por



CHAPTER 6. ASPECTOS COMPUTACIONALES Y EJEMPLOS 145medio de (5.18), se llega a una t�enia no param�etria an�aloga al An�alisisCan�onio de Poblaiones que produe resultados equivalentes uando �estees apliable.10) Se han implementado los algoritmos DB para las distanias m�asomunes en los programas REGD y DISC, que forman el n�uleo del paquetepubliado de programas MULTICUA .
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