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PROLOGS

Paco después de terminar Ta Licenciatura (1968), me integré al re-
cién creado Laboratorio de Cdlculo de la Facultad de Ciencias. En este
centro, mi labor de anaiista de aplicaciones cientificas, se fue concre-
tando en la estadistica aplicada, sea para cubrir las necesidades de los
usuarios, sea por la relacidn que he tenido con la ensefianza de la bio-
metria y estadfstica,

He tenido ocasidn de conocer, a través de mi trabajo, numerosas apli-
caciones de la estadistica, y sobretodo, del Andlisis Multivariante. Pero
me he debido enfreptar algunas veces, zon problemas que no podian ser re-
sueltos satisfactoriamente por ios métodos conocidos.

De esta forma, he 1legado a tomar interés por un problema que me ha
sido planteado a menudo: cuando las medidas de unos caracteres sobre una
muestra de individuos, dependen de los efectos distintos de unas determina-
das situaciones o factores externos (temperatura, profundidad, tratamien-
to, etc.), ¢cudles son Tas causas de estas diferencias, y cémo se distri-
buyen las diferencias entre los efectos de cada factor?

E1 caso mds sencillo en que los niveles de un factor son simplemente
grupos o poblaciones, la diferenciacidén fue resuelta por RAD (1952}, in-
troduciendo la técnica de la representacidn candnica de poblaciones. No
se me ha presentado,pues,dificultad alguna en programarla y aplicarla
( véase CUADRAS,CAMPA,MONTORIOL,1972a,1972b; PETITPIERRE,1972), consul-
tando la obra de COOLEY y LOHNES{1962) vy SEAL(1964). Pero cuando Tlas medi-
das de cada individuo de la muestra, dependfan de los efectos de mis de un
factor que se pretendian representar, el andlisis canfnico de poblaciones
resultaba insuficiente.

Generalizar el andlisis canénico de RAQ a disefios mds complicados que
el de simples poblaciones, es el objetivo central de esta memoria.Conside-
raré haberlo cumplido si he 1legado a las conclusiones con todo rigor, $i
tienen aplicacidn prdctica y si pueden ser fdcilmente interpretadas por
aquel que las utilice.
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las dificultades y limitacliones de las soluciones
anteriores, ¥, en cambic, la sencillez de interpreta-
cidn que proporeiomna el andlisis candnico de RAO . (1952)
para representar y diferencliar poblaciones, sugieren la
convenlencia de generalizarlc a disefios mds complicados,
para poder hacer le mismo con un slistema de funciones

paramétricas estimables.

L2, OBJETIVOS
La generalizscidn del andlisis candnico de poblaciones

& un gistema de funciones paramétricas estimables, es
el principal objetive de esta memoris, En realidad, no
abordaremons el problema sin antes revisar algunos colle
ceptos de andlisis multivariante,

En primer lugar, presentaremos la memoria segdn una
notacidn actualizada, siguiende a DEMPSTER (1969), que
utilice los recursos del algebra lineal moderna., Nos per-
mitiré; entre otras cosas, exponer de forma algebraica
1a teorfa y estimacidn de funciones paremétricvas, inde-
pendientemente de cualguier parametrizacidn,

Desde luego, debemos analizar con todo detalle, las
relaciones entre la versidn algebraica y la versidn pa-

ramétrica de una funcidn estimable, estableciendo la forw
ma de pasar de una a la otra. Ademas, deseamos obtener

en funcidn de un muestreo, la expresidn que optimice la

estimacidn de una funcidn estimable, y relacionarla con

la estimacidn que proporcions el teorema de Gauss-Markov,
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La representacidn canépica de un sistema de funciones

=

s & » ‘ s
estimables debera tener las mismas propiedades métricas

que ei andliisis discriminavnte de Rao {(1952),

Ctro objetivo importante serd obtener una regida cone

S -

-

fidencial exacta (fijado un coeficiente de confianza) pa-
ra cada funcidn estimable.

Finalmente, nos proponemos estudiar la representacidn
candnica en el caso de gue existan variables concomitanw

tes gque influvan en las funciones estimables, y la cow-

s & ¢ s Yo & s IS rd
nexién entre el analisis canonico generalizado ¥ el anaw

lisis de coordenads

P

principales de GOWER (1966),
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La representacién multivariante de uyna poblacidn,se sxtiends a un
conjunto Finito de poblaciones. Fara gsta parte, hemos fomado como refe-
rencia algunas obrag sobre &lgebras vy espacios de probabilidades (CRAMER,

1968 LOEVE, 1988 NEVEU,1970;




2.1 EL BSPACIO TE LAS VARIABLES

Jea 0 un conjunte fundamentald de sucesos elementales, que

tambidén llamaremos individuos. De momento, identificarew

mos O con una poblacidn (aungue mds adelante serd reunidn
de poblagiones disjuntas),

Supongawoes gue sobre 0 tenemos plantsada wna clerta
experiencia aleatoria, que identificaremos con una G g lem
gebra . , siendo Q"CCﬁfﬁ)* Finalmente, suponemos defini-
da una probabilidad P sobre los sucesos de (L.

A menudo desconoceremos las caracteristicas de Cl, PE
ro padremos resolver en parte este problema, si conocemos
un g¢onjunto de variables aleatoriasgs sobre el sspacio de
probabilidades (9, ,P),

Sean, pues, (YigYérﬁéﬂgY%) p variables aleatorias obm=
servables sobre O,

Y, 80 —» R ‘[:Yi."

Indiquemos por B el espacio vectorial sobre R, generas

%X'J‘éa» Y¥ré¢R i"-—-"‘l,aaa,po

do por tocdas las combinaciones lineales de (erg..,Y?)
e
D e Y . " v f
E s <¥ppeen,¥ > = (Y[Y = Fa ¥,

Definimes en E un producte escalar

VY, Yt ¢ E (Y, ¥') = Y. ¥'= cov{Y,Y*')
La watriz asociada a este producto eéscalar en la base

(Ylﬁ.ga,Yp) es la matriz % de varianzas-covarianzas entre

estas variables aleatorias.
Como primeras hipdtesis fundamentales, supondremos:

1) Las esperanzas, varianzas vy covarianzas de lags v.a,
{Ylgoengp) existen y son finitas, es decir, § existe.

2) No existen relaciones de dependencia lineal sntre las

ey (YlﬁnouQYp)p ag df&@:ﬁ.rg
rang{Ll} = p, o también, dim E = p.

3) La matriz simétrica I es definida positiva.



v

o2 BL ESPACIC BUAL DE LOS INDIVIDUGS
Sea BY el espaclo vactorial dual de E, Dado un in@ivfﬁuc
wéfl, ¥ una v.n. TEB, al par aerdsnpdoe {w,¥] le podemos

asociar el n? real ¥Y{u). Bziste, pues, una aplicacidn,
40 v BF
W oeem ¥ o 6 {w) tal gque ™Y} = Yo}
gue permite Adentificar 0 econ un subconjunto de B, 4 los
elementos dé § (2) ¢cEY los llamavemce tambidn individdos,
indiaanda por &% al elemsnto wed considerado deuntro de EY

A partir de ahora ftrabajaremos con una nueva hipdteals
Tundamentals

{r.2.1) 5{0y = B* (6 es apiilcacién exhaustiva)

Esga aplicacidn no serd, en general, bivectiva, es de=
agir, pueden baber dos o mis individuns gque aloancen los
mismos valorss para las v.s. QYT@ﬁ»@Y Yo

Sobzre B nos serd posible d@finxx un espacio de probae
bilidades, por un laﬁmg v una wéitrion, al considerarlo coe
@mo espacio vecteorial. Bshbas dos estructuras sobre BY, gue
trasladaremos a O utilimande (2.2.1) song

1) Sea ?fvlg@@a@?@) la fuancidn de distribucidén comjunta
de las w.d. {E&}e Podemos construlr sebre %, gque se iden-
tifics con wr espacio suclideo E?Q unae estructura de espa~

glo de probsbilidades,
(m*, &F,p.)

siende BF 1a cwdligebra de los boveliances de Rp, v P

probabilidad gque la funcidn ¥ define sobre B P,

(2.2.2)  P(m) = [ Wlryaeensvy) VB E B,

a} Consideremos el is@m@rfi&m@u

v la

by B> B

?*stw%

é&l que P{¥Y}({¥ } mcnﬁiY Y} ow RER

1 Vﬁlé&E
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Tadrame Zgﬁgg

1} Le o-digebra C/IN es isomorfacon la o.flgebra (/,
subdlgebra de (I, genevads por las clases de equivalan-
wle de O, '

L/ > Qe gl { g, 1¢1) }

2} los sspacics de probebilidades
g 2 a8 ’ &
o/, 7m0, ) v (27,60, v )

son isomdtricos.,

Demostracides

Conaldevemos la colegeidn de sucesos

% e
Ae Lar wa“ilxz/%wig A€}

que verifica 315612 16X, Bs fheil demostrap quse A 'eq
una o-flgebra, vy que es el digebra generada por los su-
ea&o& { By d€X ba
Sea ahors la aplicoacidn
AN > o

=i, iex, ) At ‘f}?éfi
Es biyeptiva, porgue, dentro ﬁ@tﬂg Ay &' son egulivae
lentes A IN A', y por lo tamto I,= I,,. Bs fdelil demos-
trar, ademds, gue este splicacidn gonserve lLas gperscic-
nes de reunidn, iatereeocidn y complementacidm de susmsos.
La isemetria entre (Qfxﬁ,afﬁﬁgﬁi ¥ (E*g&gy?ﬁ} @8 GO«
secuenoia inmediata de la definicidn 2.3.1 .
Ca Qs s

| Vemos asi, que la representaecidn de 2 a partir de
las Veas {¥;}, nos oblige a identificar slemenios dise
ti&%ém'ﬁ@'ngy & operar aon uns O-digebra /1N, menos

fina gue (A,
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=,y A los gus

mantanles 1), 2¥ vy
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s e

guge la matriz ¢ de
wun g todas ellas, 3LDHHSTJMOSS

#

” .
acdsmas rirzey § AT, 4 1 oy 5 ) 3
acsmas, gque la retriccion de la aplicacidn & & cada . vew

. 1% el
w BN A F e N K r - |
LAy ke relaeldon de eguivalen TH v todo lo dicho
2y 82,3, ge extender al espacio (H, w3
e i
En particular, el espacio (M, /1M,

&

isomstrico o J%ﬁ T by sdendo ¥

tribucidn conjunta de las v.a., [V}

Nusstro propdsiteo o3 exte

rmhas conceplos a o

P g
a3 3‘7%.’.:

B i 61 ¥ hml, e ek} nos dard:
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a a {d, nos da







3 Y , "
pefinamcs sebre (3 0 (L 1 probabilidad P

3%5{ (B8, )) = £ Py (5,0 b
Bz wne pf%b&biiiﬁ&ﬁﬁ pusg ¢
PL{EY xn) “’%i% Lp,e X
¥y Pp ea omaditive, ya que dade I eoleselidn de sucoses
disfuntoss
* s
Y nom) = relh S m )

i @gﬂ@ Pp, (B 1) vy =

por tratarse de seriss sbsolutemente convsrgenies

P - A
v - < L 2 . 9 5 - =€“ 3 y . w% Y
= £ 1 3}% €Eﬂi§ Pi® gmp et iﬁliBﬂifi;&"}

Hemos sonstyuide asd al espaeio de probabilidades:

éﬁgﬁ Ky @P@ a}gﬁi pf}

- Xeozema 253,13
Las amélgﬁﬁr&&z Qﬂ%p ’E? gon isomorfas, v los
egpaviocs de pr@habiﬁ%daﬁ%@

:52 e @mﬁ, BY w gﬁ % £l g e«,} aﬁ?ﬁp P§§

son lsomdtricos,

Remostraci dne
Dado §féCle§ este smuceso @s de la Formas
Aw Eyjt ot B B¢ Q%fm

ie podemos bacser corresponder al sucese de 6§P0€1H=
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C 3.k LNDIVIDUDS MEDIOS

La esperanzs metemdtion de una v.a., @8 un operador 1l

neal gue define unag aplicacidn:
Es B —an
¥ > §(Y)
gue, restrifiglida a ocsda celda ﬁi' determina k-@l@m@nﬁaﬁ-
del espacio dual E*: .

{3.1.1) mg,&“ﬁm@ mHY) = ggii {yy L=dyuns,sk
A

a loa gue llamaremos gﬁﬁgviﬂuﬁﬁ medios, Tambidn llamare

mos agl & sus antiimdgenes por § {que es aplicacidn ex-
haustive). Existen, pues, dentzo de 0 , k individuos {(clam
ses de eguivalencis):

{3.1.2} 'migasﬁﬁmk
en donde m, ¢ H, es el individuc medio de Hy {es aeeiﬁ,
: miénﬁ FI8 es ung clase de equivaleneial,

Es dmportants obaervar gque entre los inclviduos medios
(3e1ﬁlﬁ pusden existir relaciones lineales {(laz habrd no-
cesariamente si kyp = dim %), incluso wer dguales, pero,
pop el gontrario, los individuos medios (3.1.2), son %toe
talmente distintes,

Estudiaremos iaa relacionss wmétricas @nﬁx@ las pobla-
ciomes Hi 8 través de Bus regspectives iﬁﬁividuas madiosn,
Fere antes vamos a generalisar el concepto de indailviduo
madio,
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Hefindeddn 4.2,1

dremos gue las funciones estimables ‘“Egg¢¢gV% son.

Belinesimente independientes, si es lineslmonte indepsrnis

diente, dentro de M, el sistens

“ii%«a« }

Bl sigulente teoreme, cuya demostracidn es inmediata,

, wd
‘é’}&mf} (Wg}?aé&&‘@%’mﬂﬁﬁ

nog gr&y@raiwma las priwmerss propliedades do las fmﬂ@iamsa‘
sstimablos, - '

Zepreme 3.2.1,
560 verifica:

1} Teda aﬂmbinaeiém lin@al de funciones ssvimables, es
bembidn funcidn sstimabie.

2) B u? miximo de fuwclones estimables, linealmente ine
dependientes en el espasic M ¥, as mﬁﬁ {@gr}g slendo w=
a ddm B,

FeF LA APLICACION £
Bado vun individne i.¢q , tendreomos

2.3, ifaom g ieH

IR R 3
ai@nﬁ@v gim ﬁﬁmméw Un dndividus, dentro del dusl E*, se
demcompone en la sums de up individuo medio mds un indi-
mﬁﬁgﬁ srpor @ji? Se interprets (3.3.1F en el sentido de
gue 1* estd “@1@%&@@@&" del incividuc medio mi? an rela-
eidn con la métrica en E.

&gimam@g@ pues, la aplicacidun:
L E*E0 s B

(3.3.2)  £4i) = mi el denm,

que a cade individuo le hece corresponder el individuo
medio de la celda a la cual partenege,
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Fe3s EATIMACICH BSTADISTICA DY FUNCIOVES ESTIMABLES

et Vol

I N _ . . oK
Propongamonss ahors estimar una funeldn estimable. ¥ &

partir Jde un nuestrad.

o & & #
berinicidén 1,.5,% i ¥

Diremos aue o bl L . o | mad
Diremos que o¢N, o =fy 1 Sinfin @8 un ggtimador

tineal insesgadoe de la funcidn estimable Y¥e& DM*, ai

(Fa5a1) E1p)

Lamavemos dispersidn del estimador insesgado Ly al

a 4 2 *
mddule {al suadrado) jol  , de acnerdo con la méirica -en
He

Teorenn 3,5,1

Supongamos que <im M e k., Ssan ¢¥ mz; d.m* una funcidn

i 4
il .
sgtimable. Para un muestreo de tamafio ﬁ*;iﬁia indiguie
mos, 0
- 1 c““:‘""i 2 ? 7{1
Q,_E__ s K}‘z. “ ‘;’i‘“‘_ Q;;}mil Aok g a W p
I Om
}‘:‘-

- &, o .
Entonces w'xzz d, Py es un esvimador lineal insesga=

do de Y% con dispersidn minims,

Damostracidn:

.3 2,
Para gue o } [ S04 82 un sstimador lineal ine
: s )
el he= kL
sesgado de V¥ , deberd varificarse (%a}aL}g es decir,

{3.5.2) g% p) = (Z‘“ R ""
m
f‘i ( \
‘ti,g o G, ‘.imlg@ﬁbgk,
3. el ih

La dispersidn de p es funcidn de los coefielentes Cin

I{ Tl

T S S E‘( e )
i = Dy e ald Feeo gl o eoel
=5 % “in 1i ]nl ki knk

i}

e la funcidn P oae pusden eliminar k variables ponien-
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. .\ " £ FIR K " . . . A s £
VoA = ggl%eﬁxv)'@ Combinando easta ecuscidn matricial con

B o= AY. D), tendremos:
Bow A%l = A0 8AX =2 = (a0 24) 77,8, luero
A el
¥ = pAA(AY 68 )T, B o= A'D

; . N o X r
Pemoatremos ahora la unicidad de D, 351 en lugar de A,

-

P tal que O.A

1 G, BURLOTR~

utilizamos otra matriz Alx Ay

ces, dndlcando B, = Ai‘n = TVAIT,

ﬁl“ ba,(agb Al)%%ﬁiﬂ AALE(T AT b 51 i

= AA@Tngl(AQ& A}ml{Tml)*Tﬂéﬁﬁ =
C» q& d-ﬂ
Jeb. BXPRESTON Lw0PTIMA DT A FUNCTAN TETIMABLE

La estimacidn insesgada v de dispersidn mfnima de la Fun-

. & L e U S o
cion estimable Y* 1la indicaremos por

¥ ow &
£ s

Depende de ls musstrs de tamaiio & ﬁén?saenk)o
s

Lanmzaremos expresidn A-dptima de ¥% g

Aungue ¥* pueda expresarse de mids de una manicra, Ccomo
combinacion lineal de los gnadividucs medios (81 dim M=
<k); la expresidn A-dptima es dnica,

Vamos a obtener ahora las componentes en BY de la imaw

)

gen de Y por la aplicacidn que define un musatreo meEe m,

14 & 1

IR Al moo oA ; ~

L A, 0, > d, (= % i,,) =¥* ¢ px
fm i3 T=1 My fmyp in '

Late Muestreoc, aplicado a una v.a, YéE, nos dards
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RELACIONES CON LA TEORIA DE FUNCIONES

PARAMETRICAS ESTIMABLES

Introduciendo un'diseﬁa factorial, y por tanto, una parametri-
zacidn, se expone la nocidn de funcidn paramétrica, y las condicio-
nes de estimabilidad en relacidn con la teorfa de funciones estima-
bles. Para este fin, hemos utilizado la obra de SCHEFFE (1959).

La matriz del disefioc se define solamente dependiente de las po-
blaciones, y seglin esta matriz reducida, se determinan las ecuaciones
normales para hallar las estimaciones LS de los pardmetros. Consul-
tando a RAO (1968), hemos establecido la conexidn entre la estima-
cién paramétrica de una funcidn estimable, segin el teorema de Gauss-
Markov, y Ta expresion A -dptima obtenida en el capftulo anterior.

Otras referencias consultadas: COCHRAN y COX{1966), MOOD(1955),
MORRISON{1967), RAO(1945a,1945b), SEAL(1964).
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A

£ o ”
La aplivacldn que define X presupone MBS

&

Yuesto que M = imid, sl m=yr, podremos identificar

?"%e

ios individuos paramdétricos (%lg@&g%( J won r funciones
patimables {#ipgs«?wr}* i movr, wn individue paramétri-

go no pedrd ser considerade funcidn estimable,
Sen abora ¥ una wariasbhle aleatoria de B, Imdiguemoes

por:

Fp o )
P}j{‘f} Jelgaseem
los pardmetros correspondisentes a 1la v,a, T,

Indiquemes, asimismo, el vector paranétrico

o

- i Fe i
Pue (Bypoenasby)

En particular, para unas v.a. de la bhase {Yk} pondre=

me s j’}syi:: {Bi}‘g@»mgﬁim)é

Entonces, si Kig«a¢gxﬁ son los vectores fila de la
matriz X, la expresidn de los incividuocs medicos en la ba=-

se dual {Y}, serd:

(f’%wlﬁﬁ‘,} m;:;:: ( ‘«?"eﬂ }»Si‘rm%%" 6ae t (iiiﬁy }ﬂ:’{p‘k TN RSP 4
BIX, 0 o
Aﬂeméﬁ,
/ - ' . .
(4.3.6} mf (X)) = %y Buq b e P m, ¥ ven

.2, PUNCIONES PARAMBIRICAS ESTIMABLES

Defindeidn 4,2.1

A los elementovs de Ef¥ les llamaremos funciongs pa=

ramétricas

) ke Bk * oy * *
Y @mﬁ & ¥ 91@1 taant pmgm

Refiriendo Y% a la base dual, si P = (FEQQBQQPm}QQ



b3
wm

(hez,1 Pra (PP )W 4a. . (P v JYX
R R k.
y una funcidn paramétrica es una generalis acidn de

(ho1.5).

i oh & o 5 s -
Y% tendrd 1s correspondiente sxpresidn en EE ,

Voo pi?ﬁ tesotp B

mi m

o~ - 4 P »
Defdinicidn b,2,.2

Diremos que la funcidn paramétrica v* ¢ B8* ag 2std-

mable, si ¥¥ es funcidn estimable, ss deeclr, ai y*e BM*,

Toda funcidn paramétrics esvimable Y% (fepew.), se
sxpresaréd como combinacidn lineal de los individuos me

dios:e

Yk o Z pi‘pi Za d JE

b

Recfpr@gamentaﬁ a través s la aplicacidn X toda
funcidn estimable VY %= %ﬂ dimf, es también una funcidn
T i

paramétrica estvimable, De esta manera, hemos idencificae
do amhos conceptos, uno introducido linealmente a partir
de los individuos mediocg, v el otro a partir de los pa..
&

rametros .,

Podremos aplicar a toda F.pore. las propiedades de
las funciones estimables de § 3,2, v ia estimacidn, cuane
do se conoce su expresidn en funcildn de los individuos

medics, expuesta en §3.5.
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ba3. CONUICTONES DB ESTIMARTLIDAD

Una funcidn pavamétrica Y% viene definida por el vector
Po. Para que sea estimable, debe existir alguna relacidn
entre P y la matriz del disefio factorial Xy gue nos pusw
da permitir expresarla en funcidn de los inuviviauos e v

diog.

Teorema 4,%,1

Una condicidn necesaria y suficiente para qite la  futie

v & # v
cion parametrica

B
yoE 2.:‘ ol ’{J &
iz1

s¢a estvimable, es que exista un estimador lineal insespzo-

davs

A
Vo= 3?ﬁ ihPn de ¥,

Demostracidn:

La necesidad es cunsecusncia del teorema 3.5.2, que

o . s 5 3 r & Ll
ademas nos proporciona el estimador de dispersion mini
ma,

~ 5
S ar ist Vo b oo aque
upongamos ahora gue eoxiste v fon ﬂjhpjh tal que
51\(@) =z ‘{’*
FPuesto que
~ -
MYy o > %
EX) = 5 (g oy
\& 9 7:

deducimos que Y¥¢EMJ v la condicidn es tambidn sufiwm
ciente,
Te Qe d
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Corelarie 4,3,.2

Sea r = rvang (¥). Entonces:
1) 84 r = m, toda Ffuncidn paramétrica es estimable,
2} 51 r e, existen funciones paraméiricas no estimables
3) Si v =k, uns funcidn paramtrica se expresa de fore
ma Wnica en funcidn de los individuos medios. Si r< Ik,

pocrd expresarse entonces de infinitas maneras .

boh, ESTIMACION POR MINIMOS CUADRADOS
Propongdmonos ahora, estimar los individues paramétri-

* *
cos ﬁlgaﬂ.,ﬁm, que son en particular funciones paramé-
tricas (no necesariamente sgtimables}, a partir de una

muestra de individuos de tamafic 4 = (nl’°"’nk)'
ﬁ*nr (i 963‘691 ’OQQyi ge.ayl
11 Im, ki knk

Utilizando el eriterio de los mfnimos cuadrados, dee

finamos la aplicacidn:

(hoho1}y  L(P"): B —r LR = *w_ (1ih-mi)“

4 - 2
(bole,2) zm’*;(y} w%gfz {yikwxilﬁ.m&”.aximﬂ.fm)

N
I'sseamos obtener la estimacidn (3" de los indiv{duos

paramétricos
Br= (Beeeeopn)

& partir de la muestra N%*, de modo que
LB (YY) = min (3% (1) ¢ Yer

El método de los minimos cuadrados nos llevard a las
2ehaciones normales (4.4.4), que aquf presentaremos en

la forma mds simplificada (4.4.5}, que estd mds en conexs
xidn con 1o expuesto en el capftulo 3, vy es mds fdcil de
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rasolver. En efecto, en {(h.lh,5), an lugar de considerar
a todos los A s (nlgwwﬁemk} valores muestrales, ¢ Utiw
lizan solamente dos individucs medios miestrales de caw
da celda,

B1 muestrec sobre wuna v,a, Yy lo dndicaremos

By e e )

_ " ‘
Indicaremos, ademds, por Y( }9 el vector de m v,a, ifie
dependientes que Y define gobre

n n,
i . K
}Il o oaeae A Iik

Ampliaremos la matriz ¥ para obtener la matriz del

dis&ﬁg ampliads s

FraesoHFypy
® %860 ne sy 1.,
]

Xi‘lﬁ B “’xlm ;

X = h%@&éw-‘&t&s
X, X
BEX"Y " Mem

;ﬂ‘faﬁﬁ);};%& l} 1‘3‘»&
@ &
LS T

Aplicande el diseflc factorial (4.1.3) a cada una de
1 ‘
las v.a, del vector Y(\', obtendremes el aiguiente modew

lo en funcidn de log parametros

(eba3) gy o X2 Py V YeE

Teorema 4 . 4.1

A A A s .
El vector de pardmetros g%*x (@z,aongﬁ;) gue minile
mi za
. ‘. 2
L () =2 T (Y=o ay)
; y!

€8 solucidén de la ecuacidn

xaz&xfwa XV A T
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ne son funclones estimables, v lasz sstimaclones LS no
son ilnssesgadas.

hobe TEOREMA DE GAUSS-MARKOY ¥ OBTENCION DE LA EXPRE-
SION A-~OPTIMA

Bl teorema 3.5.2 nos proporcionaba un estimador insegw
gado y de dispersidn minima de una funcidn estimable,

a través de la expresidn L.dptima, en funcidn de los ine
dividuos medios, Bl teorema de Gauss-Markov, contenido
en la primera parte del teorema 4.5.1, da otra forma
egquivalente de obtener este estimador, pero en funcidn

de las estimaciones LS de los pardmetros,

Lema 4,5.1
%4 P = X'D para algin D, entonces existe un vector
tal que P = XA X D

D v reciprocamente,

19
Ademds, el vector D = AX D

1

1v ©8 ‘nico.
En efecto: P = X'D sgigniiica gue P pertenece al suba

egpacioc & generado por los vecltoras celumna de X', Sea

ahora V un vector columna ortogonal a §
VI8 = VIX! = 0 = V'XtA X =0

luego V es también ortogonal al subespacio T generados
Por los vectores columna de XY A X, 84 ahora tenemos un

vector V ortegonal a T,

VAT = VX' AX = 0 = vi(xra ")y - o

SR v w0 = X7V =0

luego, los ortocomplementarios de 5 y T coinciden, y
por tanto 3 = T. Esto significa que existe un vedtor

Dl tal que

P = XtA X Bl




