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3.7.2 Convexidad factorial

El valor de un titulo puede ser aproximado a través de su duracién. Se trata de
una aproximacién lineal a una funcién convexa y el error que se comete depende de
la variacién de los tipos de interés. Ahora bien, la aproximacién serd mas correcta

cuanto mds pequefia sea la variacién de los tipos de interés.

Se puede conseguir una mejor aproximacién al precio del activo incluyendo en el
cédlculo de la variacién del precio del titulo el término de segundo orden, que dentro

de este contexto se denomina convexidad.

La duracién obtenida para este modelo trifactorial de la estructura temporal, no
es constante y varfa por los cambios de las tres variables del modelo asi como por el
paso del tiempo. La convexidad indicard, pues, la tasa de variacién de la duracién
cuando varian cada uno de los tres factores estocdsticos del modelo. Se trata de
un efecto de segundo orden. Su influencia en el valor de la cartera es menor en
comparacién con la influencia de la duracién pero, para ciertas situaciones, como un
elevado aumento de los tipos de interés, la convexidad puede llegar a ser bastante

importante.

La convexidad queda definida por

n
0n = — P O Gt — ) P(t, 81,82, 1, 1) Ruysy
j=1
n
Os, = ——m ZCj(tj —t)P(t,S1,82,l,tj)R5252 (3107)
j=1

n
o1 = — Ty & Gt — )P(t 51,50, 1) Ry
i=1
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donde
_ 82R§t,31,32,l,t1'!
R5131 - os?
__ 9%R(t,51,52,Lt4
Ry, = TRbgidt) (3.108)

P2 R(t,s1,52,0,t; .
Ry=ZBatmltd) -1 9 n

Para el caso de la obligacién cupén cero P*(t,sy,s3,,T) = P(t,81,82,,T) y
¢;=0Vj<nyc, =1,y teniendo en cuenta los valores de las segundas derivadas

parciales del precio de la obligacién cupén cero (3.58)
EPaelT) — P(t,5y, 59,1, T)B(r)
1

32P(t,;igsz,l,T) = P(t,1, 2,1, T)C*(r) (3.109)

82P(to1,82,0,T) t’;}Z’”’I'T = P(t,1,52,1,T)D?*(7)

los factores convexidad respecto a las tres variables del modelo son

_ 1 82P(t,31.52,l,T) —_ 2
031 - P(ty31y321l)T) as? - B (T)
_ 1 8%P(t,51,82,T) _. 2
932 - P(t,81,32,l,T) 35% - C (T)

_ 1 BP(ts1,5.0T) __ 2
01 = Bltys1,50.0T) al = D*(r)

Para finalizar este apartado es interesante destacar que para la obligacién cupén
cero, las duraciones de cada factor estocdstico coinciden con las funciones, que de-
penden del vencimiento, y que aparecen en el exponente del precio de la obligacién,
multiplicando a cada variable. Asimismo, la convexidad de cada factor se corres-

ponde con el cuadrado de esta funcién. Simplemente se hace este comentario para
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establecer la analogia de esta duracién factorial con la duracién convencional, que

en el caso de obligacidén cupdn cero coincide con el vencimiento de la obligacién.
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Capitulo 4

Aplicacion Empirica

En este dltimo capitulo se presenta la aproximacién econométrica del mo-
delo trifactorial de la estructura temporal de tipos de interés, desarrollado en

el anterior capitulo.

En un primer apartado se explica el procedimiento que se va a seguir para la
estimacién del modelo, dividiendo este procedimiento en dos etapas diferen-
ciadas. En la primera etapa se estiman los pardmetros de difusién de los tres
factores del modelo, utilizando el Método de los Momentos Generalizados de
Hansen (1982). En la siguiente fase, una vez introducidos en la funcién de
descuento los valores estimados de los pardmetros de difusién, se estiman, a
través de métodos de regresidn no lineales, los coeficientes que determinan la
forma funcional de los precios de mercado del riesgo asociados a las variables

del modelo.

A continuacién y para poder llevar a cabo la estimacién descrita en el apartado
anterior, se efectda un anélisis de los datos que se van a utilizar. Se analizan

las prozys que van a representar las variables del modelo y se efectda un

209
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estudio descriptivo de las mismas.

Finalmente, se comentan los resultados obtenidos en la estimacién del modelo.

4.1 Estimacién del modelo

Para la estimacién del modelo trifactorial desarrollado de la estructura temporal de
tipos de interés, se va a proceder de la siguiente forma. Se elige el precio de la obli-
gacién cupén cero libre de riesgo de insolvencia, P(t, sy, s2,,T'), para su estimacién.
A partir de aqui, la curva de tipos de interés al contado as{ como la curva de tipos de
interés forward, se obtienen a través de una simple transformacién.! Esta funcién de
descuento depende en cada instante de las tres variables del modelo y del vencimiento
de la obligacién. Pero, ademas, esta funcién de descuento precisa de algiin método
de estimacidén para su completa determinacién, puesto que en su expresién analitica
aparecen 14 coeficientes. Es decir, el precio de la obligacién cupén cero, que es
funcién de s1(2), s2(2) y !(t) y que también depende del vencimiento considerado,
queda totalmente especificada cuando, por algin método de estimacién apropiado,
se estiman los pardmetros de difusién que caracterizan la evolucidn estocastica de
las tres variables del modelo (k;, u;, 0; © = 1,2,3), asi como los pardmetros que

definen los precios de mercado del riesgo de los tres factores (a, b, ¢, d, A*).

La estimacién de esta funcién de descuento se efectiia en dos fases:

e En una primera fase se procede a estimar los pardmetros de las ecuaciones dife-
renciales estocdsticas que definen la dindmica en el tiempo de las tres variables

del modelo.

e En una segunda fase, se sustituyen en la funcién de descuento los parimetros

de difusién por los valores obtenidos en la etapa precedente y se estiman los

1Ver apartado 2 de capitulo 1 y apartado 4 y 5 de capitulo 3.
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pardmetros restantes, que hacen referencia a los precios de mercado del riesgo

de las variables del modelo.

4.1.1 Estimacion de los paridmetros de difusién

Las ecuaciones diferenciales estocésticas que recogen la evolucién dindmica de las

tres variables del modelos son
dSl(t) = kl (/1,1 — Sl(t)) dt + Uldzl(t)
dSQ(t) =ky (,u2 - Sz(t)) dt + Udez(t) (41)

di(t) = ks (s = 1(2)) dt + o3/I(2)dzs ()

Las dos primeras variables, los spreads, siguen un proceso estocistico del tipo
Ornstein-Uhlenbeck, mientras que el tipo de interés al contado a largo plazo sigue

un proceso raiz cuadrada.

Para estimar los parametros de difusién de estas modelizaciones en tiempo con-
tinuo se utiliza la siguiente especificacién en tiempo discreto (Brennan y Schwartz
(1982), Dietrich-Campbell y Schwartz (1986), Sanders y Unal (1988), Chan, Karolyi,
Longstaff y Sanders (1992) y Moreno (1997), entre otros)

Sl(t) - Sl(t - 1) = 61 + ﬂlsl(t - 1) -+ €1(t).
$a(t) — sa(t — 1) = 8 + Basa(t — 1) + 5(2) (4.2)

I(£) = I(t — 1) = 63 + al(t — 1) + ea(t)

con
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Ela(t)] =0 Efe(t)] = of
Eley(t)] =0 E[e3(t)] = o} (4.3)
Eles(t)] =0 E[e3(t)] = o3i(2)

y

Cov (e1(t) , €2(t)) = Cov (e1(t), €3(t)) = Cov (e3(2), e3(t)) = 0 (4.4)

Esta discretizacién tiene la ventaja de permitir que la varianza de los cambios en
el tipo de interés al contado a largo plazo dependa, directamente, del valor de este
tipo de interés, tal y como especifica el proceso raiz cuadrada en tiempo continuo

de este factor.

Asi, los parametros de difusién de las variables y los coeficientes utilizados en la

discretizacién, presentan la siguiente relacién

ky = —P, Ho = “%i (4.5)
ks = —ps H3 = —%}

El método empleado para la estimacién de estos pardmetros es el Método de
los Momentos Generalizados de Hansen (1982) (GMM).? Las caracteristicas
propias de este método lo hacen especialmente idéneo para la estimacién de procesos

de tipos de interés en tiempo continuo. Esta técnica de estimacidn no requiere que

2Para un anslisis exhaustivo de este método de estimacién ver Greene, W.H. (1993), cap.13.
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los cambios en la variable se distribuyan de forma normal y ello es especialmente in-
teresante para el caso de [(t), puesto que este factor al seguir un proceso estocéstico
raiz cuadrada, se distribuye segiin una x? no centrada. El método de los momentos
generalizados sdlo requiere que la distribucién de los cambios en la variable sea esta-
cionaria y ergédica®. De esta forma, los estimadores G.M.M. son consistentes incluso
para distribuciones heterocedasticas y autocorrelacionadas. Ademads, el problema de
agregacion temporal que surge en una estimacién de un proceso continuo con datos
discretos y que influye en la distribucién de los errores, se suaviza con esta técnica

de estimacién?.

4.1.2 Estimacion de las funciones de los precios de mer-
cado del riesgo

Como se ha comentado anteriormente, en la funcién de descuento o precio de la

obligacién cupén cero aparecen 14 coeficientes o pardmetros a estimar. De ellos,

9 hacen referencia al comportamiento estocdstico de los factores del modelo, en

concreto
ki, pi,op 1=1,23.

Por ello, una vez estimados estos pardmetros de difusién de las variables del

modelo, éstos son sustituidos en la funcién de descuento. De esta forma, en esta

3Ver Hamilton, J.D. (1994), pp.43-47 para definicién de distribucién estacionaria y ergédica.
Por otra parte, en el anexo I, figura IV, se adjuntan los resultados del test de estacionariedad
Augmented Dickey-Fuller, de las series de las diferencias de los tres factores del modelo, tanto
para la muestra completa (02-01-91/30-12-94) como para la segunda muestra (02-01-95/09-03-
99). Los resultados demuestran que ds;, dss y dl, para los dos periodos considerados, son series

estacionarias,
4F]l método de los momentos generalizados ha sido utilizado por otros autores como Harvey

(1988), Longstaff (1989), Chan, Karolyi, Longstaff y Sanders (1992), Longstaff y Schwartz (1992)
¥ Moreno (1997), entre otros.
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funcidén de descuento sélo faltan por estimar cinco coeficientes: a, b, ¢, d y A*, es
decir, los pardmetros de las funciones de los precios de mercado del riesgo asociados

a los tres factores del modelo.

Existe evidencia empirica (Brennan y Schwartz (1982), Campbell (1986), Moreno
(1997) y Gémez y Martinez (1999)) de que los precios que el mercado asigna al riesgo
de cada factor varfan a lo largo del tiempo. Por ello, en la modelizacién de estos
precios se ha supuesto una funcién lineal para los spreads y un precio proporcional
a la raiz cuadrada del valor del tipo de interés a largo plazo, para el tercer factor.

Asi, estos precios quedan formalmente definidos segiin las funciones:

A(t, s1) = a + bsy(t) Precio de mercado del riesgo del primer spread
A2(t, s2) = ¢+ dsa(t) Precio de mercado del riesgo del segundo spread

As(t, 1) = 1\%:@ Precio de mercado del riesgo del tipo de interés a largo plazo
En el desarrollo del modelo trifactorial de la estructura temporal, se ha comen-
tado que estos precios del riesgo dependen de la informacién suministrada, en cada
instante, por el mercado. Mas concretamente, dependen de la funcién de utilidad
de un agente representativo y de su actitud frente al riesgo. Esta problemdtica hace

que se plantee, en esta fase de estimacion, dos posibles alternativas:

e En primer lugar, se podria efectuar una estimacién en cada momento de ob-
servacidn, de los coeficientes de las funciones representativas de los precios del

riesgo de cada factor.

En este caso, y para la estimacién de estos pardmetros se deberian aplicar
métodos de regresién no lineales, dada la forma funcional de la funcién de

descuento. En concreto, se deberia aplicar una regresién no lineal para cada
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instante de observacién. Se trataria de estimar los coeficientes sefialados en
cada momento de observacién y para ello seria preciso disponer de diferentes
valores de la funcién de descuento en cada uno de esos momentos. Es decir,
seria preciso disponer de precios de obligaciones cupén cero libres de riesgo de
insolvencia de diferentes vencimientos, para poder llevar a cabo la regresién en
cada instante de observacién. En definitiva, se tratarfa de disponer de datos
de corte transversal, es decir, de una matriz de datos cuyas filas indicarfan mo-
mentos de observacién y cuyas columnas informarian de precios de obligaciones

cupén cero de diferentes vencimientos,

Las funciones que representan los precios del riesgo de cada factor son de
pardmetro constante. Por ello, una vez estimados los coeficientes ¢, b, c,d y
A*, para cada momento de observacién y con el fin de obtener un valor cons-
tante para toda la muestra, se podria calcular el valor medio de todas estas

estimaciones.

e En segundo lugar y ya que se considera que es precisamente la informacién
del mercado la que hace variar estos precios del riesgo, también serfa oportuno
estimar estos coeficientes justo en el momento en que se pretende utilizar el
modelo. De esta forma no es necesario modelizar estas funciones de los precios
del riesgo, a través de valores medios. Se cree acertada esta segunda estrategia,
puesto que, evidentemente, estos coeficientes estimados pueden presentar un

alto grado de dispersién, y asi, su valor medio ser poco representativo.®

Evidentemente, para llevar a cabo la estimacién global descrita es preciso, pre-
viamente, efectuar un andlisis de los datos que se van a emplear como tnput en esta
estimacion. Esta cuestién es tratada a continuacién y es el paso previo y necesario

antes de empezar con el procedimiento de estimacién descrito.

$Ver Moreno, M. (1997).
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4.2 Analisis de las series de tipos de interés

Para la estimacién de los coeficientes que caracterizan la funcién de descuento del
modelo, el primer paso consiste, evidentemente, en la recopilacién de los datos nece-
sarios para ello. Asi, es preciso disponer de series de tipos de interés al contado
libres de riesgo, para la determinacién de los tres factores del modelo y la esti-
macién de sus pardmetros de difusidén. Y en una segunda fase, es preciso disponer
de precios de obligaciones cupén cero de diferentes vencimientos, para la estimacién
de los pardmetros relacionados con los precios de mercado del riesgo de las variables

escogidas.

El primer problema surge cuando se intentan recopilar tipos de interés al contado
libres de riesgo de insolvencia, es decir, rendimientos asociados a obligaciones cupén
cero libres de riesgo, puesto que el mercado no dispone de esta informacién para
todos los plazos que se quieran considerar. Esta cuestién ha sido ampliamente

tratada en el primer capitulo de esta tesis.

Dado que para el préposito de estimacién de los coeficientes de difusién de las
variables del modelo es conveniente disponer de informacién diaria de tipos de interés
al contado, se opta por emplear algtin método de ajuste de la estructura temporal
de tipos de interés. En concreto se utiliza una base de datos propuesta por Soledad
Nufiez (1995), del Servicio de Estudios del Banco de Espafia. En ella aparecen los
coeficientes necesarios para ajustar la curva de tipos de interés al contado libres de
riesgo. En concreto se dispone de los coeficientes estimados para el ajuste de la
curva del 2 de enero de 1991 hasta el 30 de diciembre de 1994 p‘or el método de
Nelson y Siegel (1987) y de los coeficientes necesarios para obtener los diferentes
tipos de interés, del 2 de enero de 1995 hasta el 9 de marzo de 1999 por el método

de Svenson (1994).% De esta forma se dipone de tipos de interés al contado libres

$Estos dos métodos de ajuste de la estructura temporal de tipos de interés han sido brevemente

descritos en el capitulo 1, apartado 6.



Aplicacién empirica 217

de riesgo de insolvencia y para cualquier plazo. En concreto se ha obtenido una
muestra para el periodo que va del 1 de enero de 1991 hasta el 9 de marzo de 1999,

contabilizdndose en este periodo, un total de 2025 observaciones.

En el desarrollo del modelo se asumié la hipdtesis de que los tres factores de
la estructura temporal tenfan que estar representados por tres prozys ortogonales,
ya que se asumié la incorrelacién entre los tres procesos de Wiener que afectan a
la evolucién estocéstica de las variables. Por ello, el primer paso en la estimacién
del modelo consiste en efectuar un andlisis para la identificacién de tres variables
de estado independientes entre si. Mdas concretamente y dada la modelizacién de
los factores del modelo a través de ecuaciones diferenciales estocésticas, se pretende
analizar la independencia entre las diferencias de tres variables de estado. Asi, se
van calculando matrices de coeficientes de correlacidn lineal entre las diferencias
de tres variables, que se van eligiendo de forma arbitraria. En definitva, se ha ido
cambiando aleatoriamente el plazo de los tipos de interés al contado analizados,
hasta llegar a tres variables que presentan diferencias con coeficientes de correlacién

lineal lo més pequefios posible.
La definicién de las tres variables de estado del modelo es:
Primer spread — s1=r—m

da la diferencia entre un tipo de interés a corto plazo y un tipo de interés del tramo

medio de la curva de tipos al contado.
Segundo spread — sy =m — 1

expresa la diferencia entre el tipo de interés a medio plazo y un tipo de interés al

contado a largo plazo.

Tipo de interés al contado a largo plazo — !

A continuacién se presentan algunos resultados obtenidos en el célculo de los

coeficientes de correlacidn lineal entre las diferencias de diferentes variables:
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dSl dSz dl
r —s tipo de interés a 3 meses
dsy 1 -0.371781 —0.226933
donde m — tipo de interés a 4 afios
dsy 1 —0.311849
{— tipo de interés a 7 aflos
dl 1
d51 d52 dl
r — tipo de interés a 1 mes
dsy 1 —0.343583 —0.142414
donde m — tipo de interés a 4 afios
dss 1 —0.311849
[ —  tipo de interés a 7 afios
dl 1
d51 d52 dl
r —  tipo de interés a 1 quincena
dsy 1 —0.325462 -—0.118370
donde m — tipo de interés a 4 afios
dsy 1 —0.311849
l —  tipo de interés a 7 afios
dl 1
d31 dSz dl
r — tipo de interés a 1 mes
ds; 1 0.325056 —0.266510
donde m —s tipo de interés a 1 afio
dss 1 —0.517813
I —  tipo de interés a 3 afos
dl 1 .
dsq dss dl
r —+ tipo de interés a 1 mes
dsq 1 —0.348747 —0.231922
donde m — tipo de interés a 3 afios
ds, 1 —0.247044
d ) [ — tipo de interés a 5 afios
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dSl
d82
dl

dSl
dSz
dl

d81
d32
dl

d82
dl

dSl
d32
dl

dSl
1

d31
1

dSl
1

dS]
1

dSl
1

dS2
—0.343394
1

d82
—0.197811
1

d.Sg
—0.320935
1

d82
—0.372488
1

d82
~-0.336985
1

dl
-0.280739
—0.247044

1

di
—0.031104
—0.829299

1

dl
~0.085244
—0.475505

1

di
—0.119405
—0.357689

1

dl
0.015484
—0.627857
1

donde

donde

donde

donde

donde

r—
m —

l—

r—
m ———

[ —

r 3
m —

| —

r—
m —

[ —

r 3
m —

| —

tipo de interés a 2 meses
tipo de interés a 3 afos

tipo de interés a 5 afios

tipo de interés a 1 mes
tipo de interés a 3 afios

tipo de interés a 15 afios

tipo de interés a 1 mes
tipo de interés a 2 afios

tipo de interés a 6 afios

tipo de interés a 1 mes
tipo de interés a 3.5 aflos

tipo de interés a 7 afios

tipo de interés a 1 mes
tipo de interés a 2 afios

tipo de interés a 9 afios
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d32
dl

dsl
dSz
dl
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dSl d.52 dl
r —=+ tipo de interés a 1 mes
1 -0.389084 —0.093115
donde m —s tipo de interés a 3 afios
1 —0.408678
) [ — tipo de interés a 7 afios
dsy ds;y dl
r — tipo de interés a 1 mes
1 —0.346934 —0.031248
donde m —» tipo de interés a 2 afios
1 —0.524457
. [ —  tipo de interés a 7 afios

De la informacién presentada, se desprenden las siguientes conclusiones:

Cuando la variable [ se aproxima a través de tipos de interés a mds largo
plazo, al entrar esta variable en la definicién del segundo spread, aumenta la

correlacién entre dl y dss.

Si se decide aproximar la variable m a través de tipos de interés con un plazo
mayor, se reduce la correlacién entre ds, y dl, aunque aumenta un poco la

dependencia entre dsy y ds2 y entre ds; y dl.

Si para reducir estos coeficientes de correlacidn lineal que han aumentado al
aproximar m por un tipo a mas largo plazo, se opta por aumentar el plazo del
tipo de interés que va a representar [, vuelve a aumentar la correlacién entre

dsy y dl.

Cuando se aproximan las tres variables por tipos de interés al contado a més

largo plazo, los resultados no mejoran.

En definitiva, se opta por los siguientes tipos de interés al contado:
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r — tipo de interés a 1 mes
m — tipo de interés a 3 afios

!l —  tipo de interés a 5 afios

de manera que los tres factores del modelo van a estar representados por las siguien-

tes prozys:”

s1 — diferencia entre el tipo a 1 mes y el tipo a 3 afios
sy — diferencia entre el tipo de interés a 3 afios y el tipo a 5 afios

[ —  tipo de interés a 5 afios

A continuacidn, se procede a efectuar un anilisis estadistico-descriptivo de los
tres factores seleccionados. Evidentemente y dada la modelizacién que se efectiia de
las variables en el modelo trifactorial de la estructura temporal, se da més énfasis

al estudio de las diferencias de estas variables, es decir, de ds;, dse y dl.

Las series del primer spread, del segundo spread y del tipo de interés a 5 afios se

representan en la figura I (ver anexo 1).

El primer factor, el primer spread, alcanza un valor maximo del 0.055037 y un

valor minimo del -0.034629.2 Para la muestra considerada el valor medio de esta

Se es consciente de que los tres factores del modelo no son estrictamente independientes. En
este sentido, se quiere hacer constar que la independencia de los factores es una hipdtesis de trabajo
del modelo y que, evidentemente, segiin la muestra de tipos de interés considerada, se cumplird en
mayor o menor grado. Lo que es cierto es que los tipos de interés de diferentes vencimientos no
estan perfectamente correlacionados y adn es mads cierto que existe mds grado de independencia
entre un spread y un tipo de interés al contado. En la muestra considerada en este trabajo el grado
de independencia no es muy bajo, pero al respecto cabe mencionar también que los datos de esta
muestra se han obtenido de un modelo de ajuste y, por tanto, llevan implicita una interdependencia
entre ellos. Sin embargo, por hipétesis, se asume que los tres factores seleccionados tienen procesos
de Wiener incorrelacionados.

8En esta seccidn los valores de las series analizadas se expresan en tanto por uno.
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diferencia entre el tipo de interés a 1 mes y el tipo de interés a 3 afios ha sido del
0.001066. Ademads, presenta una tendencia marcadamente alcista entre septiembre
de 1992 y junio de 1993 y desde febrero de 1995 hasta diciembre del mismo afio. De
abril a agosto de 1994 invierte la tendencia y esta serie decrece. Desde diciembre de

1995, esta diferencia de tipos de interés se suaviza y va fluctuando entorno al 0.

El segundo spread presenta un valor medio de -0.001917. Hasta mayo de 1993,
esta diferencia entre el tipo de interés a 3 afios y el tipo de interés a 5 afios es positiva
y a partir de entonces pasa a ser una diferencia negativa. Su valor maximo es de

0.006574 y su valor minimo es de -0.006466.

La serie del tipo de interés a 5 afios presenta su valor méximo en septiembre de
1992 (0.138630). A partir de entonces y hasta febrero de 1994 decrece para pasar
luego a una tendencia alcista, que acaba en febrero de 1995. A partir de esa fecha
el tipo de interés a 5 afios va decreciendo. Alcanza un valor minimo del 0.032837,

mientras que su valor medio ha sido del 0.086509.

Las series que representan las diferencias de las tres variables del modelo se
presentan en la figura II (anexo 1). La serie diferencias del primer spread alcanza un
valor méximo de 0.017845, un valor minimo de -0.20775 y presenta un valor medio
de -3.10E-06. Se observa, claramente, que a partir de 1995 estas diferencias del

primer spread se suavizan considerablemente.

La serie diferencias del segundo spread presenta unos valores mas pequefios que
la serie diferencias del primer spread, de manera que el valor medio se sitla en el
3.49E-06, el valor maximo en el 0.002640 y el valor minimo en el -0.002928. Esta
serie, al igual que la anterior, presenta un comportamiento mas suave a partir de
1995, de manera que las diferencias del segundo spread a partir de entonces, son

mucho menores.

La serie de las diferencias del tipo de interés a 5 afios también presenta valores

més pequefios a partir de 1995, aunque aqui la diferencia no es tan considerable
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como en las dos series anteriores. El valor medio de esta serie es del -4.70E-05, el

valor méaximo es del 0.004854 y el valor minimo es del -0.004990.

A continuacién se resumen las principales variables estadisticas, tanto de las
series de los tres factores del modelo, como de las series de las diferencias de estos

factores:

Estadisticos de las variables de estado

Variable $ 89 l
n 2025 2025 2025
Media 0.001066 —0.001917 0.086509

Desv. Estdndard 0.012287  0.003153  0.027388

Mediana, 0.001159 —0.003033 0.091640
Maximo 0.055037  0.006574  0.138630
Minimo —0.034629 —0.006466 0.032837

Coef. Asimetria —0.183269 0.682540 —0.389210

Coef. Curtosis 4.147849  2.027270  1.875450
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Estadisticos de las diferencias de las variables de estado

Variable ds; dss dl
n 2024 2024 2024
Media —3.10E — 06 —3.49E — 06 —4.70E — 05

Desv. Estandard  0.002354 0.000382 0.000835

Mediana 1.74E-05 3.39E—-06 —5.38E —05
Maéximo 0.017845 0.002640 0.004854
Minimo —-0.020775  —0.002928 —0.004990

Coef. Asimetria  —0.202487 —0.163034 0.159371

Coef. Curtosis 14.52536 10.95606 8.031323

Dada la modelizacién que se efectila de los tres factores en el modelo trifactorial
de la estructura temporal, seria conveniente contrastar que las series de las diferen-
cias de las tres variables del modelo se aproximan a una distribucién normal. Para
ello el coeficiente de asimetria deberia estar cercano a 0. De la informacién resumida
en la anterior tabla, se observa que este coeficiente es de -0.202487 para la serie de

las diferencias en el primer spread, de -0.163034 para la serie de las diferencias en
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el segundo spread y de 0.159371 para la serie de las diferencias en el tipo de interés
a 5 afios. Un valor positivo de este coeficiente indica que la cola superior es més
gruesa que la cola inferior. El coeficiente de curtosis deberia tomar valores cercanos
a 3. Para las series analizadas, las de las diferencias de las variables, los valores de
este coeficiente son 14.52536, 13.95606 y 8.031323, para el primer spread, segundo
spread y tipo de interés a 5 afios, respectivamente. Cuando el coeficiente de curtosis
excede de 3 indica que la distribucién de la serie tiene un apuntamiento alto en los

valores centrales.®

4.3 Resultados de la estimacion de los parametros

de difusién

Para la estimacion de los coeficientes de difusién se ha utilizado el programa es-
tadistico e-views 2.0, ya que reline todas las técnicas estadisticas necesarias y

permite trabajar, de forma operativa, con un nimero muy elevado de observaciones.

Como se ha comentado en el primer apartado de este capitulo, estos coeficientes
se estiman a través del método de los momentos generalizados de Hansen (1982) y,
asi, se considera la discretizacién (4.2) con (4.3) y (4.4). Es importante recordar
que esta técnica de estimacidn es apropiada incluso para series heteroceddsticas y

autocorrelacionadas.

A continuacién se presentan los resultados obtenidos en la estimacion de estos

coeficientes de difusién de los tres factores del modelo, para la muestra completa

9Normalmente, la mayoria de las variables financieras, tienen incrementos con distribuciones que
presentan un apuntamiento alto en los valores centrales. Sin embargo, el excesivo apuntamiento
de estas tres series podria ser debido a la existencia de outliers en la muestra considerada. Se
deberia comprobar si eliminando estos valores extremos {(normalmente los que sobrepasan 3 veces

la desviacién estandard) la distribucién de las series es més normal.
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que va del 2 de enero de 1991 hasta el 9 de marzo de 1999. En una primera tabla
se muestran los valores estimados para los coeficientes de las discretizaciones, indi-

cando, entre paréntesis, el valor del estadistico ¢

Variable é B o

s 1.67TE—05  —0.015773  0.002243
(0.504708)  (—3.274507) (16.78965)

s;  —148E—05 —0.005088  0.000263
(—1.913201) (—2.537925) (20.85694)

I —214E—05 —0.000274  0.002566
(—0.410654) (—0.387329) (30.19562)

A partir de los anteriores valores estimados para los coeficientes de las discretiza-
ciones y considerando su relacién con los parametros de difusién (4.5), se calculan
los valores de estos coeficientes de las ecuaciones diferenciales estocasticas de las

variables del modelo. Es decir, en la siguiente tabla se presentan la velocidad de
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ajuste, el valor medio a largo plazo y el coeficiente de volatilidad de cada factor

Variable k % o

81 0.015773 0.000735433 0.002243

Sy 0.005088 —0.002908805 0.000263

{ 0.000274 —0.078102189 0.002566

Los coeficientes de volatilidad de los tres factores son significativos, observdndose
que el segundo spread, como era de esperar, es el que presenta un coeficiente de
difusién menor (oq = 0.002243, 0, = 0.000263 y o3 = 0.002566). Del analisis
descriptivo que se ha efectuado en el apartado 2 de este capitulo, se desprende una

menor volatilidad en la serie diferencias del segundo spread.

Para la muestra analizada se observa que el primer spread es el que presenta
una velocidad de ajuste mayor (k; = 0.015773) y significativa. Para los otros dos
factores la velocidad de ajuste es menor (k; = 0.005088 y ks = 0.000274) y para el
tipo de interés a largo plazo no es significativa. Asi pues, la reversién a la media en

esta muestra considerada sélo se verifica, empiricamente, para el primer factor.

El primer spread tiende a largo plazo a un valor positivo (u; = 0.000735433),
mientras que el segundo spread tiende hacia una media negativa (2 = —0.002908805).
Para el tipo de interés a largo plazo, sorprendentemente, se llega a un valor medio a

largo plazo negativo (u3z = —0.078102189). No es tan relevante el hecho de que este
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parametro tome un valor negativo, pero si se tiene en cuenta que este valor medio

se obtiene de

#3——E

entonces, los resultados de la estimacién muestran que para este factor la reversién

a la media no es nada significativa y asi, el valor obtenido para us.

Por otra parte, la muestra considerada es muy amplia y en ella se han utilizado,
tal como se comenté anteriormente, dos modelos de ajuste para obtener los datos'C.
Asi, se cree conveniente efectuar una nueva estimacién de estos coeficientes de di-
fusién sobre una muestra que va del 2 de enero de 1995 hasta el 9 de marzo de 1999.
De esta forma, se cree que la estimacién de los coeficientes de difusién estara menos
sesgada, ya que los datos empleados son de un mismo modelo de ajuste (Svensson
(1994)). Ademds, en esta segunda muestra el comportamiento de los tipos de interés

P Id
es mds homogéneo.

A continuacién se resumen los resultados obtenidos en esta nueva estimacién
de los pardmetros de difusién de los factores del modelo, para el periodo que va
del 2 de enero de 1995 hasta el 9 de marzo de 1999, contabilizindose un total de
1040 observaciones. En la primera tabla aparecen los valores estimados para los
coeficientes de las discretizaciones de las ecuaciones diferenciales estocasticas y en
la segunda tabla aparecen los valores calculados para los pardmetros de difusién,

segtin (4.5).

1%Como ha quedado explicado en el apartado 2 de este capitulo, los datos empleados en la
estimacién empirica del modelo son los facilitados por el Servicio de Estudios del Banco de Espafia.
En concreto, se dispone de los coeficientes para obtener tipos de interés al contado para el periodo
que va del 2 de enero de 1991 hasta el 30 de diciembre de 1994 por el método de Nelson y Siegel
(1987) y para el periodo comprendido entre el 2 de enero de 1995 hasta el 9 de marzo de 1999, se
dispone de los coeficientes necesarios para ajustar la curva de tipos al contado por el método de
Svensson (1994).
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Variable ) Jé o
81 —-9.01E — 08 —0.009872  0.000703
(—0.004929) (—3.066698) (25.46330)
N -5.98E —- 05 —0.015401  0.000176
(—3.018953) (—3.034838) (27.51124)

! 3.78E — 05
(0.735314)

—0.001703  0.002437
(—2.027921) (30.14282)

Variable k

81 0.009872

9.12E — 06 0.000703

S 0.015401

—0.003882 0.000176

l 0.001703

0.0221961 0.002437




230 Aplicacién empirica

En el anexo 1, figura IIl, se adjuntan las principales variables estadisticas y
representaciones graficas de las series diferencias del primer spread, diferencias del
segundo spread y diferencias del tanto de interés a largo plazo, para esta segunda
muestra, ya que se cree pueden ayudar a entender los resultados de esta nueva

estimacion.

Para el primer spread, la media a largo plazo a la que tiende el proceso se ha
hecho mas pequeifia, casi nula, ya que esta segunda muestra es mds homogénea.
El comportamiento de los tipos de interés es mds similar y por ello esta primera
diferencia tiende hacia un valor menor (y; = 9.12E — 06), con una velocidad de
ajuste k; = 0.009872. En esta linea, el coeficiente de volatilidad se ha reducido y se

sitia en oy = 0.000703.

La media a largo plazo a la que tiende el segundo spread continia siendo negativa
y ademaés con un valor similar al obtenido para la muestra global (p; = —0.003882).
Sin embargo, en esta segunda estimacién si que es significativo el pardmetro s,
al igual que la velocidad de ajuste del proceso, k2 = 0.015401, que ha aumentado
en relacién a la primera estimacién. Asi, para esta segunda muestra se comprueba,
empiricamente, la reversion a la media del segundo factor. La volatilidad del proceso
continia siendo significativa y para esta segunda muestra toma un valor muy similar

al tomado para la muestra global (o, = 0.000176).

En esta segunda estimacidn, el tipo de interés a largo plazo toma un valor medio
esperado positivo, que se sitiia entorno al 2.21%. La reversién a la media es muy débil
¥, para esta segunda estimacion, la velocidad de ajuste aumenta hasta ks = 0.001703.

El valor del coeficiente de volatilidad no varfa mucho (o3 = 0.002437).

Dado que la estimacidén de los pardmetros de difusién es més significativa en esta

segunda muestra, se opta por estos segundos valores estimados.
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4.4 Anadlisis de los precios de las obligaciones

cupon cero

Una vez estimados los pardmetros de difusién (k;, pi, 0i, 1 = 1,2,3.), se sustituyen
en la funcién de descuento, de manera, que sélo restan por estimar los pardmetros

referentes a las funciones de los precios del riesgo de cada factor (a, b, ¢, d y A*).

En esta fase de estimacién, como se ha comentado anteriormente, se puede optar
por efectuar una estimacién de estos parametros en cada momento de observacién
y extraer un valor medio, para los coeficientes de las funciones de estos precios
del riesgo. Sin embargo, también se cree oportuno efectuar una sola estimacién de
estos parametros, en el momento en que se pretenda utilizar el modelo trifactorial
de la estructura temporal de tipos de interés. Esta segunda opcidn se justifica por
varias razones. En primer lugar, los precios asociados al riesgo de cada factor se
deducen de la informacién del mercado y, por tanto, éstos varfan en cada instante.
La variabilidad de estos precios, en el modelo propuesto, se soluciona asumiendo una
variacién lineal, para los precios del riesgo asociados a los spreads y una variacién
proporcional a la rafz cuadrada del valor de la variable, para el tipo de interés a largo
plazo. Una vez asumida esta estructura funcional para los precios que el mercado
asigna a los factores de riesgo, se cree oportuno especificar los coeficientes de estas
variaciones, por la informacién que proporciona el mercado en el momento en que

se desea determinar la funcién de descuento asociada al modelo.

De esta forma y para la estimacién de los 5 coeficientes restantes, se utilizan
los precios de obligaciones cupén cero, libres de riesgo de insolvencia, de diferentes
vencimientos. En concreto, y por el método de Svensson (1994), se determinan para

el 18 de febrero de 1999 los precios de 32 obligaciones cupén cero, o funciones de

UEsta fecha se corresponde con el momento de observacién 2001 de la base de datos propor-
cionada por el Servicio de Estudios del Banco de Espaiia, que en total contempla una muestra de

2025 observaciones.
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descuento, cuyos vencimientos son: 1 dfa, 1 semana, 2 semanas, 3 semanas, 1 mes, 1
mes y medio, 2 meses, 2 meses y medio, 3 meses, 3 meses y medio, 4 meses, 4 meses
y medio, 6 meses, 8§ meses, 1 afio, 2 afios, 3 aflos, 4 afios, 5 afios, 6 afios, 7 aflos, 8
afios, 9 afios, 10 afios, 11 afios, 12 afios, 13 ahos, 14 afos, 15 afios, 17 afios, 20 aflos

y 25 afios.

4.5 Resultados de la estimacion de los precios de

las obligaciones cupon cero

Para la estimacién de los pardmetros de las funciones de los precios del riesgo de
los factores, se ha utilizado el programa matematico Mathcad 2000. El criterio
utilizado para la estimacién de estos coeficientes ha sido la minimizacién de la suma
de los errores al cuadrado. Asi, esta fase de estimacién se ha resuelto de la siguiente
forma. Se ha construido un programa para minimizar la suma de la diferencia
al cuadrado entre los valores de los precios de las 32 obligaciones cupén cero y la
funcién de descuento del modelo, correspondiente a los 32 vencimientos considerados.
Previamente, se han sustituido, en la funcién de descuento, los valores estimados de

los parametros de difusion.

En definitiva se ha minimizado la siguiente funcién

32

. - 2
min. Y (P,' — P(7, 81,82, l)) (4.6)
=1
en la que )2 representa el precio de la obligacién cupén cero, o funcién de descuento
observada, para cada uno de los 32 vencimientos y P(w;,, s1,52,1), es la expresién
del precio de la obligacién para cada vencimiento. Para simplificar el prograna de

minimizacidn, la expresién de la funcién de descuento se ha reescrito de la siguiente
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forma

P(7, 81, 82,1) = A1(7) Aa(7) As(7)exp {—B(7)s1(t) — C(7)s2(t) — D(7)I(t)}

donde:

_ 0.000703% , o 0.000703
A7) = oxp {20 p(r) 4 (22— SO () — )

1l—e™@7

B(r)= U4

0.000176% 0.0001762
Ax(T) =exp {——-————4 C*(7) + (—a2 v ) (C(r)— T)}
q2 q2 92

Il

o(r)

2gexp {(gs + 9)3} s

A7) = | G T o) epler] - D) T 2

7y = —2(expigr} - 1)
(g3 + g) (exp{g7} — 1) +2¢

g=(d+2 -0.0024372)%

De esta forma, y teniendo en cuenta (3.29), (3.34), (3.36), (3.40) y (3.42), se

establecen las siguientes relaciones entre las variables a minimizar y los parametros
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de las funciones de los precios del riesgo de cada factor

a1=k1,u1—aa'1 - a=9’4§§1-‘ﬂ

g = kg — coy — c=51:—§§&

q1 =k + boy — b=ah 4.7)

71

q2=k‘2+d0'2 — d=m

o2

gs = ks + A — AN =q3— ks

En el anexo 2, se adjunta el programa de minimizacién programado para Mathcad
2000, que proporciona los valores de oy, a2, ¢1, 92 ¥ g3 que minimizan la suma de
los errores al cuadrado.'® En este mismo anexo se incluyen los inputs utilizados
en esta estimacién, es decir, los precios de las obligaciones cupén cero para los 32
vencimientos antes mencionados y facilitados por el Servicio de Estudios del Banco

de Espafia.

Los resultados obtenidos son los siguientes

a; =0.00051 oy = —0.000205 ' (4.8)

g1 = 0.014953 g> = 0.017901 gs = —0.011493 (4.9)

12E] valor minimo de esta suma es de 0.00005012437, como se puede apreciar en el anexo IL
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Teniendo en cuenta los valores estimados para los pardmetros de difusién

k, = 0.009872 ke = 0.015401 k3 = 0.001703

w1 =912E —06 p, = —0.003882 ps; =0.0221961

o1 =0.000703 09 =0.000176 o3 = 0.002437

y (4.7), se deducen los valores estimados para los pardmetros de las funciones de los

precios de mercado del riesgo de cada factor

a = —0.725334

b= 17.227596

¢ = 0.825000 (4.10)
d = 14.204545
A* = —0.013196

Para los coeficientes anteriores y teniendo en cuenta los valores de los tres factores

en el momento de estimacién (18-02-1999)!3, los precios de mercado del riesgo de

1351 = —0.00401055, s = —0.00321906 y I = 0.035018114




236 Aplicacién empirica

cada variable son

M(t, s1) = a + bsy(t) = A (£, —0.004010) = —0.754316
Aa(t,82) = c+ dsa(t) = Ay(t, —0.003219) = 0.779275

(1) = %3‘@ = X3(t,0.035018) = —1.013286

Para el pimer spread y el tipo de interés al contado a largo plazo se deduce un

precio de mercado del riesgo negativo, mientras que para el segundo spread, el precio

de riesgo es positivo. Alno presentar todos estos precios el mismo signo, no se puede

afirmar nada, a priori, sobre el signo de la prima de riesgo en ese instante.}*

En el anexo III, se presenta la funcién de descuento estimada para este mo-
delo trifactorial de la estructura temporal de tipos de interés. A continuacién, se

comprueban, empiricame: i alitico-financieras de esta funcién de
ueban, {ricamente, las propiedades analitico-fi de esta f d

descuento. En este mismo anexo, se presenta la curva de tipos de interés al contado
asociada y se analiza, graficamente, su comportamiento para distintos valores de los

parametros que la caracterizan.

14Ver capitulo 3, apartado 6.
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Conclusiones

Como conclusién de este trabajo se ha creido conveniente ofrecer un resumen
global de la investigacién realizada. Asi, en este Wltimo apartado, no sélo se ex-
pondréan las aportaciones y resultados mas relevantes de esta tesis doctoral, sino que
también se pretende describir el contenido de la misma, de una forma resumida.
Es decir, se pretende describir de forma secuencial la investigacién desarrollada: el
objeto de estudio del trabajo, la metodologia e instrumental necesarios para su en-
tendimiento, los antecedentes y soluciones aportadas por otros autores, la aportacién
propiamente dicha de esta tesis, su intento de convalidacién y sus carencias y posibles

mejoras para posteriores investigaciones.

Esta tesis doctoral se centra en el estudio de la dindmica de la estructura temporal
de tipos de interés. Por ello el trabajo realizado se inicié con el entendimiento del
concepto de estructura temporal, como relacién que informa de los tipos de interés
aplicables para los distintos plazos. Es decir, se trata de poder determinar el precio
que el mercado pone al plazo y ofrecer una relacién como la expresada, para un
horizonte temporal. Asi, y en una primera fase de estudio, se intentaron clarificar
todos estos conceptos basicos, pero no por ello inmediatos. Esta primera fase de
estudio ha quedado reflejada en el primer capitulo, de caricter introductorio, de la
tesis. En él, se definen las principales magnitudes financieras que intervienen en el
anélisis de los tipos de interés y se plantean las teorias denominadas cldsicas de la

estructura temporal, como antecedentes de los actuales desarrollos.

Los actuales planteamientos de la estructura temporal se desarrollan en un en-
torno estocdstico y de ahi, que la dindmica de las variables que intervienen en el
anélisis de la curva de tipos, quede afectada por un proceso de Wiener, en concor-

dancia con el actual contexto de la valoracién financiera estocastica.

Como se ha comentado y ha quedado reflejado en esta tesis, la investigacién se ha,

centrado en el estudio de la dindmica de la curva de tipos de interés. Por ello, en el
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segundo capitulo de esta tesis se efectiia una clasificacién de los modelos dindmicos
de la estructura temporal. Esta clasificacién, en modo alguno definitiva, es reflejo
de la fase de estudio en que se intentd recopilar la literatura existente sobre el tema.
En esta fase se decidié también, por motivos que después se irdn exponiendo, la
linea que iba a seguir el modelo que se pretendia desarrollar, como aportacién de

esta investigacién.

En lineas generales, los modelos dindmicos de la estructura temporal de tipos
de interés han quedado agrupados en modelos consistentes y no consistentes de la
estructura temporal. Estos itimos, denominados en la literatura financiera mode-
los factoriales, consideran que la evolucidn en el tiempo de la estructura de tipos
depende de una o varias variables de estado, denominadas factores, y se diferen-
cian claramente de los denominados en esta tesis, modelos consistentes, ya que éstos

toman informacién de toda la estructura temporal para modelizar su dindmica.

El modelo presentado en esta tesis es un modelo dindmico-no consistente de
la estructura temporal de tipos de interés, basado en la teoria de valoracién por
ausencia de oportunidades de arbitraje, y que considera tres variables de estado. Por
ello se le da més importacia a esta metodologia y, aparte de resumir los principales
modelos que pertenecen a este grupo, en el segundo capitulo de la tesis, también
se efectida un planteamiento de un modelo general de s factores, con procesos de

Wiener correlacionados.

Cuando se plantea y desarrolla un modelo factorial de la estructura temporal, se

ha de decidir sobre una serie de cuestiones:
e si el modelo parte de un equilibrio general de la economia o, por contra, es un
modelo de equilibrio parcial.
o el nidmero de factores que describen la dindmica de la curva de tipos.

e y si se ha elegido el enfoque de equlibrio parcial, como es el caso, se ha de decidir
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sobre la evolucién estocdstica de las variables, asi como sobre los precios que

el mercado asigna al riesgo de variacidn de éstas.

Los modelos de equilibrio general (Cox, Ingersoll y Ross (1985b) y Longstaff y
Schwartz (1992), entre otros) parten de la descripcién de la economia real, de consi-
deraciones sobre la evolucién estocéstica de una o mas variables reales y de las pre-
ferencias de un inversor representativo, para deducir, endégenamente, la evolucién
estocdstica de los factores de la estructura temporal, asi como los precios de mercado

del riesgo de éstos.

Por contra, si se opta por el enfoque de equilibrio parcial, exégenamente se decide
la evolucion estocédstica de las variables del modelo, asi como la forma funcional de
los precios de mercado del riesgo. El enfoque de equilibrio general presenta claras
ventajas sobre el enfoque de equilibrio parcial, ya que la estructura temporal y su
dindmica son determinadas endégenamente. Sin embargo, esta clara ventaja no lo
es tanto cuando se entiende que esta deduccidén implicita al modelo viene impuesta
por las hipétesis de partida que se efectian sobre las variables de la economia real.
Ademds, siguiendo a Duffie y Kan (1996), si se supone una dindmica estocéstica,
mds o menos adecuada, para los factores de la estructura temporal, no seria muy
dificil englobarla dentro de un modelo de equilibrio general, basado en un agente

representativo con una funcién de utilidad y consumo apropiadas.

Asi, en este trabajo no se plantea una economia de equilibrio general que dé
soporte a la dindmica propuesta para los factores evolutivos de la estructura de
tipos. En este sentido es importante destacar que actualmente existen numerosos
trabajos, tanto tedricos como empiricos, que hacen que esta eleccién no sea en modo

alguno arbitraria.

En cuanto al ndmero de factores que conducen la dindmica de la estructura
temporal de tipos de interés, los primeros modelos consideran una sola variable,

el tanto de interés instantdneo sin riesgo (Vasicek (1977), Dothan (1978) y Cox,
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Ingersoll y Ross (1985b)). Este tipo de modelos presentan el inconveniente de que
los rendimientos de las obligaciones de todos los vencimientos estan perfectamente
correlacionados. Para solucionar este inconveniente surgen modelos de dos factores
(Richard (1978), Brennan y Schwartz (1979), Schaefer y Schwartz (1984 ), Longstaff
y Schwartz (1992) y Moreno (1997)) y de tres factores (Kraus y Smith (1993) y
Chen (1996)).

El modelo desarrollado en esta tesis doctoral es de tres factores y, por tanto,
solventa el problema de la correlacién perfecta entre los rendimientos de las obli-
gaciones de todos los vencimientos. Ademads, con la eleccién de tres factores, el
modelo ofrece una mayor variedad de formas para la curva de tipos al contado. Los
factores elegidos han sido, dos spreads (diferencia entre un tipo a corto y un tipo a
medio plazo y diferencia entre el tipo a medio y un tipo a largo plazo) y un tanto de
interés al contado a largo plazo. La eleccién y definicién de estas variables ha estado
motivada por diferentes causas. En primer lugar, se pretende recoger informacién
de los diferentes tramos de la curva de tipos de interés, del inicio, del tramo medio y
del final de la curva. En segundo lugar, se pretende llegar a un modelo con solucién
analitica porque, desafortunadamente, en este campo existen pocos modelos que
lleguen a ella. Con este objetivo se eligen tres factores cuya suma es precisamente
el tanto de interés instantdneo sin riesgo. Ademds, y dada la evidencia empirica a
favor de la independencia entre un spread y un tipo de interés a largo plazo, se opté
por desdoblar el spread en dos y tomar estas dos diferencias mds el tipo de interés a
largo plazo, como factores explicativos de la estructura temporal de tipos de interés.
De esta forma, se puede aplicar el método de separacién de variables a la ecuacién
en derivadas parciales a la que llega el modelo y obtener asi, la expresién analitica
del precio de la obligacién cupén cero, libre de riesgo de insolvencia y vélida para

cualquier plazo.

La funcién de descuento obtenida en este modelo permite obtener, analiticamente,

la curva de tipos de interés al contado y la curva de tipos forward, que son formas
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alternativas de informar sobre la estructura temporal de tipos de interés. En esta
tesis se analizan las propiedades, analiticas y financieras, que se derivan de estas

tres curvas y se observa que todas ellas son altamente apropiadas.

El modelo presentado permite recoger un alto porcentaje de variacién de los
tipos de interés, como demuestran numerosos trabajos empiricos realizados para el
mercado espafiol. La mayoria de estos trabajos se basan en el anélisis de compo-
nentes principales para concluir que, para el mercado espafiol, lo idéneo es modelizar
la variacién o dindmica de la estructura temporal a través de tres factores, ya que
éstos llegan a explicar mds del 95% de la variacién total de los tipos de interés

(Navarro y Nave (1995) y Benito (1999)).

Por otra parte, las principales aplicaciones de la estructura temporal son la valo-
racién de activos derivados sobre tipos de interés y la cobertura y gestién del riesgo
de tipo de interés, en carteras de renta fija. El modelo desarrollado est4 mds en-
caminado a esta segunda aplicacién de gestién del riesgo. De esta forma, queda
alin mas justificada la eleccién de tres variables, porque asi se consigue cubrir el
denominado riesgo de la curva cupén cero, es decir, el ocasionado por variaciones no
uniformes de la estructura de tipos. Por ello y debido a la eleccién de tres factores
para la modelizacién de la dindmica de la estructura de tipos, se pueden obtener
tres medidas de duracién estocésticas, una para cada factor estocistico del modelo.
En la misma linea, se llega a una convexidad generalizada o factorial, una para cada

factor.

Segin Benito, S. (1999), desde el punto de vista del desarrollo de estrategias de
inmunizacién, los resultados obtenidos en su trabajo sugieren que utilizar una me-
dida de duracién que cubre sdlo frente a desplazamientos paralelos de la estructura
de tipos, puede generar resultados poco satisfactorios. Concretamente, los resultados
obtenidos mediante técnicas de cointegracién, indican que podria ser adecuado uti-
lizar una medida de la duracién bidimensional, cuando el horizonte de planificacién

es de largo plazo. Cuando la operacién de cobertura se extiende a un horizonte de
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corto y medio plazo, es necesario considerar un mayor nmero de variables, al menos

tres.

Una vez decidido el nimero de factores y su definicién, se deben determinar
las ecuaciones diferenciales estocasticas que van a modelizar su dindmica. Para los
spreads se ha optado por un proceso Ornstein-Uhlenbeck, es decir, un proceso es-
tocdstico con reversién a la media y coeficiente de difusién constante. En el apartado
de contrastacién empirica del modelo, se comprueba la reversién de los spreads ha-
cia un valor medio a largo plazo. Ademds, se opta por un proceso con volatilidad
constante que permite valores negativos para la variable, ya que estas diferencias

entre tipos de interés al contado pueden ser tanto positivas como negativas.

Para el tipo de interés a largo plazo, se opta por un proceso raiz cuadrada con
reversién a la media, para recoger el cardcter heteroceddstico de este tipo de interés al
contado y evitar asi, que éste tome valores negativos, ya que este proceso estocdstico
presenta una barrera reflectante en 0. Cabe mencionar que para el conjunto de la
muestra considerada en la contrastacién empirica del modelo (2 de enero de 1991
hasta 9 de marzo de 1999), se comprueba que el tipo a largo plazo no tiene reversién
a la media. Si se consideran sélo los afios de 1995 hasta 1999, se observa cierta
reversién, pero muy débil. Es claro que este factor y para futuras investigaciones

deberia modelizarse sin reversién hacia un valor medio.

Establecida la evolucidn estocistica de los tres factores del modelo, se asume
que el precio que el mercado asigna al riesgo de los dos spreads es una funcién lineal
del propio spread. Con esta estructura funcional se pretende estfa,blecer un precio
del riesgo variable. Asi, para el tanto de interés a largo plazo se asume el precio
propuesto por Cox, Ingersoll y Ross (1985b), de manera que éste es proporcional
a la rafz cuadrada del valor del tipo de interés a largo plazo en cada instante. Es
de destacar que a pesar de la evidencia empirica de la variabilidad en el tiempo de

estos precios del riesgo, existen pocos modelos con precios variables.

Finalmente, y a partir de todas las anteriores hipétesis, se establece por el lema
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de Itd y con un criterio de eliminacién de las oportunidades de arbitraje, la ecuacién
cierta en derivadas parciales de segundo orden, para el precio de la obligacién cupén
cero, libre de riesgo de insolvencia. Esta ecuacién, junto a la condicién final de
que al vencimiento la obligacién paga una unidad monetaria, presenta solucién
analftica, por separacién de variables. Es importante que el modelo llegue a una ex-
presién analitica para la funcién de descuento, ya que ello permite su estudio, tanto
matematico como financiero. De hecho, uno de los objetivos perseguidos en esta

investigacién era, precisamente, plantear un modelo factorial con solucién analitica.

La funcién de descuento obtenida se analiza y se comprueba, analiticamente, el
cumplimiento de sus principales propiedades financieras. En el anexo III de esta

tesis, se comprueban, empiricamente, algunas de estas propiedades.

A partir del precio de la obligacién cupdn cero se deducen la curva de tipos de
interés al contado y la curva de tipos de interés forward. Estas dos curvas se analizan,
también analiticamente, y se observa un comportamiento andlogo. Ambas empiezan
en el valor del tipo de interés instantdneo y presentan el mismo valor asintético. En
el anexo III se analiza grificamente la curva de tipos al contado, para diferentes

valores de los coeficientes que la caracterizan.

En este trabajo también se obtienen las primas temporales asociadas al modelo.
Como ya se ha indicado, se obtiene la prima forward y la prima de riesgo instantdnea.
El valor obtenido para la primera permite afirmar que el modelo desarrollado no esté
acorde con la hipétesis pura de las expectativas insesgadas, que afirma que los tipos
de interés forweard coinciden con los futuros tipos de interés gsperados. Ademis,
la expresién obtenida para la prima de riesgo instantdnea permite afirmar que el
modelo es compatible con la hipétesis local de las expectativas ajustada al riesgo,
que se da cuando la prima de riesgo es proporcional a las variaciones no esperadas
en el rendimiento de la obligacién, debidas a cambios aleatorios de los factores de

riesgo del modelo.

Para concluir, se desea destacar que los principales objetivos perseguidos en
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esta investigacién han sido satisfactoriamente alcanzados. En primer lugar, se ha
conseguido construir un nuevo modelo dindmico de la estructura temporal de tipos

de interés. Los méritos mis destacados del modelo propuesto son, basicamente

e la consideracién de tres factores estocdsticos para la dindmica de la curva de

tipos,
e la obtencién de una solucién analitica,

e vy la modelizacién de los precios que el mercado asigna a los factores del modelo

a través de funciones de las propias variables.

Estos logros en la modelizacion de la dindmica de la estructura temporal per-
miten, a su vez, clertas ventajas, que ya se han ido comentando a lo largo de este

apartado. A modo de resumen se destaca que

o la consideracidn de tres factores conduce a un modelo que recoge cambios de
nivel, pendiente y curvatura, en la curva de tipos y, ademads, la definicién de
éstos, permite recoger informacién de los diferentes tramos de la curva, para

modelizar su dindmica en el tiempo.

e El llegar a un modelo con solucién analitica permite obtener expresiones para
las principales magnitudes financieras que intervienen en el anélisis de los tipos
de interés y asi, se pueden analizar analiticamente, la funcién de descuento, la

curva de tipos al contado y la curva de tipos forward.

e La estructura funcional asumida para los precios del riesgo permite que éstos

varien en el tiempo.

Sin embargo, y como toda propuesta de modelizacidn del comportamiento de un
fenémeno, el modelo presentado puede ser mejorado. Del analisis teorico y empirico

del mismo, se propone para futuras investigaciones, que el tipo de interés al contado
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a largo plazo no presente reversién a la media y, por otro lado, serfa también muy
idéneo permitir que los precios de mercado del riesgo asociados a los factores, sean

funcién del tiempo calendario.

Finalmente, y si se continuase en la linea del modelo desarrollado en esta tesis,
el modelo ideal seria aquel que dictase la realidad del momento. Es decir, se de-
beria emplear una muestra de tipos de interés sin riesgo y, mediante un analisis
de componentes principales, detectar cuantos factores se necesitan para explicar el
mayor porcentaje de variacién de los tipos de interés al contado. A continuacién
y a través de una adecuada estimacién, deducir la dindmica estocastica de estos
factores selecionados y permitir que los precios de mercado del riesgo asociados a
estos factores sean variables dependientes del tiempo. Evidentemente, este modelo

deberia ser resuelto por algin procedimiento numérico.

Por otra parte y como futura linea de investigacién se cree interesante aplicar
el modelo desarrollado a la valoracién de activos derivados sobre tipos de interés,
especialmente derivados que incorporan pagos en todos los tramos de la curva y

precisan del plazo medio y largo, ademds del corto.
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