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“Cuando las puertas de la percepcion se despejen, el hombre verd las

cosas como realmente son, infinitas.”

Traducido de El matrimonio del cielo y el infierno,

William Blake (1790-1793)
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Introduccion

Este trabajo esta dedicado al estudio numérico de los vidrios de Coulomb, sis-
temas que presentan una fuerte localizacion de las funciones de onda de los estados
electronicos debido a la presencia de desorden, y donde los portadores interaccio-
nan mediante un potencial de Coulomb. Las caracteristicas de estos sistemas se
asemejan a las de un solido amorfo, y es por ello que se acunaron los términos de
electron glass (Davies et al., |1982, 1984) y Coulomb glass para su catalogacion.
Estudiaremos, mediante simulaciones de Monte Carlo, las propiedades vitreas de
los vidrios de Coulomb a muy bajas temperaturas. Haremos especial hincapié en
los fenémenos de equilibrio, relajaciéon lenta, conductividad en el régimen de rango
variable (variable-range hopping) y envejecimiento (aging).

La motivacion principal para el estudio de estos sistemas radica en el interés
sobre problemas abiertos en la teoria de los estados electrénicos en los semiconduc-
tores dopados. Estos problemas surgieron a mitad de la década de 1980 y, a dia de
hoy, siguen siendo objeto de discusion. El estudio de los semiconductores dopados
ha resultado fundamental con el paso de los anos, ya que las impurezas juegan un
papel principal en la mayoria de dispositivos electréonicos. En efecto, un semicon-
ductor dopado a muy baja temperatura puede describirse mediante el modelo de
los vidrios de Coulomb. Aun asi, se puede encuadrar varios tipos de materiales bajo

este nombre, como posteriormente veremos.

La existencia conjunta de desorden e interaccién es la causante de la presencia
de efectos vitreos. En un sistema cristalino perfecto se puede aprovechar la simetria
de traslacion de la red para hallar las funciones de onda de los portadores, en

virtud del teorema de Bloch. La interacciéon de una particula con el resto puede
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sustituirse por la interaccién con un potencial promedio, debido al apantallamiento
de la carga eléctrica. En cambio, la presencia de desorden provoca, bajo ciertas
circunstancias, localizacion de los estados electronicos, por lo que la interaccién no
se puede apantallar y se vuelve una cuestion esencial.

De una manera general, el estudio de los sistemas desordenados adquiere gran
importancia, ya que los sistemas cristalinos son, realmente, una excepcion en la
naturaleza. Siempre tenemos presente cierto grado de desorden, ya sea por imper-
fecciones estructurales en la red cristalina o por la inclusién deliberada de impurezas,
que modifican las propiedades electréonicas del material.

Los efectos no ergédicos asociados a los vidrios de Coulomb dificultan su estudio
tedrico. Los métodos numeéricos se presentan como una herramienta fundamental
para su correcta comprensioén bajo el marco de la fisica estadistica. Los objetivos de
las simulaciones numéricas incluyen la revision de modelos tedricos o el planteamien-
to de nuevas cuestiones al campo experimental, entre otros. Uno de los fenémenos
principales es el de relajacién lenta, cuyo estudio ofrece datos relevantes acerca
de la importancia de las interacciones. Por su parte, la densidad de estados de una
particula presenta un gap alrededor del nivel de Fermi, denominado gap de Coulomb
(Pollakl, 1970; [Efros y Shklovskii, [1975). Otro efecto importante se manifiesta en la
conductividad, que a temperaturas muy bajas estd dominada por saltos de rango

variable y se rige por la ley de Efros-Shklovskii (1975), que muestra la siguiente

3

El significado de los simbolos de esta expresion se explicarda a lo largo de esta

dependencia con la temperatura

(1)

o7 x exp

memoria. El estudio de la conductividad resulta controvertido. Aun cuando los datos
experimentales se ajustan razonablemente bien a lo predicho por la ley de Efros-
Shklovskii, los valores obtenidos para Ty suelen ser menores que los propuestos por
la teoria.

Con todo lo anterior en mente, planteamos los siguientes objetivos fundamen-

tales en este trabajo:
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» Estudiar las propiedades de equilibrio en los vidrios de Coulomb, mediante
simulaciones de Monte Carlo de equilibrio y las configuraciones de mas baja

energia del sistema.

» Estudiar el fendmeno de relajacién lenta mediante simulaciones de Monte Car-
lo, reproduciendo un experimento de enfriamiento rédpido (quench) a muy baja
temperatura. Comprobar que la escala natural de relajacién es logaritmica y

obtener una ley para la energia en funcién del tiempo.

= Modelar el comportamiento de no equilibrio en los vidrios de Coulomb me-
diante el empleo de dos temperaturas: la del bano térmico y una nueva, mayor
que la anterior, denominada temperatura efectiva (Ty), que tiende a la real

conforme el sistema se aproxima al equilibrio.

= Estudiar la conductividad en el régimen lineal mediante simulaciones de Monte
Carlo, y comprobar que se cumple la ley de Efros-Shklovskii en 2D y 3D.

Obtener los valores de T en ambos casos.

» Caracterizar la conductividad y la temperatura efectiva en funcién del campo

eléctrico aplicado y la temperatura real, dentro del régimen no lineal.
» Investigar los efectos de envejecimiento en vidrios de Coulomb.

La memoria consta de seis capitulos. En el primer capitulo describiremos las ge-
neralidades sobre los sistemas desordenados interactuantes, haciendo énfasis en los
vidrios de Coulomb. Se presentardan los conocimientos basicos, de los que haremos
constante uso en el resto del trabajo.

El capitulo 2 esta dedicado a los algoritmos numéricos que empleamos en nues-
tras simulaciones. En concreto, desarrollaremos un nuevo método que permite al-
canzar tiempos macroscopicos en los calculos.

En el capitulo 3 estudiaremos las propiedades de equilibrio en los vidrios de
Coulomb. En los capitulos 4 y 5, la relajacién lenta y la conductividad, respecti-

vamente. Dentro del 5, analizaremos tanto el régimen lineal como el no lineal. Por
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ultimo, en el capitulo 6, investigaremos el fenémeno de envejecimiento en los vidrios
de Coulomb.
Al final del trabajo se presentaran las conclusiones de nuestro estudio y los

objetivos futuros.



Capitulo 1

Sistemas desordenados

interactuantes

El objetivo de esta memoria es el estudio numérico de los vidrios de Coulomb,
que son sistemas desordenados interactuantes cuyas funciones de onda electrénicas
se encuentran fuertemente localizadas y donde la interaccién viene descrita por un
potencial coulombiano.

Este primer capitulo tiene como funcién introducir una serie de conceptos basicos
necesarios para desarrollar este estudio, que se emplearan de modo recurrente a lo
largo de todo el trabajo.

Iremos introduciendo sucesivamente los conceptos concernientes a sistemas con
desorden, sistemas con interaccion y, en tltimo lugar, sistemas con desorden e in-
teraccion, para desembocar de manera mas concreta en la descripcién general de
los vidrios de Coulomb. En cada seccién se presentaran los ingredientes basicos
relevantes y se describiran los modelos matematicos pertinentes. El desglose de la
seccién sobre vidrios de Coulomb integra dos subsecciones dedicadas a las gene-
ralidades de los fenémenos asociados. Estos son el gap en la densidad de estados
en torno al nivel de Fermi (gap de Coulomb, producido por el efecto conjunto de
desorden e interaccién) y la falta de ergodicidad. Se ofrecerd, asimismo, una breve
descripcion de otros sistemas en estrecha relacién con los presentados en este traba-

jo, los vidrios de espin (spin glasses). Muchos de los conceptos desarrollados para

5
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estos sistemas son extensibles a nuestro estudio. En concreto, emplearemos los re-
ferentes al teorema de fluctuacién-disipacion fuera del equilibrio. Los fenémenos
de relajacion lenta, conductividad en el régimen de rango variable y envejecimien-
to (aging) poseen sendas secciones independientes en este capitulo, debido a que
constituyen la base de nuestras investigaciones. En la seccién final describiremos de
manera breve el tipo de materiales que pueden encuadrarse dentro del modelo de

vidrios de Coulomb, e indicaremos algunas de sus aplicaciones.

1.1. Sistemas desordenados

Ya comentamos en la introduccion que los sistemas puramente cristalinos son
una excepcion en la naturaleza. Ello puede deberse a la falta de estructura periddica,
a la adicion de impurezas que modifican las propiedades electronicas del material
o a la presencia de varios tipos de defectos. La fisica de semiconductores tuvo su
desarrollo debido al beneficio producido por el dopado mediante impurezas, que
solo puede ser controlado hasta cierto grado. Es por ello que, en parte, en las
ultimas décadas se ha prestado una especial atencion al estudio de los sistemas
desordenados.

De manera ideal, las funciones de onda de los portadores en una red cristalina
satisfacen el teorema de Bloch. La solucion de la ecuacién de ondas da como re-
sultado una onda plana modulada por una funciéon que tiene la periodicidad de la
red. Anderson fue el primero que intenté resolver la ecuacion de Schrodinger para
un medio desordenado (1958). Se bas6é en un modelo de pozos de potencial de la
misma anchura pero con profundidad variable. En él, se considera que cada electrén
se encuentra en un uUnico nivel energético, que serd distinto dependiendo del sitio.
El modelo més simple asume que dichas energias, ¢;, estan descorrelacionadas y son
aleatorias, con una distribucién uniforme P en cierto intervalo de anchura W

ploy = | YW e < w2 -
0, || > W /2.

En lo sucesivo, llamaremos potencial de sitio a cada una de estas energias, cuyo
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desorden esta caracterizado por el parametro W. Resulta sencillo hacerse una idea
intuitiva de como este desorden afecta a la localizacion. Imaginemos el problema
unidimensional de dos pozos de potencial de profundidad distinta separados una
cierta distancia d. Si las profundidades fueran iguales, incluso cuando d fuese grande,
la probabilidad de que cada pozo contuviera al electron seria exactamente la misma.
Si las profundidades son distintas, las soluciones de la ecuacién de onda seran cada
vez mas similares a la funcion de onda del electréon en cada pozo aislado, en tanto
en cuanto vayamos aumentando la diferencia de profundidades. De este modo, un

pequeno alejamiento provoca la localizacion del estado electrénico.

El hamiltoniano del modelo de Anderson es
H = Z Pinio + Z tijclyCio, (1.2)
i ijo

donde ¢!_(ci,) es el operador cuantico de creacién (destruccién) de un electrén de
espin o en el atomo 1, n;, = cjocig es el operador nimero de ocupacién, ¢; es el
potencial de sitio aleatorio de cada atomo y ¢;; es la energia de transferencia entre el
atomo 7 y el j. Para el caso de fermiones, n;, solamente puede tomar los valores 0 o
1. Para este modelo se considera que el desorden lo produce tinicamente el potencial
aleatorio ¢;. Se toman las energias de transferencia iguales t;; = —t para dtomos
vecinos, y t;; = 0 en otro caso. El pardmetro relevante en la teoria de Anderson es
el cociente W/t[]]

En una y dos dimensiones todos los estados electronicos se encuentran loca-
lizados en presencia de desorden. En sistemas tridimensionales se produce, para
un desorden critico, una transicion de estados extendidos a localizados, conocida
como transicién metal-aislante de Anderson (Abrahams et al) 1979). En el régi-
men localizado, una funcién de onda ¥ tipica se mantiene siempre en torno a una
region espacial finita, no se produce expansion del paquete de ondas y, por tanto,
lim; o [¥ (7, t)]* adquiere un valor finito. Concretamente, si 7 es la posicién del

centro de localizacion, la teoria predice un decaimiento exponencial del cuadrado

I'No debe confundirse el simbolo ¢ con el referente al tiempo, que se introducira posteriormente.
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del moédulo de la funcién de onda con respecto a dicho centro

W, 1) o exp (—%) (1.3)

donde £ es la longitud de localizacién.

1.2. Sistemas interactuantes

Existe un gran nimero de sistemas fisicos en los que la energia de interaccion
entre las entidades que lo integran es mucho mayor que el resto de energias rele-
vantes, como por ejemplo la energia de desorden. En estos casos, el comportamiento
del sistema se puede modelar haciendo uso del hamiltoniano genérico

j>i i

El primer término representa la interaccion entre cada par de particulas y el segundo
el efecto de un campo externo. Las sumas se extienden hasta el nimero de sitios del
sistema, V. El término V;; representa la interaccion entre las particulas ¢ y 7, n; es la
variable que representa el estado de la particula ¢ y h; es una magnitud proporcional
al campo generado en el sitio . Se puede definir el vector 77 = (ny,ng, -+, ny), que
caracteriza la configuracién del sistema en un instante dado. Dicho vector ha de
tener en cuenta las restricciones impuestas a las componentes n;, que dependen del
sistema en cuestion.

Uno de los modelos de interaccién mas sencillos es el de Ising, propuesto para
modelar sistemas ferromagnéticos. En este caso, las variables n; de la ecuacién
indican, por ejemplo, las dos orientaciones posibles para el espin de un dipolo
magnético, y se le pueden asociar los valores —1 o 1. Por lo general, los términos
de interacciéon V;; dependen de la distancia entre los sitios 7 y j. Para el importante
caso de corto alcance, la interaccién se considera solo a pares de particulas que son
primeros vecinos, y toma un valor constante —.J. Efectuando, en base a la notacion
estandar para este modelo, la sustitucién n; — S;, el hamiltoniano que describe al

sistema es

H=-J)Y SiS;+h)_ S, (1.5)

<ij> i
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donde los términos de campo h; se han escogido constantes e iguales a h. La primera
suma estd restringida a primeros vecinos.
Para el caso de una interaccién de Coulomb entre particulas, se obtiene el hamil-

toniano

2
q n;n;

H == 1.6
Ly m, (16)

j>i
donde q es la carga de las particulas interactuantes, bajo el supuesto de que son
igualesﬂ, y Kk es la constante dieléctrica del medio. Se ha tomado 1/4mwey como la
unidad, siendo ¢ la permitividad eléctrica del vacio. Mantendremos esta notacién

hasta el final del trabajo.

1.3. Sistemas desordenados interactuantes.

Vidrios de Coulomb

En los sistemas cristalinos, la teoria de Landau del liquido de Fermi asegura
que, incluso en presencia de interacciones, no se obtiene singularidad en la densidad
de estados de una particula en la regién cercana al nivel de Fermi. En el caso
de sistemas desordenados, la teoria no puede garantizar este comportamiento, en
tanto en cuanto se apoya en la homogeneidad espacial del sistema. Como veremos,
la conjuncién de desorden e interaccion puede provocar singularidades en torno al
nivel de Fermi en el régimen localizado.

El desorden, ademas del producido por las fluctuaciones térmicas, puede ser de
tres tipos en los sistemas desordenados interactuantes. Podemos encontrar desor-

den en el término de interaccién V.,

ij» en el potencial de sitio ¢; y en la energia de

transferencia ¢;;. Este tltimo se conoce como desorden no diagonal y generalmente
se suele despreciar, pues no modifica cualitativamente las caracteristicas del sis-
tema. El desorden en las ¢; se denomina diagonal y simula el efecto de un campo

externo aleatorio. En los sistemas desordenados interactuantes, el balance entre las

2En lo sucesivo, consideraremos que los portadores son electrones, obteniéndose un tratamiento

similar en el caso de huecos.
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energias térmica, de desorden diagonal y de interaccion definiré el comportamiento
del sistema.

En el estudio del régimen muy localizado, la energia de transferencia ¢ es mucho
menor que las restantes y, en una primera aproximacion, se considera desprecia-
ble. Como ya argumentamos, la energia de desorden estd caracterizada mediante
el parametro W. Dentro del mismo régimen, si suponemos una interaccién elec-
trostatica entre particulas, la energia de Coulomb caracteristica es

Be=2 (1.7)

—

RT

donde k es la constante dieléctrica efectiva del medio, 7 es la distancia de sepa-
racion media entre sitios y e es la carga del electron. Por otra parte, la energia
térmica es proporcional a la temperatura, Er o kg7, siendo kg la constante de
Boltzmann. Cuando las tres energias anteriores son comparables, como en el caso
de los semiconductores ligeramente dopados a muy baja temperatura, los efectos
vitreos adquieren gran relevancia.

Un modelo de hamiltoniano bastante realista para describir el comportamiento

de los electrones en un medio desordenado es el siguiente

H= Z <bmw + Z tl'jC;-rUCjU +U Z UL + Z Z V;jnignjgf. (18)
7 ijo 7 w0 j>i,0!

En los dos primeros sumandos se reconoce facilmente el hamiltoniano del modelo
de Anderson, ecuacién . El ultimo representa la interaccién entre electrones
en atomos distintos. El tercer sumando corresponde a la interacciéon Hubbard entre
electrones de distinto espin en el mismo atomo. Para un potencial coulombiano,
y en el régimen fuertemente localizado, el término U de interaccion Hubbard es
mucho mayor que las otras energias. Por ello, los sitios no van a estar nunca doble-
mente ocupados, y puede despreciarse. Si, ademads, consideramos que la energia ¢ de
transferencia entre atomos vecinos es mucho mas pequena que el resto de energias
relevantes, podemos despreciar también el segundo sumando de la ecuacion .

De este modo, tenemos el modelo para los vidrios de Coulomb, cuyo hamiltoniano
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es el siguiente (Pollak y Ortuno, [1985; [Efros y Shklovskii, [1985])

H=3 om+y (. = Kz(nj - ) (1.9)

i<j

donde n; es el nimero de ocupacién del sitio 7, que valdra 0 o 1, y 74; es la distancia
entre los sitios 7 y j. K es la compensacién, que garantiza la neutralidad eléctrica del
sistema. Generalmente consideramos un valor de K = 0,5. Asimismo, se ha tomado
el valor de la unidad para la carga del electron y para la constante dieléctrica del
medio. En este modelo concreto el electron se considera exactamente en la posicién
del centro de la impureza, lo cual pone de manifiesto la suposicién de que la longitud
de localizacién sea pequena.

Un concepto basico en los vidrios de Coulomb, al igual que en otros sistemas con
desorden e interaccion, es el de frustracién: la incapacidad de un sistema fisico para
hacer minima la energia de todas sus interacciones. Hemos de decir que en ausencia
de desorden si puede haber frustracién, como en el caso de una red cristalina trian-
gular, pero la presencia de desorden potencia los efectos. Los vidrios de Coulomb
exhiben esta caracteristica, presentando una velocidad de relajaciéon muy lenta a
temperaturas bajas, que les confiere falta de ergodicidad. Este es el principal pro-
blema en su estudio, en tanto en cuanto la fisica estadistica se aplica fundamental-
mente a sistemas en equilibrio. En los vidrios ni siquiera el concepto de temperatura
estd bien definido. Una de las metas de la fisica estadistica es la caracterizacion del
estado vitreo mediante la extensién de ciertos conceptos inherentes al equilibrio,
que garanticen una descripcién macroscopica de los sistemas basada en un nimero
finito de variables termodinamicas.

La clave para comprender los vidrios de Coulomb reside en que poseen minimos
locales muy cercanos en energia, y se necesita un tiempo de transiciéon grande para
pasar de uno a otro. Estos estados, observados por primera vez por Baranovskii et
al. (1979) durante la primera simulacién de vidrios de Coulomb, son los llamados
PSG’s (Pseudo Ground States). Son valles energéticos, separados por barreras de
potencial grandes. Cuando la temperatura es lo suficientemente baja, la energia

térmica no es suficiente para superar las barreras. La pareja desorden-interaccion
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tiene efectos importantes que desarrollaremos en los siguientes subapartados, como
la pérdida de ergodicidad o la formaciéon de un gap en la densidad de estados en
torno al nivel de Fermi, conocido como gap de Coulomb. Dichos efectos poseen
relevancia en los fenomenos de conductividad, relajacion lenta y aging, los cuales
constituyen sendas secciones independientes en este capitulo, pues constituyen la
base de nuestras simulaciones numéricas.

Recientes estudios experimentales sobre relajacion en 6xidos de indio, realizados
por Ovadyahu y Pollak (2003) han demostrado claramente la naturaleza vitrea de
los aislantes de Coulomb. Los fenémenos de relajacion logaritmica, envejecimiento y
otros relacionados, como los efectos de memoria, estan presentes en estos materiales
por debajo de cierta temperatura critica.

Se han observado efectos similares en peliculas metélicas ultrafinas y en metales
granulares. Todos estos sistemas estan bien descritos por el modelo de vidrios de

Coulomb.

1.3.1. Densidad de estados. Gap de Coulomb

Como se ha mencionado con anterioridad, los vidrios de Coulomb son sistemas
de muchas particulas donde los electrones poseen funciones de onda muy loca-
lizadas, debido al desorden, e interaccionan mediante un potencial de Coulomb.
En los sdlidos cristalinos ideales la presencia de estados extendidos de portadores
de carga provoca un apantallamiento de los campos eléctricos, mientras que los
estados localizados no apantallan la interaccion, haciendo asi que ésta se vuelva de
vital importancia. El estudio de las interacciones electrén-electron para el régimen
localizado fue iniciado por Pollak (1970) y Srinivasan (1971)).

Es conveniente definir en este punto el potencial total de cada sitio, que llamare-
mos energia de sitio en lo sucesivo, y cuya expresion es

(nj — K)
€ _¢i+§T. (1.10)
Esta definicién sirve para introducir la densidad de estados de una particula como

el nimero de estados por unidad de volumen que tienen una energia comprendida
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en el intervalo [e, € 4 de].

La localizacién por si sola no modifica significativamente la densidad de esta-
dos en sistemas no interactuantes. Sin embargo, si consideramos la interaccién de
Coulomb, el efecto combinado desorden-interaccién produce un gap alrededor del
nivel de Fermi, denominado gap de Coulomb (Pollakl 1970; |Efros y Shklovskii, 1975]).
Pertenece a los denominados gaps blandos (soft gaps), debido a que la densidad de
estados se vuelve estrictamente cero sélo en el nivel de Fermi. Estamos interesados
en obtener una expresiéon de la densidad de estados en funcién de la energia de sitio,
dada por la ecuacién , y de la dimension del sistema. Para ello, seguiremos el
argumento de Shklovskii y Efros (1984). Calcularemos previamente la variacién de
energia producida cuando se lleva a cabo una transiciéon de un sitio ocupado a uno
vacio. De forma genérica, la diferencia de energia entre dos configuraciones a 'y (8

viene dada por

AEqs = Z@-(nf—n?)JrZ > (n — K)o — K r_ (ni = K)o ~ K), (1.11)

i<j j#i

donde nf* son las componentes del vector de ocupacion antes de la transicion y nf las
mismas tras su realizacién. Si consideramos una transicién monoelectronica entre
los sitios genéricos k y [, los vectores de ocupacién solamente difieren en dichos

subindices, y la expresion para la diferencia de energia se reduce a

1
AEag = AEM — € — € — T’_kl (112)

Esta expresién se interpreta como la diferencia de energias de sitio menos un término
excitonico, que constituye la interaccion de Coulomb del par electron-hueco crea-
do, y que serd responsable de la aparicion del gap. En efecto, a partir del estado
fundamental, el sistema debe de ser estable ante las transiciones de una particula,
AE}; > 0, de modo que la distancia entre el sitio ocupado y el vacio deber ser mayor

que la inversa de la diferencia de las energias de sitio

1
€6 — €

Tk > (1.13)

Conforme nos acercamos al nivel de Fermi se cumple que ¢, — ¢, — 0, por lo que los
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electrones han de saltar distancias cada vez mas grandes. De esta forma se reduce
drasticamente el nimero de estados accesibles, lo cual da lugar al gap de Coulomb.

Para dilucidar la forma del gap de manera cualitativa, consideremos un intervalo
de energfa en torno al nivel de Fermi ep, y definamos € = |e — ep|. Parece razonable
asumir que la distribucion de sitios ocupados y vacios es uniforme en torno a e,
por lo que suponemos que la distancia electrén-electron es del mismo orden que la
distancia electron-hueco. A partir de la ecuacién obtenemos una cota inferior
para ambas, r > 1/€. Esta afirmacién es vélida siempre que no haya agrupacion
relevante de carga electrénica (clustering). La cota inferior en distancias implica
una cota superior para el nimero de estados total en el intervalo de energias en
consideracién, N(€) < €%, donde d es la dimensién del sistema. Dado que g(€) =
AN (€)/dE, se concluye que la densidad de estados no puede ser mayor que €%'.

. . . ~d—1 ~ .
Pero esto implica que g(€) tiende a cero como € cuando € se aproxima a cero. Se

encuentra que la densidad de estados es de la forma
gle) = kle—er|"™", (1.14)

con k una constante adimensional de valor universal. Para el caso d = 1, este simple
argumento predice una densidad de estados constante, sin gap.

Mediante un modelo autoconsistente se verifican los resultados anteriores en
sistemas bidimensionales y tridimensionales (Efros, |[1976)), para los cuales se obtiene
k =2/my k = 3/m, respectivamente. Para sistemas unidimensionales se halla una
solucion aproximada de la ecuacién autoconsistente, y se encuentra una singularidad

logaritmica en la densidad de estados (Raikh y Efros, [1987).

1.3.2. Ergodicidad

Otra caracteristica fundamental de los sistemas desordenados interactuantes,
que los mantiene alejados del equilibrio termodinamico, es la ausencia de ergodi-
cidad en un amplio rango de temperaturas. Un sistema dindmico se dice ergddico
cuando en un cierto intervalo de tiempo finito, similar al caracteristico del ex-

perimento, recorre todas las zonas del espacio de configuraciones compatibles con
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sus restricciones macroscopicas. Cuando esto ocurre, el promedio sobre colectivos
es equivalente al promedio temporal. Los vidrios de Coulomb presentan compor-
tamiento no ergodico a temperaturas bajas. Ello se debe, como comentamos, a que
las configuraciones de minimo local cercanas en energia estan separadas por barreras
de potencial grandes, por lo que hay que trazar un camino complicado en el espacio
de configuraciones para conectarlas. Ademas, el tiempo de transito de una a otra
dependera del solapamiento de las funciones de onda, que poseen un decaimiento
exponencial respecto al centro de impureza, tal y como se desprende de la ecuacién

(1.3). Por ello, dicho tiempo contendrd un factor de la forma

Tag O €XP (22T>, (1.15)

§

donde « y (3 etiquetan los estados inicial y final, respectivamente, y > r es la suma
de las distancias de salto entre ambos. Por otro lado, debido al gap de Coulomb,
conforme avanza el tiempo tenemos menos estados accesibles y los electrones deben
saltar distancias cada vez mas grandes. Ello provoca que los tiempos caracteristicos
de relajacion se vuelvan mayores que los de experimentacién, llevando irrevocable-
mente a la no ergodicidad. En ausencia de interacciones también se puede producir

este fenémeno, pero sin duda el efecto de las interacciones potencia su intensidad.

1.3.3. Vidrios de espin

Otro tipo de sistemas muy importantes con desorden e interaccién, objeto de
un dilatado estudio, son los vidrios de espin (spin glasses). Son, basicamente, mate-
riales magnéticos que poseen frustracién a bajas temperaturas debido a la inte-
raccién competitiva entre los momentos magnéticos que integran el sistema. Dicha
interaccién es aleatoria, al menos en parte. El modelo més tipico que describe este
tipo de materiales fue introducido por Edwards y Anderson (1975) en el articulo
que se considera piedra angular del inicio de estudio de vidrios de espin. Se trata de
un modelo de espines con campo aleatorio situados en una red, cuyo hamiltoniano

€s

<ij> i
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Las variables S; son los momentos magnéticos de cada sitio, h; representa un térmi-
no proporcional al campo aleatorio en el sitio ¢ y las J;; constituyen los términos
de interaccion entre espines, que dependen de sus distancias de separacion. La in-
teraccion decae rapidamente con la distancia, por lo que se considera tnicamente
a primeros vecinos, y alterna de signo con mucha frecuencia. Por ello, los términos
Jij se toman como variables aleatorias independientes, con una distribucién que de-
pende tnicamente de la distancia de separacién entre sitios, R; —R;. En particular,
es comun considerar para la distribucién de probabilidad de las J;; los casos de una

distribucién gaussiana simétrica o una doble funcién delta.

Una simplificacion que permite describir las propiedades esenciales de los vidrios
de espin consiste en considerar espines de Ising en el modelo dado por la expresién
, reteniendo Unicamente una componente del momento magnético. Asi, susti-
tuimos las S; por S;. En esta representaciéon existe una analogia con el modelo de
vidrios de Coulomb descrito por la ecuacién , donde las variables 5; = +1
equivalen a sitio ocupado/vacio, respectivamente. Los vidrios de Coulomb se sittian
entre el modelo de vidrios de espin con interaccion a primeros vecinos y el llamado
de largo alcance (rango infinito), debido al cardcter de la interaccién coulombiana,
del tipo 1/r. Existe una diferencia en la dindmica de los sistemas. Los vidrios de
Coulomb evolucionan mediante el intercambio de un sitio vacio y otro lleno, con-
servandose la carga total. Por su parte, los vidrios de espin evolucionan mediante
spin flip (se cambia el estado de una de las variables mediante la influencia de la
configuracion restante). Sin embargo, el mapeo entre modelos garantiza que muchos
de los fenémenos observados en vidrios de espin sean extensibles al caso de vidrios

de Coulomb.

A raiz de los estudios tedricos en este campo (Cugliandolo et al., [1997), se con-
sigue modelar el no equilibrio mediante la inclusién de una nueva temperatura,
denominada temperatura efectiva (T¢¢). Su valor es mayor que la del bafio térmico,
T, y tiende a esta ultima conforme el sistema se aproxima al equilibrio. El modelo
tedrico de Cugliandolo et al. (1997) se basa en un intento de generalizacién del teo-

rema de fluctuacién-disipaciéon (FDT) lejos del equilibrio, que se expresa de manera
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general como
(C)6C (¢, tw)
T My

Rt ty) = = (1.17)

Aqui C(t,ty) es una funcién de correlacién caracteristica, medida a partir de t,,
que es el tiempo de espera a partir del cual se prepara el sistema antes de aplicar la
perturbacion externa. Por norma general, dados dos observables O; y O,, la funcion

de correlacién es de la forma

Cha(t, tw) = (O01(t) O2(tw)) — (O1(1)) (Oa(tw)) - (1.18)

R(t, ty) es la funcién respuesta lineal y X (C') es el llamado factor de violaciéon FDT.

Es conveniente introducir la siguiente expresion para la respuesta total integrada

x(t ty) = /tt dt'R(t, 1. (1.19)

El teorema de fluctuacion-disipacion para sistemas desplazados ligeramente del equi-
librio asegura que, en el régimen lineal, la respuesta de un sistema ante una per-
turbacién externa es equivalente a una fluctuacién espontanea en el equilibrio. Ello
implica que el factor X (C) es exactamente 1, lo cual no es aplicable, en general,
a sistemas fuera del equilibrio. Cugliandolo et al. (1997) analizaron teéricamente
el problema en vidrios de espin para sistemas en contacto con un bano térmico
a temperatura 1", que se perturban de manera lenta, mediante una fuerza que es
proporcional a cierta variable D. Estudiaron sistemas en relajacion (D = 0) y en
estado estacionario (varios valores de D), basdndose en una aproximacion de cam-
po medio. Realizaron la representacién paramétrica de x(t,ty) frente a C(t,ty),
para varios valores de t,,. Los resultados pueden verse en la figura [1.1} El caso de
relajacion aparece en la figura [I.1}a, donde las curvas presentan una desviacién
sistematica con respecto al comportamiento en equilibrio, a partir de cierto valor
concreto de la correlacion. Por su parte, el caso estacionario, representado en la
figura .b, presenta dos pendientes bien diferenciadas, proporcionales a —1/T y
—1/T¢, respectivamente.

En el capitulo 4, dedicado al estudio de la relajacion lenta, se mostrara la e-

xistencia de una temperatura efectiva similar en vidrios de Coulomb. Su valor se
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obtendra a partir del célculo de la probabilidad de ocupacion de sitios, de la funcion
de distribucion de excitaciones de un electrén y a través el teorema de fluctuacion-
disipacion. Se mostrara la compatibilidad de los tres métodos. En el capitulo 5
justificaremos, asimismo, su existencia para sistemas que han alcanzado un estado

estacionario mediante la aplicacion de un campo eléctrico fuera del régimen lineal.
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Figura 1.1: Respuesta total frente a la funcién de correlacion, para sistemas
en relajacién (a) y en estado estacionario (b). En (a), las lineas continuas
corresponden a diferentes tiempos totales. La linea punteada representa la
solucién analitica para ty, — oco. En (b), las lineas continuas corresponden
a varios valores del parametro D. La linea punteada representa la solucién

analitica para el limite D — 0 (Cugliandolo et al., [1997)).
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1.4. Conductividad

Los semiconductores ligeramente dopados han sido y siguen siendo una extensa
fuente experimental para el estudio de los vidrios de Coulomb. La conductividad
en estos materiales depende fuertemente de la temperatura. La zona de interés
para nuestro estudio se corresponde con los valores de T" méas bajos. Muchas de las
ideas presentadas en esta seccion se pueden generalizar a la mayoria de los sistemas
localizados. El comportamiento de la conductividad en los semiconductores ligera-
mente dopados puede dividirse en cuatro regiones bien diferenciadas, que pueden
observarse de manera cualitativa en la figura[l.2] En ella se representa el logaritmo
natural de la resistividad en funcién de la inversa de la temperatura para un semi-
conductor ligeramente dopado, que supondremos del tipo p. El comportamiento es
extensible a semiconductores del tipo n. En la region A, correspondiente a la zona
de temperaturas mas altas, la contribucién a la conductividad o proviene de la acti-
vacién térmica de los electrones a la banda de conduccién. Estos proceden tanto de
las impurezas como de la red, y es por ello que la conductividad en este régimen se
conoce como intrinseca, ya que no depende del grado de dopado del material. En la
regién B, los electrones de la red no poseen la suficiente energia térmica como para
ser activados hasta la banda de conducciéon. En cambio, las impurezas se encuen-
tran totalmente ionizadas. La conductividad en el material si depende ahora del
grado de dopado, y a partir de esta region se denomina extrinseca. La disminucion
de la pendiente en el tramo B es debido a la reduccién de la dispersion (scatte-
ring) de los electrones por los fonones, ya que la conductividad inicamente se rige
aqui por la movilidad de los portadores. Por ello, ¢ aumenta conforme disminuye la
temperatura. En la regién C se produce una inhibicién paulatina de los portadores
libres, y las impurezas comienzan a capturar a su electrén. La conductividad aqui,

generalmente denominada o3, sigue una ley de activacién del tipo
o3 = ooz exp (—ez/kpT), (1.20)

donde €3 es la energia de activacion desde el nivel de Fermi a una banda de energia

superior y ooz es un prefactor que puede depender de T'. En la zona de mas bajas
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temperaturas, a partir de la regién D, no existen portadores libres de carga, y la
conductividad se produce por saltos (hopping) de los portadores entre impurezas.
Este régimen tiene un caracter general y existe siempre que tengamos estados lo-
calizados, tanto si el sistema es interactuante como no interactuante. Su existencia
fue propuesta por primera vez por Mott (1968). Este régimen se divide a su vez en
varios. Dentro de él, en la zona de mas altas temperaturas, la conductividad es ac-
tivada (activated hopping), y tanto el camino en el espacio de configuraciones como
la distancia tipica de salto son independientes de T'. En la figura[1.2| se corresponde
con la regiéon D. En la zona de temperaturas més bajas, la energia de activacion
disminuye al bajar T', mientras que la distancia tipica de salto se incrementa. A este
ultimo régimen se le denomina de rango variable (variable-range hopping, VRH), y
queda delimitado por la region E de la grafica. Para favorecer la corriente se suele
colocar en el sistema cierta fraccion de impurezas donadoras y aceptoras, cuya pro-
porcién en tanto por uno de aquéllas sobre éstas viene dada por K, la constante
de compensacién del sistema, que introdujimos en la ecuacion . La adicién de
impurezas donadoras y aceptoras en distinta cantidad produce que las que estan en
exceso cedan sus portadores a las otras, lo que permite establecer una dinamica de
saltos entre impurezas.

Para un sistema no interactuante y en el régimen lineal, la conductividad en

funcion de la temperatura en la zona de VRH sigue la denominada ley de Mott

(Mottl [1963) 1
_ (T?M) ”1], (1.21)

donde d es la dimension del sistema,vy; un factor que depende de d y Ty cierto

o=oul ™exp

parametro caracteristico. Los detalles se analizardn en el capitulo 5. Esta ley es
bien conocida y se ha verificado experimentalmente de manera sistematica desde
la década de 1970 (Tokumoto et al. (1982)). La transicién dimensional de la con-
ductividad también estd bien justificada, como se observa en los experimentos con

peliculas de a-Ge, donde al aumentar el grosor se cambia paulatinamente de una

1/3 1/4

ley del tipo T~/° a otra de la forma T~

Cuando el efecto de las interacciones de Coulomb es importante, la conductivi-
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Figura 1.2: Representacién cualitativa del logaritmo natural de la resis-
tividad en funcién de la inversa de la temperatura para un semiconductor

ligeramente dopado.

dad en funcién de la temperatura para el régimen lineal satisface la ley de Efros-

Shklovskii (ES) (Shklovskii y Efros| |1984)), que es independiente de la dimensién

3

En esta expresion las variables tienen un significado similar a las introducidas en la

del sistema

o =091 " exp (1.22)

ley de Mott, dada por la ecuacién (1.21]). Ofreceremos una descripcién mds extensa
en el capitulo 5. Esta ley se ha verificado experimentalmente desde la década de
1980 (Itoh et al.,|1996; |[Yakimov et al., 2000), aunque se observa cierta controversia
en la determinaciéon del parametro Tj, cuyo valor experimental es por lo general
mas pequeno que el predicho tedricamente.

A medida que aumentamos la temperatura, el efecto de las interacciones se

vuelve menos importante, y la energia térmica posee mas importancia. De hecho, el
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gap acaba desapareciendo a temperaturas lo suficientemente altas, lo que se traduce
en una densidad de estados constante. Es por ello que se espera un cruce (crossover)
entre los regimenes de Efros-Shklovskii y Mott. Este hecho también se ha verificado
experimentalmente de manera frecuente (Yakimov et al., 2000). Dentro de este
tipo de experimentos, destacan los dedicados a la conductividad por VRH cerca
de un electrodo metdlico, que apantalla la interaccién a distancias mayores que la
distancia entre el electrodo y la muestra (Hu et al., [1995; Van Keuls et al., [1997D)).
En este caso el crossover de la ley de ES a la ley de Mott se produce al decrecer la
temperatura, al contrario de la situacién usual. En dichos experimentos, Tj también
tiene un valor menor que el predicho por la teoria.

En la figura se muestra un ejemplo tipico del comportamiento de la con-
ductividad en el régimen de VRH en vidrios de Coulomb, a partir de los datos de
Roy et al. (2002). Los datos corresponden a muestras de hidruro de itrio, donde el
desorden se produce mediante diferentes grados de radiacién ultravioleta aplicada
al sistema. El ajuste de los datos contiene un prefactor proporcional a T/, que los
autores explican como fluctuaciones cuanticas criticas. La extrapolacién de los datos
coincide en un punto comin, que se corresponde con un valor negativo de T-1/2.
La informacion mas importante de este experimento es el valor de Tj, que varia
conforme aumenta la concentracion de impurezas, n. Ello plantea la importancia de
las transiciones simultaneas de varios electrones en el proceso de conduccién a muy
bajas temperaturas, tema de dilatada controversia.

Para el caso de semiconductores fuertemente dopados la conductividad es de
naturaleza distinta. Los estados dejan de estar localizados a concentraciones lo
suficientemente altas, cuando tiene lugar la llamada transicién metal-aislante de
Mott (Mott, |1958)). En esas circunstancias el sistema exhibe un comportamiento

metalico.

Conductividad en el régimen no lineal

Otro fendomeno interesante es la conductividad fuera del régimen lineal en sis-

temas con desorden e interaccion. La escasez de resultados tedricos le confiere cierto
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Figura 1.3: Representacion de o/ TY/6 en funcién de T~1/2, para muestras

de hidruro de itrio. Cada curva representa una concentraciéon de impurezas

n distinta (Roy et al., 2002).

caracter abierto, y es por ello que hemos dedicado parte de nuestro trabajo a su es-
tudio. La conductividad en el régimen no lineal no estd bien definida. Por lo general,
se emplean dos definiciones alternativas. La primera de ellas es

o= % (1.23)
donde j es la densidad de corriente de la muestra y £ es el campo eléctrico aplicado.
La segunda definicién, que es la mas utilizada en los estudios experimentales, es la

llamada conductividad diferencial

1Al
T Tazqy

(1.24)

donde [ es la intensidad de corriente de la muestra, V' es el potencial eléctrico
aplicado, L es la longitud de la muestra y d es la dimension del sistema. En el

régimen lineal las dos definiciones de la conductividad coinciden.
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La presencia de un campo eléctrico £ no demasiado pequeno en sistemas con
hopping produce una dependencia directa de la conductividad con dicho campo.
Este rango define el régimen no lineal de la conductividad. Los modelos tedricos
se han propuesto, en su mayoria, para el régimen de VRH no interactuante, y se
han extendido posteriormente al caso interactuante adaptando la expresion de la
distancia de salto tipica. Estos modelos se conocen como de efecto de campo (field-
effect models), y tuvieron relativo éxito en la explicacién de los primeros resultados
experimentales. Sin embargo, no concuerdan con los experimentos modernos en un
rango amplio de parametros. Las simulaciones numéricas se presentan como una
herramienta eficaz para analizar en profundidad el problema.

Dentro de los modelos de efecto de campo, Pollak y Riess (1976]) extendieron
la teoria de percolacion para wvariable-range hopping al caso de campos eléctricos
grandes, aplicandola al modelo de Mott en tres dimensiones (densidad de estados
constante). El criterio para el campo eléctrico que escogieron fue Ery,, > T, donde
rm = £a/2 es la distancia de percolacién, siendo a = (T/T)"* > 1. Obtuvieron
una dependencia de la conductividad con el campo eléctrico y la temperatura de la

forma

o(T, &) = o(T, 0) exp (05%) (1.25)

donde o(T,0) es la conductividad en el régimen lineal y C' es una constante, cuyo
valor estimaron en 0,17. Estos resultados extendieron los obtenidos por Hill (1971)),
que hall6 la misma dependencia de la conductividad con &, estimando de manera
preliminar que C' = 0,8.

Por otro lado, Apsley y Hughes (1975) hallaron una ley distinta para la conduc-

tividad en el régimen no lineal, también en el caso no interactuante, de la forma
Ino(T,€) x £, (1.26)

para el mismo rango de campos.
Por su parte, Shklovskii (1976]) estudié el problema mediante la activacién de
portadores al nivel de percolacion en la banda de conducciéon, cuando esta banda se

ve distorsionada por un potencial aleatorio. Encontré que la caracteristica corriente-
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voltaje es similar a la obtenida mediante el efecto Poole-Frenkel, y obtuvo la ley

1/2
o(T,€) =o(T,0)exp (ﬁgT ), (1.27)

donde 3 = kbVy. En la expresion anterior, k£ es una constante, b es la anchura
espacial caracteristica del potencial aleatorio y Vj es la amplitud de las fluctuaciones
de dicho potencial. El argumento de la funcién exponencial depende, pues, del grado
de desorden, al contrario que en la ley de Poole-Frenkel, donde se sustituye [ por
v = (4/¢)Y/2, siendo ¢ la permitividad del medio.

Anos después, Wang et al. (1990) presentaron resultados experimentales de Ge
dopado por transmutacién de neutrones, que no se ajustaban a ningtin modelo de
efecto de campo. En cambio, los resultados se pudieron interpretar en términos del
modelo de electrones calientes (hot electron model). A dia de hoy, es el mas empleado
para la explicacién de los fenémenos no lineales en el régimen interactuante. En el
capitulo 5 profundizaremos en su estudio, y lo utilizaremos para interpretar los
datos de nuestras simulaciones numéricas.

Un fenémeno interesante, que parece ser inherente a los sistemas con hopping,
es el descenso de la conductividad diferencial para valores muy grandes del campo
eléctrico, hasta valores menores que cero. Este efecto se conoce como conductividad
diferencial negativa. Nenashev et al. (2008)) mejoraron la teoria analitica de Nguyen
y Shklovskii (1981) para sistemas no interactuantes, y lograron un mayor acuerdo
entre los resultados tedricos y experimentales.

En nuestro problema concreto, simulamos el régimen no lineal mediante la apli-

cacion de un campo eléctrico externo, lo que anade un término extra al hamiltoniano

de la ecuacién ([1.9)), de la forma
> Erma, (1.28)

donde & el campo eléctrico aplicado y 7; es el vector de posicién del sitio i. Analizare-

mos la dependencia de la conductividad con el mdédulo del campo eléctrico, para

varias temperaturas, tanto en el caso interactuante como en el no interactuante.
En el capitulo 5 estudiaremos en mas detalle todo lo referente a la conductivi-

dad, y presentaremos los resultados de nuestras simulaciones numéricas. Trataremos
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tanto el régimen lineal como el no lineal, en dos y tres dimensiones.

1.5. Relajaciéon lenta

Hemos visto que en los sistemas con desorden e interaccion los electrones han
de saltar distancias cada vez mas grandes conforme avanza el tiempo. Este hecho
provoca una pérdida de ergodicidad, ya que los tiempos de relajacion pueden ser mu-
cho mayores que los de experimentacion. Ello lleva a una relajacién no exponencial
hacia el equilibrio, que se ha verificado experimentalmente desde la década de 1970
y parece ser una caracteristica comun a los sistemas con localizacién (Hernandez ef
al., 2004; |Delahaye et al., [2008), potenciada por la presencia de interaccion.

Mochena y Pollak (1991a) estudiaron por primera vez la dependencia tempo-
ral de los procesos de relajacién, haciendo uso de un conjunto de configuraciones
de baja energia. Posteriormente, Schreiber et al. (1994) mejoraron el correspon-
diente método de simulacién. Poco después, Pérez-Garrido et al. (1999) encontraron
una dependencia en ley de potencias para la relajacién de la energia en vidrios de
Coulomb, con un exponente de valor 0,15.

De entre los experimentos reales en vidrios de Coulomb que estudian los fenéme-
nos de relajacion lenta y otros relevantes como el envejecimiento, destacan por
su calidad los del grupo de Ovadyahu (Ovadyahu y Pollak, 2003; Orlyanchik y
Ovadyahu|, 2007; |Ovadyahul, 2006alb, [2008, 2009)). Esta serie de experimentos ha
producido un nuevo interés acerca de las propiedades de los vidrios de Coulomb.
Estudios recientes sobre la conductancia en peliculas de 6xido de indio (InyO3_,,
cristalino; InyO3, amorfo) han mostrado una ley logaritmica pura en funcién del
tiempo (Ovadyahu y Pollak, 2003). Las muestras usadas (50 A de espesor, 1 x 1
mm? de superficie) se preparan mediante bombardeo de electrones y evaporacién
sobre un cubrimiento de vidrio. Se deposita una pelicula de oro de 500 A de espesor
en la parte posterior, que sirve como electrodo de puerta (gate electrode). Para las
medidas de conductividad se utiliza una técnica de doble terminal en AC mediante

el empleo de un pre-amplificador de corriente 1211-ITHACO y un amplificador
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lock-in PAR-124A. Las muestras se enfrian hasta 7" = 4,11 K con helio liquido, con
una resistencia tipica R de 30-80 M(2 a esa temperatura. El voltaje de polarizacién
AC es suficientemente pequeno para garantizar condiciones éhmicas. La figura [1.4
muestra el montaje experimental tipico. En la figura se muestra la dependencia
de la conductancia G con el tiempo, para un experimento de enfriamiento desde
altas temperaturas hasta la temperatura de experimentacion T¢y,. La conductancia

G sigue una ley logaritmica, a lo largo de mas de cinco décadas temporales, del tipo

G=a+blnt, (1.29)

donde a y b son constantes.

muestra

6 T

salida
amplificador

Figura 1.4: Montaje experimental tipico para un experimento de relajacién

en vidrios de Coulomb.

Nuestras simulaciones numéricas sobre relajacion estan dedicadas, primordialmente,
al estudio de la energia total E. En menor medida hemos analizado el caso de la
conductividad, que se espera que se comporte de manera similar en funcién del
tiempo. El calculo de la energia resulta mas sencillo, pues es funciéon de un solo
tiempo, y esta sujeto a menos ruido. En nuestro estudio numérico encontramos que
la escala de relajacién de la energia es esencialmente logaritmica, siguiendo una ley
de potencias logaritmica en funcién del tiempo, con un exponente caracteristico.

Todo ello se analizara convenientemente en el capitulo 4.
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Figura 1.5: Conductancia en funcién del tiempo en escala logaritmica
para un experimento de enfriamiento desde 7" = 120 K a Tiy, = 4,11 K

(Ovadyahu y Pollak, [2003).
1.6. Envejecimiento

Otro efecto importante de los sistemas desordenados interactuantes es la memo-
ria que adquieren en su trazado por el espacio de configuraciones, donde las co-
rrelaciones electrénicas juegan un papel esencial. Un fenémeno relacionado, que es
comun a la mayoria de sistemas vitreos, es el envejecimiento (aging), tal como ya se
ha mencionado. Este término se refiere a la respuesta de un sistema cuando esté su-
jeto a la influencia de dos diferentes condiciones temporales impuestas. La primera,
de tiempo macroscopico t,,, seguida inmediatamente de otra de duracién t. Se dice
que el sistema exhibe envejecimiento cuando la respuesta depende de ¢, y t, en
contraste con los sistemas ergddicos, donde la respuesta depende tinicamente de ¢.
En vidrios de Coulomb es comiin observar envejecimiento en la conductancia, G.
Si consideramos el montaje experimental descrito en la figura una manera de
preparar el sistema consiste en cambiar repentinamente el voltaje de puerta inicial
Ve hasta un valor superior V;, una vez que el sistema ha estado relajado durante

un tiempo macroscopico grande. Tras mantener la nueva configuraciéon durante un
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tiempo t,, se restaura el valor original V) y se mide durante un tiempo ¢. Ob-
servaciones experimentales, como las del grupo de Ovadyahu, han revelado que la
funcién de envejecimiento AG/G para vidrios de Coulomb es tnicamente funcién de
t/ty (Ovadyahu y Pollakl |2003). A esta dependencia se le denomina envejecimiento
completo (full aging), y no se observa de manera tan clara en otros sistemas vitreos.

En la figura se muestra la variacién relativa de la conductancia en funcién
de t/ty en escala logaritmica, para un experimento tipico de aging. Cuando t/t,
se aproxima a la unidad se observa una desviacién del comportamiento logaritmico
ideal.

En el capitulo 6 mostraremos los resultados de envejecimiento obtenidos a partir

de nuestras simulaciones numeéricas.

1.7. Materiales

Para terminar este capitulo, describiremos brevemente los materiales que pueden
describirse mediante el modelo de los vidrios de Coulomb. La importancia de la
interaccién puede medirse, como comentamos, mediante la energia de Coulomb ca-
racteristica, dada por la ecuacion . Si suponemos que la energia de solapamiento
t es despreciable, el balance entre las energias de desorden, interaccion y térmica
definird el comportamiento del sistema. A continuaciéon mostramos los materiales
que podemos encuadrar dentro del marco de los vidrios de Coulomb, dado que su

energia de interaccién es, al menos, comparable con el resto de energias de interés.

Semiconductores ligeramente dopados.

El modelo de vidrios de Coulomb fue desarrollado inicialmente para los semicon-
ductores ligeramente dopados, que aun constituyen una gran fuente experimental
de datos concernientes al gap de Coulomb (Massey y Lee, 2000; Zabrodskii, 2001}
Helgren et al., [2002)). Estos materiales poseen impurezas colocadas al azar. A muy
bajas temperaturas, la conductividad se produce mediante saltos de los portadores

de una impureza a otra. Si consideramos el germanio o el silicio ligeramente dopados,
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AGIG (%)

Figura 1.6: Variacién relativa de la conductancia en funcién de t/ty,, para
dos conjuntos de experimentos de aging. En (a) la diferencia entre los voltajes
de puerta aplicados es de 100 V y en (b) es de 400 V. En ambos casos,
los datos para diferentes tiempos de espera colapsan en una tnica curva

(Ovadyahu y Pollak, [2003).

obtenemos que la energfa de desorden W vale 1072 y 1072 meV, respectivamente,
que es ademas del mismo orden que la energia de Coulomb caracteristica, a bajas
temperaturas. Debido a ello, el efecto conjunto de desorden e interaccién no es des-
preciable frente a la energia térmica, por lo que se formara gap de Coulomb. La

importancia de estos efectos es maxima para un grado de compensacién K = 0,5.
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Semiconductores amorfos.

En los semiconductores amorfos el desorden esta producido por la ausencia de
estructura cristalina. Sin embargo, no todos poseen gap de Coulomb a bajas tem-
peraturas, pues en algunos la energia de desorden es la predominante, y se puede
despreciar el efecto de la energia de interaccién. Por ejemplo, en el germanio amorfo
se obtiene tipicamente W = 1072 meV, mientras que Ec = 1072 meV, que es un
orden de magnitud menor. Ello implica que la energia dominante es la de desorden,
y podemos despreciar el efecto de la interaccién. Sin embargo, en el 6xido de indio
amorfo ambas energias son comparables y del mismo orden que la energia térmica
a bajas temperaturas, por lo que el material presenta un gap de Coulomb. Este
semiconductor amorfo se ha empleado por muchos investigadores para los estudios
sobre vidrios de Coulomb referentes a la conductividad, entre los cuales destacan los
del grupo de Ovadyahu (Ovadyahu y Pollakl 2003} |Orlyanchik y Ovadyahu, 2007}
Ovadyahul, 2008|, 2009)). Otros materiales relacionados son las peliculas de a-YSi
amorfo (Ladieu et al., [2000).

Superconductores de alta temperatura

Los superconductores de alta temperatura pueden volverse aislantes mediante
diferentes mecanismos, tales como irradiaciéon o cambio en el dopado. En la zona
aislante la conductividad en funcién de la temperatura sigue la ley de ES, dada por
la ecuacion . Ejemplos de este tipo de materiales son YBasCuzO7_s (Milliken
y Koch| 2001) y Lag_,Sr,CuO,4 (Raicevic et al., 2008).

Metales desordenados.

Los metales tienen generalmente estructura cristalina, por lo que no poseen gap
de Coulomb. No obstante existen metales desordenados bidimensionales (peliculas
metalicas) que presentan un minimo en su densidad de estados en el nivel de Fermi,
debido a la interaccién electron-electrén. Si el desorden crece tanto que los estados

se localizan, la densidad de estados se vuelve cero en el nivel de Fermi (Altshuler y
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Aronov, (1979).
Materiales relevantes dentro de este grupo son las peliculas de bismuto (Adkins y
Astrakharchik, [1998) y berilio (Butko et al.,2000). Para el bismuto, son importantes

los estudios de relajacion y efectos de memoria en peliculas ultrafinas (Hernandez

et al., 2003).

Metales granulares.

Son basicamente materiales compuestos por metales y aislantes, siendo los mas
conocidos y empleados los llamados cermets (metales cerdmicos). Segin la propor-
cion del metal frente al aislante se definen tres regiones estructurales de interés. En
la regién metalica, la proporcion del metal es grande, pudiéndose considerar todo
el conjunto como un continuo metalico con inclusiones dieléctricas. En la region
de transicion la fraccion del metal es importante y comienza a aparecer el com-
portamiento metalico. Finalmente, en la region dieléctrica la fraccién del metal es
pequena y las particulas metélicas se encuentran dispersas en un medio dieléctrico.
Esta tultima regién es la de interés para nuestro estudio, puesto que los estados
electrénicos se encuentran localizados en los granos metalicos y el efecto de las inte-
racciones de Coulomb es importante. El gap en la densidad de estados se verificd de
forma experimental por mediciones de la conductividad tinel (White et al., [1986)).

Ejemplos de estos materiales son las peliculas delgadas granulares de aluminio en
el régimen aislante (Grenet} 2003, [2004; Grenet et al., 2007; Delahaye et al., [2008)).
La fenomenologia observada en estos sistemas es similar a la de los experimentos

en Oxido de indio.

Otros materiales

Otros materiales y sistemas descritos por el modelo de vidrios de Coulomb son
las capas de inversion y vértices en superconductores (Fisher et al., 1991} [Tauber et
al.,|1995; Sefrioui et al., 2001). Asimismo, se ha encontrado evidencia de la presencia

de gap de Coulomb en 2D en dispositivos MOSFET de silicio y en heteroestructuras
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GaAs/Al,Ga;_,As. Para ambos casos el gap se observa tanto en ausencia de campo
magnético (Mason et all, [1995; Van Keuls et al), [1997b; Khondaker et all [1999),
como en el régimen Hall cudntico (Murzin et al., 2001; Shlimak et al., 2004). Otras

manifestaciones de su existencia surgen en peliculas delgadas de CrSiO amorfo

(Elefant et al), 1991)), peliculas de Mo-C (Lee et all 1992), en el fotoconductor

Cdo91MngpeTe : In (Terry et al. |[1992)) y en los arrays de quantum dots de Ge/Si
(Yakimov et al., 2004).

Recientemente, los efectos de la interaccion de Coulomb se han asociado al

régimen de conductividad por saltos en cuasicristales (Su et al.,2002; Yu et al.l[2004;

Fang et al 2004). Del mismo modo, adquieren una importancia crucial en la zona

aislante de los siguientes sistemas fuertemente correlacionados: el espejo conmutable

de hidruro de itrio (Roy et al., [2002)), la aleacién LaCo;_,Ni,O3 (Hammer et al.
2004), Sr2Y,5Ca0,5Co207 (Yamaura et al,2001) y LaSroMn,O7 (Chen et al., [2003).

El gap de Coulomb es relevante, asimismo, para la conductividad por saltos en

los polimeros conductores (Yoon et al.,|1995; |Granholm et al. 1997; Kodama et al.,
2001)) y para los nanotubos de 6xido de estano (Ma et al. [2004).
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Capitulo 2

Algoritmos numéricos

Los algoritmos de simulacién por ordenador son en la actualidad una herramien-
ta que se emplea frecuentemente en muchas ramas de la ciencia. La motivaciéon para
el empleo de estos métodos numéricos se debe a muchas razones, pero una de las
principales es que elimina aproximaciones de los desarrollos tedricos. Por lo general,
resolver un modelo de manera analitica en sistemas reales se convierte en una tarea
inabordable, y se deben emplear ciertas aproximaciones, como podria ser alguna
del tipo campo medio. La simulacion por ordenador permite estudiar sistemas que
no son tratables desde una perspectiva analitica, pudiendo ser potencialmente com-
plejos. Este tratamiento permite comparar teoria con experimentos y confirmar o
refutar la validez de modelos. Ademads, nos capacita para evaluar ciertas magnitudes
que no son susceptibles de medida directa en los experimentos reales, por lo que

ocupa un lugar propio al mismo nivel que la teoria y la experimentacion.

Para iniciar la simulaciéon necesitamos un modelo mateméatico que describa el
sistema fisico. El tratamiento que emplearemos considera que las magnitudes u
observables a determinar son promedios estadisticos sobre cierto espacio muestral.
Supondremos que el sistema que vamos a estudiar posee un hamiltoniano H, y
denotaremos de manera genérica su estado mediante el vector & = (x1, xo, ..., T,),
donde n es el nimero de grados de libertad. Las componentes x; pueden tomar
cualquier valor compatible con las restricciones del sistema fisico. El conjunto de

todos los estados constituye el espacio de fases €). La cuestién principal es cémo

35
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propagaremos el sistema a través de dicho espacio. A tal efecto podemos emplear,

principalmente, dos métodos: los deterministas y los estocasticos.

En los métodos deterministas es la dinamica intrinseca del sistema la que pro-
duce la evolucién en el espacio de fases. Deberemos tomar las ecuaciones de movimien-
to e integrar en el tiempo. Para un sistema cldsico nos llevara a una trayectoria en di-
cho espacio de fases caracterizada por los vectores posicién, Z%(t), y momento lineal,
p(t), de cada una de las particulas, dadas las condiciones iniciales 2*(0), ..., 7V (0)

y p1(0),...,pY(0). Aqui N es el ntimero de particulas.

Por su parte, los métodos estocasticos siguen un tratamiento ligeramente dife-
rente. De hecho, tinicamente es necesario evaluar la parte configuracional del pro-
blema. El punto clave consiste en inducir transiciones de una configuracion a otra,
que en el método determinista quedarian establecidas a través de los momentos
p'(t). Esto se logra mediante una evolucién probabilistica a través de un proceso
de Markov, que es el analogo a la dindmica intrinseca. Los métodos estocasticos
tienen la ventaja de permitir la simulacion en sistemas que no poseen una dindmica
explicita, y son muy versatiles, aplicables incluso a problemas que no poseen un

caracter estocastico propio.

Aun cuando la aplicabilidad de estas dos familias de métodos es muy amplia,
cuentan con dos problemas fundamentales. En primer lugar, no se puede garantizar
la ergodicidad del sistema a través de la igualdad entre promedio por colectivos y
promedio temporal, dado que no es posible simular hasta tiempo infinito (incluso
en ocasiones, ni a un tiempo lo suficientemente grande). Por ello, no es posible
asegurar que el promedio obtenido represente exactamente el valor promedio real
del observable a medir. Por otro lado, aparecen efectos de tamano finito, debido a
que en los sistemas complejos no se puede alcanzar dimensiones demasiado grandes,

ya que la simulacién numérica seria inabordable.

Los métodos deterministas y estocasticos mas utilizados son, respectivamente,
los de dindmica molecular y los de Monte Carlo.

El punto inicial para los métodos de dinamica molecular es una descripcién mi-

croscopica bien definida de un sistema fisico, que puede ser un sistema de pocas o
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de muchas particulas. La descripcion puede realizarse mediante un hamiltoniano o
lagrangiano, aunque también se puede expresar directamente mediante las leyes de
la dindmica de Newton. Como su propio nombre sugiere, este método calcula las
propiedades del sistema a partir de la resolucion de las ecuaciones de movimiento,
lo que permite obtener tanto la solucion estatica como la dindamica del proble-
ma. La técnica empleada consiste en resolver numéricamente dichas ecuaciones de
movimiento, que son aproximadas de manera conveniente. El orden del error de-
pende de la aproximacién, y en principio puede hacerse tan pequeno como se desee,

restringido inicamente por la velocidad y memoria del ordenador.

2.1. Método de Monte Carlo

El método de Monte Carlo se basa en la teoria de la probabilidad y la mecanica
estadistica. Permite el tratamiento de problemas de naturaleza probabilistica, pero
también de otros que son, en esencia, deterministas. Su versatilidad lo convierte
en un método poderoso en el campo de la fisica computacional. En este trabajo
trataremos unicamente con métodos de Monte Carlo aplicados a sistemas clasicos.
Nos restringiremos, asimismo, a los métodos de Monte Carlo cinéticos (Bortz et al.l
1975), dado que estamos interesados en simular la evolucién temporal del sistema
de estudio.

El punto de partida del método de Monte Carlo, y en general de los métodos es-
tocasticos, es el concepto de proceso o cadena de Markov. Este proceso se caracteriza
por la ausencia de memoria. Esto es, las propiedades estadisticas del sistema en ins-
tantes futuros dependen tnicamente del instante presente, independientemente del
pasado. El problema del caminante aleatorio es un ejemplo de cadena de Markov:
se considera el movimiento del caminante sobre una superficie determinada como
una secuencia de estados. La transicién de un estado a otro depende tnicamente
del estado inmediatamente anterior.

De una manera formal, una secuencia de estados Zo, Z1,...,Z,, ... se llama ca-

dena de Markov si, para cada n, se obtiene la siguiente relacién de probabilidades
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condicionadas
P(‘fn"fnfla s 7f0) = P(fn’fnfl) (21)
Por induccién, es facil generalizar que la probabilidad de que tenga lugar una se-

cuencia de estados ¥y, T1, ..., Z, se puede escribir del siguiente modo
P(fo, :E"l, e ,fn) — P(fn|fn,1) .. P(fﬂf{))P(fo) (22)

Debido a esta propiedad, a las probabilidades condicionadas se les llama probabili-
dades de transicion, que se representan de manera equivalente mediante P(Z;|7;),
P;; 0 P(Z; — Z;).

El método de Monte Carlo obtiene la solucién de un problema general como
un parametro de una poblacién hipotética, empleando una secuencia de niimeros
aleatorios para construir una muestra de dicha poblacién. De esta secuencia po-
dremos obtener promedios estadisticos del parametro en cuestién. La dinamica del
sistema se genera aprovechando el concepto de cadena de Markov, aunque unica-
mente esté referida a la parte configuracional del problema.

Supongamos que Iy, T1,...,T, son los estados accesibles a nuestro sistema y
que conocemos las probabilidades de transicién entre ellos, P(Z;|Z;). La evolucion
temporal de la probabilidad de encontrar el sistema en el estado 7;, que llamaremos
P(%;,t), viene dada por la ecuacién maestra

il x“ = = WG| T)P(F, ) + Y W(FH[E;) P&, 1), (2.3)
JFi J#i
donde W(Z,;|Z;) es la probabilidad de transicién por unidad de tiempo entre los
estados Z; y Z;. El primer término de la ecuacién anterior representa el ritmo de
escape a las configuraciones fuera del estado considerado, mientras que el segundo
describe el ritmo de entrada. La solucion estacionaria implica que
S OW(EE)P (T, t) = Y W(E|E)P(F),t). (2.4)
j#i J#
Para obtener la convergencia del proceso de Markov a una distribucion deseada de

probabilidades en equilibrio debemos imponer la condiciéon de balance detallado

W(Z;|7;) P(%;) = W (%]%;) P(T;) (2.5)
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para cada par de configuraciones.

El procedimiento general de los algoritmos de Monte Carlo se efectia de la
siguiente manera. Se especifica un estado inicial 7 del espacio de fases y se genera
un nuevo estado Z’. Se evalia la probabilidad de transicion P(Z’|%) v se genera
un nimero aleatorio R de una distribucién uniforme en el intervalo [0, 1). Se acepta
la transicion de un estado a otro si P > R. En caso contrario, se mantiene la
configuracion actual y se procede a un nuevo sorteo.

Las limitaciones béasicas del método provienen fundamentalmente de dos fuentes.
Primeramente, el tamano de las muestras es pequeno para el limite termodinamico,
aun cuando es posible simular tamanos mucho més grandes que con el método de
dindmica molecular. Por otro lado, debemos atender al caracter finito de la cadena
de Markov, que limita el tiempo total de simulacion.

Es posible efectuar simulaciones de Monte Carlo en el contexto de cualquier
colectivo estadistico determinado, aunque lo mas comun consiste en considerar al
sistema en equilibrio con un bano térmico a temperatura 7', refiriéndonos por ello
al colectivo candnico. Dentro de esta colectividad se emplean dos algoritmos fun-
damentales, el de Metropolis y el de Glauber, que revisaremos sucintamente. Para
sistemas en los que el intercambio energético estda mediado por particulas de espin
entero es comun emplear el método denominado de dindamica por bosones, que
también comentaremos de manera breve. Estos tres algoritmos forman parte de los

denominados métodos de Monte Carlo cinéticos.

Algoritmo de Metropolis

En el problema del caminante aleatorio todos los estados del espacio de fases
son igualmente probables a priori, situacion que puede extenderse al estudio de la
colectividad microcanénica. Sin embargo, un simple camino aleatorio no es aplicable
directamente en el caso de la colectividad canodnica para la evaluacion de obser-
vables en el colectivo (N, V,T). Aqui el nimero de particulas N, el volumen V' y la
temperatura 71" son constantes. En equilibrio termodinamico, ciertos estados ocurren

mas frecuentemente. Para generar una trayectoria en la cual los estados sucedan
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con la probabilidad correcta, debemos construir un proceso de Markov que lleve a
una distribuciéon limite correspondiente a la distribucién en equilibrio del colectivo
canonico.

En esta colectividad, el nimero de particulas N, el volumen V' y la temperatura
T son cantidades fijas, como hemos dicho. Para esta situacion, el valor del observable

genérico A se obtiene de la siguiente manera

1

(A=~ /Q A(Z) exp | H(F) /knT]d7, (2.6)

donde H es el operador hamiltoniano del sistema y Z es la funcién de particién

canonica
Z = / exp [—H(Z)/kgT)dZ. (2.7)
Q

La integral esta extendida a todo el espacio de fases compatible con las restricciones
del propio sistema fisico. Para desarrollar el método de Monte Carlo usamos la

distribucién de estados en equilibrio

P(#) = — exp [~ H(T) /hoT], (2.8)

que es la distribucion de Boltzmann.
Si imponemos la condicién de balance detallado, dada por la ecuacién ((2.5)),

para los estados genéricos ¥ y 7', donde & es el de origen, obtenemos

w(@'|lz)  P(E)
W) - P@) (29)

Debido a las propiedades de la funcién exponencial, la razén entre las probabilidades
de transicién por unidad de tiempo depende tinicamente del cambio de energia AH
al pasar de un estado a otro

W(z'|z) " ,

Por comodidad suele establecerse

exp (—AH/kgT), AH > 0;
W (z'|7) = xp (—AH/kT) (2.11)
1, AH < 0.
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Por lo tanto, las nuevas configuraciones seleccionadas que reducen la energia se
aceptan siempre, mientras que aquéllas que incrementan la energia se aceptaran de
acuerdo al factor de Boltzmann de la diferencia de energias. Este algoritmo consti-
tuye un estandar dentro de los métodos de simulacién numérica, y fue introducido

por Metropolis et al. (1953), de donde toma el nombre.

Algoritmo de Glauber

En este algoritmo, similar al de Metropolis, la probabilidad por unidad de tiempo

de pasar de un punto a otro en el espacio de configuraciones es

1

W@le) = 1+ exp (AH/kgT)

(2.12)

De este modo se evita la sentencia légica condicional concerniente a la energia.
Es facil comprobar, asimismo, que la razén entre las probabilidades de transicién
por unidad de tiempo de dos configuraciones ¥ y ' también cumple la condicién
de balance detallado. En promedio, la dinamica debe ofrecer resultados similares
a los del método de Metropolis. Ambos algoritmos son equivalentes a muy bajas

temperaturas, excepto en el caso especial en el que AH = 0.

Método de dinamica por bosones

Es usual encontrar algunos sistemas en los cuales el intercambio de energia viene
determinado por la interaccién entre las particulas que producen los fenémenos de
transporte y los bosones del sistema. En este caso, las probabilidades de transicién
por unidad de tiempo dependen del niimero de bosones que hay a la energia propia

de la transicion

o N(AH), AH > 0
W(Z'[Z) = g(|AH]) (2.13)
1+ N(|AH[), AH <0.
En esta expresion, g(|AH|) es la densidad de estados bosénica y N(AH) es la

distribucién de Bose-Einstein a la temperatura de operacién, T. Si la transicién

aumenta la energia, W (Z'|Z) viene dada tinicamente por el nimero de bosones que
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hay a la energia AH considerada. En este proceso se produce la destruccion de
un bosén. En cambio, si la transicién reduce la energia, la expresién de W (zZ'|Z)
contiene dos términos. El primero de ellos se conoce como de emisién espontanea y
el segundo, de emision estimulada. Resulta facil comprobar que las probabilidades
de transicién por unidad de tiempo asi definidas también verifican la condicién de
balance detallado.

Este método resulta particularmente 1til en el contexto de los vidrios de Coulomb,
donde la energia se intercambia a través de la interaccién entre fonones y electrones.
Las simulaciones numéricas para estos materiales emplean, mayoritariamente, los
algoritmos de Metropolis y Glauber descritos anteriormente, aunque el método de
dindmica por bosones resulta méas cercano a la dindmica real del sistema. Sin embar-
go, a temperaturas lo suficientemente bajas los resultados obtenidos mediante los
tres métodos son proporcionales, hecho que hemos comprobado en nuestras simu-
laciones de Monte Carlo. En el limite 7" — 0 los tres algoritmos convergen.

En un trabajo conjunto entre los grupos de Murcia y Oslo (Caravaca et al.,
2009) se emplearon los métodos de Metropolis y de dindmica por bosones, respec-
tivamente, para el estudio de la conductividad en el régimen no lineal en vidrios de
Coulomb. El grupo de Oslo efectud los calculos en un modelo de red, mientras que
el de Murcia empleé un modelo con desorden posicional aleatorio. Los resultados

presentados muestran la compatibilidad de ambos algoritmos a temperaturas bajas.

2.2. Simulaciones numéricas en vidrios de Cou-
lomb

Las simulaciones numéricas en vidrios difieren notablemente de las realizadas en
solidos cristalinos. Los estados vitreos de la materia continiian teniendo interés en la
comunidad cientifica, desde los fisicos de materiales interesados en las propiedades
mecanicas del sistema hasta los fisicos tedricos, que buscan describir a un nivel
fundamental el estado “vitreo”. Una caracteristica comtn a este tipo de materiales

es que su dindmica se ralentiza notablemente en cierta parte de su diagrama de
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fases, lo cual provoca la presencia de estructuras amorfas congeladas a las escalas
temporales de experimentacién. Para muchos materiales no se posee conocimiento
suficiente acerca de los procesos microscépicos responsables del comportamiento
vitreo. A pesar del vacio existente entre las escalas temporales experimentales y
numeéricas, las simulaciones por ordenador constituyen una herramienta eficaz para
obtener informacion ttil acerca de dicho estado.

Los vidrios de Coulomb exhiben este tipo de dindmica, sobre todo a muy bajas
temperaturas, dénde se sitian, como comentamos, fuera del equilibrio, provocado
por la falta de ergodicidad. La gran complejidad de estos sistemas desordenados
interactuantes convierte a los métodos numéricos en una herramienta fundamental
para la determinacion de sus propiedades termodindmicas.

Segun su finalidad, podemos clasificar los algoritmos de simulacién en vidrios de

Coulomb en:

= Algoritmos dindmicos. Simulan el comportamiento termodinamico del sistema
a una temperatura dada. Se aplican, fundamentalmente, al estudio de la re-
lajacion no exponencial hacia el equilibrio y al calculo de la conductividad en

el régimen estacionario.

= Algoritmos de configuraciones. Estan basados en la obtencion de las configu-
raciones de mas baja energia del sistema. A partir de ellas se pueden realizar
promedios en el colectivo estadistico de estudio para hallar las propiedades
termodindmicas de equilibrio. Asimismo, es posible iniciar calculos dinamicos
haciendo uso de dichas configuraciones de baja energia, mediante el empleo
de la ecuacién maestra dada por la expresion . Estos algoritmos son efec-
tivos, inicamente, a muy bajas temperaturas, y los calculos dinamicos citados

son aun mas limitados.

2.2.1. Algoritmos dinamicos

La dinamica lenta de los vidrios de Coulomb rompe la igualdad entre promedio

temporal y promedio por colectivos, debido a la falta de ergodicidad. Estos sis-
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temas presentan desorden, por lo que deberemos de promediar con respecto a él
en nuestras simulaciones. Para ello, construimos un niimero finito de muestras del
sistema con distinto desorden. Ademds, hemos de realizar promedio en las condi-
ciones iniciales mediante la seleccién de varias configuraciones de partida distintas
para cada muestra. Las magnitudes de interés se promedian a tiempos fijos, y se
suelen escoger de caracter auto-promediable. Dichas magnitudes son, basicamente,
las variables extensivas del sistema. En general, necesitaremos un elevado nimero
de muestras distintas para lograr un conjunto de datos con buen promedio. Los
algoritmos de Monte Carlo se presentan como los mas efectivos para la simulacién
en vidrios de Coulomb. Dentro de ellos, el mas empleado es el de Metropolis.

Para desarrollar este algoritmo en nuestra simulacién es necesario determinar
las probabilidades de transicién por unidad de tiempo, W (Z'|Z), entre estados del
espacio de fases. Las transiciones de muchos electrones son relevantes a muy ba-
jas temperaturas y a tiempos de relajacion largos. En dichas condiciones, es mas
eficiente escapar de un valle energético profundo mediante el salto colectivo de
muchas particulas. Sin embargo, es importante conocer primero los resultados para
la dinamica mediante saltos de un electron. Por ello, en este trabajo trataremos
unicamente con transiciones monoelectrénicas. Es decir, la configuracién final sélo
difiere de la inicial en el estado individual de dos sitios.

Mediante el cédlculo de la interaccion electrén-fonén podemos estimar la proba-
bilidad por unidad de tiempo, I'g,, de que el sistema efectie una transicién de una
configuracion « a otra 3 (Shklovskii y Efros, [1984). Cuando la transiciéon aumenta

la energia se obtiene la expresion

exp (—2r;;/§)
exXp (AEU/]{?BT) -1 ’

si las configuraciones a y 3 estan conectadas mediante el salto de un electrén del

Tpa="T5" (2.14)

sitio ¢ al j. En cualquier otro caso, I'g o = 0. AE}; es la diferencia de energfa entre
ambas configuraciones, r;; es la distancia que separa ambos sitios, § es la longitud
de localizacién y 7y es el tiempo de interaccién electrén-fonén, del orden de 10713
s. En general, 7y depende de varios factores, pero resulta una buena aproximacién

considerarlo como constante. A temperaturas muy bajas podemos aproximar el
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término dependiente de la temperatura por una exponencial, por lo que la expresién

anterior queda como
Ipo= 70_1 exp (—2r;;/€) exp (—AE;; /kgT). (2.15)

Si la transiciéon lleva a una reduccién de la energia, la probabilidad por unidad de

tiempo es independiente de la temperatura y depende tinicamente del factor espacial

Lo =Ty exp (—2r;;/€). (2.16)

Para relacionar la dindmica del algoritmo de Monte Carlo con la dindmica real
resulta conveniente discretizar la ecuacién que gobierna la dindmica del sistema. A
partir de la ecuacién maestra dada por la expresion , si llamamos P, a P(;,t),
encontramos que la evolucion temporal de la probabilidad de encontrar al sistema

en la configuracion « viene dada por

d%t(t) =D _TasPs(t) = > _Toalalt). (2.17)

B fa

En equilibrio, necesariamente se ha de cumplir

d Py (1)
dt

=0. (2.18)

Si desarrollamos hasta primer orden en el tiempo el lado izquierdo de la ecuacion

(2.17), obtenemos

Pot+dt) = Pi(t)+ (Z TasPs(t) =Y rﬁ,apa@)) dt =

pa B

= Pu(t) <1 -y F,@adt) + 3 TagPs(t)dt. (2.19)

B#a Ba

Reescribimos este resultado en forma matricial del modo
P(t + At) = AP(t), (2.20)

donde hemos considerado que la diferencia de tiempos viene representada por un
pequeiio intervalo temporal At, no infinitesimal. Los vectores P(t) y P(t+ At) con-

tienen la probabilidad de encontrar al sistema en cada una de sus configuraciones,
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en los tiempos t y t + At, respectivamente. Podemos interpretar que el proceso
de relajacion estd gobernado por la matriz dindmica A, que da la probabilidad de
pasar de una configuraciéon « a otra 3 en un pequeno intervalo de tiempo At. A es

la matriz infinita

1-— 21 FLQAt
[ At 1—X%
2! ? (2.21)
F371At F372At
En los términos de la diagonal aparece la variable
Sa =Y Tgalt, (2.22)
B

la cual indica la probabilidad de escapar del estado o en un intervalo de tiempo At.
Dicho intervalo ha de ser lo suficientemente pequeno para que todas las ¥, sean
menores que la unidad, ya que los términos diagonales de la matriz A han de ser
mayores que cero.

Un método de Monte Carlo consiste en realizar una trayectoria tnica en el
espacio de configuraciones, con lo cual el vector de probabilidades P (t) es, en cada

paso temporal, de la forma

Pty=11 |. (2.23)

0
El valor 1 se encuentra en la posicién correspondiente a la configuracion en la que
se encuentra el sistema. De acuerdo a la matriz dindmica A, la probabilidad de
efectuar una transicién entre las configuraciones a y 3 es I'g ,At. En el tiempo At
se han intentado todas las transiciones, con dichas probabilidades de ocurrencia.
En cambio, en la simulacién de Monte Carlo, se selecciona una tnica transicién

en cada paso, con probabilidad 1/NZ2. Por ello, el tiempo asociado al algoritmo,
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que llamaremos 7, es At/N? con N el ntmero de sitios del sistema. En todas
nuestras simulaciones fijaremos At como 7. Este método de Monte Carlo tiene el
inconveniente de que posee un rechazo elevado a bajas temperaturas.

Podemos ofrecer una dindmica alternativa al problema. Calculemos, primera-
mente, la probabilidad de escapar por primera vez de una configuracion « a otra [,

en cualquier nimero de pasos temporales

Pso = Tpalt+ (1 —3o)TpaAt+ (1 —,)°Ts At + -
- L. At
= I'g.At 1-%,)" = —+=0——. 2.24
palbt ) (1= %) = = (2.24)
Obtenemos la misma dindmica, en promedio, si de un estado « cambiamos a otro
nuevo 3 de acuerdo al conjunto de probabilidades Ps,. En este caso, Ps, son los
elementos no diagonales de una nueva matriz dinamica, M, en la que los elementos

diagonales son cero, por construccién

0 P1,2 P1,3
P. 0 P. Ce
M = 21 23 _ (2.25)

Py P35 0

El tiempo fisico asociado a cada transicién, en lugar de ser At, depende de la

configuracion inicial o (Bortz et al., |1975; Mobius y Thomas, [1997)

Ta = Z [P@aAtQ + 2(1 — Za)f‘ﬂ?aAt? + 3(1 _ ZQ)QF@QAR L } _

B
d At
= D g5 (1= T TaAt? = . (2.26)
ﬁ,n « «

Si asumimos esta filosofia para el método de Monte Carlo, el tiempo propio de
cada transicién serd, igualmente, At/¥,. Si queremos llevar a cabo una transiciéon
de acuerdo a las probabilidades Pz, no obtendremos intentos fallidos, es decir,
siempre cambiaremos de configuracién en cada intento. Ello esta relacionado con
que los elementos diagonales de la matriz M sean estrictamente cero. Sin embargo,
tenemos que recalcular en cada paso todas las energias de sitio, cuya expresion viene

dada por la ecuacién ([1.10]), asi como todas las probabilidades. Para optimizar el
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gasto computacional es posible escoger diferentes variantes para la seleccién de
las transiciones en nuestro método de Monte Carlo, como se vera en el epigrafe

siguiente.

Estrategias de selecciéon de transiciones

La ralentizacién en la dindmica de los vidrios de Coulomb en cierta regiéon del
diagrama de fases provoca, como sabemos, una relajaciéon de tipo no exponencial
hacia el equilibrio. Las simulaciones de Monte Carlo se han instaurado como un
estandar para su analisis, por lo que se han desarrollado varios tipos de algoritmo
a tal efecto, los cuales toman como punto de partida las ecuaciones y .
El procedimiento basico de cada método consiste en escoger un par de sitios con
cierta probabilidad, y después aceptar o rechazar el salto.

En los antiguos algoritmos de Monte Carlo para sistemas con hopping, se selec-
ciona un par de sitios al azar con igual probabilidad. Se decide si llevar a cabo o
no la transicion de acuerdo a los factores espacial y energético que contribuyen a
la probabilidad total de salto, Pg,. Para estos algoritmos, cada paso Monte Carlo
es poco costoso pero el tiempo de cada transicién es de orden 7, o< 1/N?, como co-
mentamos en el apartado anterior. De nuevo, N es el ntimero de sitios del sistema.
Tras cada paso tenemos que recalcular las energias de sitio, tarea que es de orden
O(N). Por ello, el coste total de la simulacién es de orden O(N?).

Los siguientes algoritmos desarrollados escogen directamente un par de sitios
con una probabilidad proporcional al factor de distancias de Pj3,, cuya dependen-
cia aparece en las ecuaciones y . Después se decide si efectuar o no
la transicién de acuerdo al factor de energias restante (Tsigankov et al. 2003).
Este método es mucho maés efectivo, lo que compensa el esfuerzo computacional
adicional en cada paso. El tiempo de transicién es ahora 7, o< 1/N y el coste to-
tal de simulacién es de orden O(N?). Pero, ain con esta variaciéon introducida,
las simulaciones distan de alcanzar tiempos macroscopicos. Este algoritmo resulta
optimo para el estudio de la conductividad en el régimen estacionario, donde no

es necesario un tiempo elevado para alcanzar la configuraciéon independiente del
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tiempo. Ademads, el tiempo de simulacién es independiente de la temperatura. Es
por ello que este algoritmo constituye la base de las simulaciones numéricas del
capitulo 5, dedicado a la conductividad en vidrios de Coulomb. Del mismo modo,
se empleara en el capitulo 3 para el cdlculo de las propiedades de equilibrio.
Existe, como comentamos en el apartado anterior, la posibilidad de escoger direc-
tamente una transicién de acuerdo a la probabilidad de salto completa, incluyendo
los factores de distancia y de energia. Todos los intentos son exitosos pues, pero hay
que recalcular todas las probabilidades en cada paso. El tiempo asociado a cada
transicion es de orden 7, o< 1/N, lo que convierte el problema en uno de orden
O(N?), debido al cardcter de largo alcance de la interaccién. La introduccién de
nuestras mejoras reducira un orden el esfuerzo computacional, como se vera en el
apartado 2.3. Este nuevo algoritmo, generalizado, es el eje central de las simula-
ciones de relajacion del capitulo 4. Con él, alcanzamos tiempos macroscépicos en

las simulaciones.

2.2.2. Algoritmos de configuraciones

Otro tipo de algoritmos estén especificamente diseniados para extraer las propieda-
des de equilibrio del sistema en cuestién, mediante el calculo del estado fundamental
y de las configuraciones de méas baja energia. Son llamados también algoritmos de
optimizacién. Si se conoce la densidad de estados de una particula es posible de-
terminar parte del comportamiento del sistema a bajas temperaturas. A partir de
dichos estados de baja energia podemos hallar promedios termodinamicos de las
magnitudes, sin mas que considerar la funciéon de distribucion asociada en equili-
brio. En el caso de los vidrios de Coulomb dicha distribucién es la de Boltzmann.

También es posible continuar la dindamica del sistema partiendo de dichas con-
figuraciones, mediante la simulacién de la relajacion hacia el equilibrio (Mobius y
Thomas|,[1997)). No obstante, dado el crecimiento exponencial del niimero de configu-
raciones con la energia, es imposible simular con este método sistemas de tamano
grande o tiempos de relajacion largos.

Por otro lado, el cédlculo de la energia fundamental del sistema puede arrojar
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informacién importante acerca de su comportamiento. Bray y Moore (1984) cal-
cularon la dimension critica de los vidrios de espin mediante la determinacién del
cambio de la energia fundamental cuando se modifican las condiciones de contorno.

Obtuvieron un valor comprendido entre 2 y 3.

El primer algoritmo de optimizacion para vidrios de Coulomb fue desarrollado
por Baranovskii et al. (1979), mediante la bisqueda de todas las transiciones mo-
noelectrénicas que reducian la energia del sistema. Davies et al. (1982 1984) mejo-
raron poco después el procedimiento incluyendo las transiciones de dos electrones.
El primer espectro calculado por encima del estado fundamental fue obtenido por
Mochena y Pollak (1991b)), mediante un procedimiento que consistia en determi-
nar exactamente los estados de minima energia para sistemas de pequeno tamano.
Posteriormente, unian dos sistemas y construian el espectro del conjunto mediante
la combinacion de los estados de minima energia de cada uno de ellos. Otros méto-
dos para la obtencién de estos estados son los de enfriamiento simulado (simulated
annealing). Mediante simulaciones de Monte Carlo, se reduce progresivamente la
temperatura del sistema hasta que éste queda atrapado en un minimo energético

(Schreiber y Tenelsen|, [1994; Mobius y Pollak, [1996; Pérez-Garrido et al., |1997)).

Diaz-Sénchez et al. (1998; [1999) realizaron importantes mejoras concernientes
a la busqueda de estas configuraciones de minima energia, mediante dos nuevos
algoritmos que denominaron “ciclo térmico” y “reduccién de grados de libertad”.
El primero de ellos atina las ventajas del método de enfriamiento simulado con los
algoritmos de bisqueda local (Diaz-Sanchez et al.,|1998],1999). Para sistemas fuerte-
mente localizados con interaccion, este procedimiento es altamente mas eficiente que
el resto de métodos descritos. Por su parte, el segundo método desarrollado congela
los grados de libertad que son comunes en los minimos locales, obtenidos mediante
la minimizacién de la energia de muchas configuraciones iniciales aleatorias. De este
modo, al volver a aplicar el método de busqueda de estados de baja energia se em-
plea un hamiltoniano renormalizado que solo tendra en cuenta los grados de libertad
no congelados. Los autores encontraron que el método de reducciéon de grados de

libertad resulta mas efectivo que el de ciclo térmico para la mayoria de estudios
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realizados, excepto para valores de desorden pequenos.

2.3. Nwuevo algoritmo

En nuestras simulaciones, seleccionamos un par de sitios en virtud de la proba-
bilidad total P, por lo que el sistema siempre se mueve hacia un estado distinto
en cada transicién. Como comentamos, la simulacién es, en principio, de orden
O(N?3). A continuacién veremos cémo podemos reducir el esfuerzo computacional
hasta orden O(N?).

Para el presente método es conveniente definir las energias de sitio del siguiente

modo:

e = (1 —2ny)

Gt (HJT;K)] . (2.27)

j#i
La definicién estandar de las energias de sitio en la literatura sobre los vidrios de
Coulomb no contiene el factor 1 —2n;, que cambia el signo de la energia de los sitios
ocupados. Con nuestra definicion todas las energias de sitio son positivas cuando el
gap de Coulomb se forma, y pueden tratarse los sitios vacios y ocupados de manera
equivalente. En la figura se muestra, de manera cualitativa, la ocupacion de
electrones y huecos antes y después de la simetrizacion.

Si tomamos At como la unidad, la dindmica se establece mediante saltos de un
electrén de acuerdo a las probabilidades de transicion

L'

Pﬁ,a: S 5

(2.28)

donde I', viene dada por las ecuaciones (2.15) y (2.16). El tiempo fisico asociado

a cada transicién depende de la configuracién inicial
Ta = (Ea)_l . (229)

Para acelerar la simulacién hemos introducido dos mejoras en el algoritmo. La
primera de ellas elimina la dependencia O(N?3) al aprovechar la existencia del gap

de Coulomb, mediante la seleccion de las transiciones relevantes en cada paso. La
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Energia de sitio

Ocupacion

Figura 2.1: Izquierda: ocupacién de huecos (parte superior) y electrones
(parte inferior) en funcién de la energia de sitio. Derecha: ocupacién teniendo
en cuenta el factor (1 —2n;), que cambia el signo de las energias de los sitios

ocupados.

otra reduce la ralentizacién en la simulacién producida por la presencia de transi-
ciones débiles y estados metaestables. Las primeras son configuraciones que difieren
Unicamente en un electrén y que se visitan continuamente de ida y vuelta. Su pro-

babilidad de retorno es elevada, y producen la primera ralentizacién en la dindmica
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del sistema. Por su parte, los estados metaestables son minimos locales de energia,
con unas cuantas configuraciones de las que es dificil escapar, ya que la probabilidad
de retorno es grande. Conforme avanza el tiempo estos valles energéticos se hacen
mas profundos y el efecto se acentia. La mejora consiste en construir un cluster con
estas configuraciones que se repiten continuamente, considerandolo como una tinica
entidad. Se calcula el tiempo efectivo que el sistema permanece en este conjunto de

configuraciones internas, aligerando de este modo la simulacién.

En las dos subsecciones siguientes describiremos las dos mejoras introducidas

por nuestro algoritmo.

2.3.1. Selecciéon de transiciones relevantes

A tiempos cortos hay un enorme ntimero de transiciones con probabilidades
pequenas. Cuando el gap de Coulomb se forma y el sistema se sitia en un valle
energético, s6lo hay un pequeno nimero de transiciones relevantes. La busqueda de
todos los pares de transiciones es de orden O(N?). El interés fundamental estriba
en reducir el calculo al menos en un orden, teniendo en cuenta unicamente las

transiciones que son importantes.

El procedimiento béasico consiste en realizar un corte en distancias para las
transiciones a partir de un corte inicial en probabilidades. Debido a nuestros tiempos
de simulacién escogemos T'. = 10757, como el corte para las I's4. En la figura
podemos ver como decrece el numero de transiciones relevantes, con I'g, < I',

conforme avanza el tiempo de relajacion.

Efectuamos un doble bucle para calcular las transiciones relevantes. El bucle
exterior se ejecuta sobre todos los sitios en orden de energias de sitio crecientes,
mientras que el interno se extiende a los vecinos del sitio fijado en el bucle exte-
rior, y en orden de distancias crecientes. Consideramos transiciones entre sitios de
distinta ocupacién, y para no calcular las transiciones por duplicado aseguramos

que la energia del sitio “interno” es menor que la del “externo”. Podemos entonces
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Figura 2.2: Promedio del niimero de transiciones relevantes en funcién del
tiempo de relajacién, en doble escala logaritmica. Las transiciones involu-
cradas tienen una probabilidad por unidad de tiempo menor que el corte

I..

establecer el corte en distancias, r., a partir de

2r. e +e —1/r
re=—+—>"—-"— 2.30
R (2.30)

donde ¢; es la energia del sitio del bucle externo y € es la siguiente energia de sitio
mas grande. Pero, dado que 7. decrece muy rapidamente al aumentar €;+¢€;, muchas
de las transiciones calculadas tienen bajas energias de sitio. Por ello, podemos mejo-
rar el procedimiento dividiendo el bucle interno en otros dos consecutivos, uno en
energias y otro sobre distancias, ambos en orden creciente. El primero explora los
estados de baja energia dentro del gap hasta una energia €., y establece un nuevo
corte para la distancia, con € sustituido ahora por e.. La determinacion de este
valor limite depende en gran medida del tamano y la temperatura del sistema. El
corte éptimo para escoger €. se consigue con 7. entre 2,5 y 3, a muy bajas tempe-
raturas. Para un sistema de 1000 sitios con una energia térmica mucho més baja

que la energia de Coulomb tipica, tenemos que calcular las transiciones de 2000
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pares, aproximadamente, en lugar de 250000, reduciendo el calculo en méas de un

factor 100.

2.3.2. Conjunto de configuraciones internas

Los métodos de Monte Carlo, por lo general, consumen mucho tiempo efectuando
transiciones de ida y vuelta, llamadas transiciones débiles, o visitando repetidamente
un conjunto de configuraciones de un estado metaestable. Nuestro nuevo método
integra de manera exacta dichas transiciones y los saltos repetitivos en un valle. El
sistema trata unicamente con el resto de excitaciones, evitando el estancamiento
por un largo periodo de tiempo en estas configuraciones.

En cada paso consideramos un conjunto de N configuraciones “internas”, por
lo general con probabilidades mutuas mucho mas grandes que el resto de configura-
ciones, a las que llamamos “externas”. Estamos interesados en tratar el problema
como una caja negra, para calcular las probabilidades de escape hacia el conjunto
de configuraciones externas y el tiempo que se ha gastado en el cluster interno.
El precio que pagamos es el desconocimiento de las configuraciones internas visi-
tadas en el proceso. Denotaremos con letras latinas las configuraciones internas y
con letras griegas las externas. Llamemos M a la matriz dindmica M restringida
al espacio de las N configuraciones internas e 7 a la matriz identidad restringida
al mismo espacio. La probabilidad renormalizada ﬁa,a de que, al comenzar en la
configuracion a, el sistema acabe en la configuracion externa « después de haber

visitado cualquier configuracién interna un ntimero arbitrario de veces es

~ ~ —~ 11
Pa,a = Ia,a + Z Pa,be,a + Z Pa,cpc,bpb,a +-= Z Pa,b |:(I - M)]b . (231)
b b

,a
b,c

En esta expresion P,, es la probabilidad de escapar de cualquier configuracion
interna a. El tiempo medio que el sistema tarda en escapar de dicha configuracién

es

-1

Ta= Paatat Y PasPralta+m)+ =Y Papmy [(i - /\7)] 23
o a,b a,b ’
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Las dos tltimas expresiones son el ingrediente principal de nuestro método de Monte
Carlo.
Podemos reescribir las ecuaciones ([2.31)) y (2.32)), de modo més compacto, en la

notacion de Dirac. Sea P, 4

Poo =P — M) LBy = (Pu|(Z — M) R), (2.33)

donde
<Pa| - <Pa,a7 Pa,b; cee ’ (234)

es el vector que contiene las probabilidades de escape de todas las configuraciones
internas a la configuracién a. |Fp) es el vector que nos da la probabilidad de encon-
trarnos en cada una de las configuraciones del cluster. En nuestro método siempre

nos encontraremos en la tltima configuracién anadida al conjunto interno, y por

ello el vector tiene la forma |Fy) = [0,0,...,1). Para el tiempo renormalizado, 7,
tenemos
To= D (Pat|(@ = M) ?|P), (2.35)
con
(Pat| = (PaaTa, PapTo, - - - |- (2.36)

Como ejemplo para ilustrar el método, consideremos el caso de dos tinicas con-
figuraciones internas, a y b. Supongamos que en un tiempo dado estamos situados
en la configuracién a, con una probabilidad dada de ir a la configuracién b, que
solo difiere de la anterior en la ocupacién de dos sitios. Si la transicién que conecta
ambas configuraciones es débil, las probabilidades P, , y P, seran, por lo general,
grandes. En promedio, el sistema estara mucho tiempo en cualquiera de estas dos
configuraciones hasta saltar a una nueva configuracién externa «. De acuerdo con
la ecuacion , la probabilidad de escapar a « si se comienza en la configuracion
a es

- Pa,a + Pa,bpb,a

Paa = ) 2.37
' - Pa,be,a ( )

donde P, , y P, son las probabilidades de ir de a y b a «, respectivamente. El tiem-

po renormalizado para escapar del conjunto interno, al comenzar en la configuracion
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~ Ta + Tbe,a

= > 2.
Ta 1— Pa,an,a’ ( 38)

donde 7, y 7, son los tiempos para escapar de las configuraciones a y b, dados por
la ecuacién .

El algoritmo es exacto, en el sentido de que proporciona los mismos resultados,
en promedio, que el método de Monte Carlo estandar. Puede aplicarse incluso para
valores pequenos de las probabilidades de transicion entre las configuraciones inter-
nas, aunque en dicho caso puede resultar ineficiente. Es mucho mas efectivo que la
aproximacién de equilibrio térmico local en el conjunto de las configuraciones inter-
nas, que no verifica la condiciéon de balance detallado. Recupera este limite cuando
se satisfacen sus condiciones, es decir, siempre y cuando 7, sea pequeno. Krauth y
Pluchery (1994) utilizaron la aproximacién de equilibrio térmico en vidrios de espin
para integrar los grados de libertad rdpidos. Emplearon un cluster de estados para
configuraciones cercanas en energia, suponiendo que dicho conjunto se encontraba
en equilibrio térmico. Nuestro algoritmo evita dicha suposicion, salvo en el caso en
el que la probabilidad de escape del conjunto de configuraciones internas es muy
pequena.

La implementacién de las ecuaciones y (2.32) en nuestro programa es
la siguiente. Inicialmente, el conjunto interno consiste en la configuracion actual,
unicamente. Escogemos una nueva configuracién con una probabilidad dada por la
ecuacion , y la incorporamos al conjunto interno, que ahora constara de dos
configuraciones. Visitamos otra configuracion externa con una probabilidad dada,
de nuevo, por la ecuacién . Cada vez que se visita un nuevo estado, lo anadimos
al cluster interno, que continua creciendo hasta un tamano méaximo. Este ntimero,
del orden de 200, se escoge de modo que el tiempo computacional de inversién de
la matriz Z — M sea similar al tiempo de busqueda de las transiciones relevantes.
Depende de la temperatura y del tamano del sistema. Cuando se alcanza el tamano
maximo del cluster, comenzamos de nuevo con un conjunto que contiene tinicamente
la configuracion presente.

Cuando anadimos una configuracién al conjunto interno, las matrices en dicho
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espacio se incrementan en una fila y una columna. Calculamos la nueva matriz in-
versa Z — M a partir de la antigua matriz inversa de la siguiente manera. Llamemos
A a la matriz que deseamos invertir y a;; a sus elementos. Podemos descomponer

A como sigue

aia ce a1 n—1 0
A =
Qp-11 ' QAp-1n-—1 0
0 . 0 A
0 0 a1n
+ S ' =Ay+V (2.39)

o .- 0 An—1m

Qp1 - Apn-1 0

La inversa de Ay esta directamente relacionada con la inversa de la matriz original.
Si usamos el desarrollo de Dyson obtenemos la siguiente relacién para la inversa de

la matriz A

AT = AT - ATIVATT + ATTVATTVAS -
= Ayt —AVA - ATVA ) = A - ATV AT (2.40)

Con esta ecuacién podemos hallar facilmente los elementos de matriz de A~!, que
llamaremos b; j, en términos de los elementos de A 1 que llamaremos bgj. Primero
hemos de hallar el elemento de la tltima fila y la ultima columna, que viene dado
por
bpn = — L — i <n. (2.41)
a?z,n - Z?:l 2?21 Vn,ib?,jvjm

Si empleamos esta expresién podemos escribir los elementos de matriz de la ultima

columna como

n—1
bin =D ) Vinbun  i<n. (2.42)
=1
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De manera analoga, los elementos de la tltima fila son

n—1
bn,i - Z bn,nvmjb?’i 1< n. (243)
j=1

Los elementos restantes se computan facilmente a partir de los elementos previos,

y vienen dados por
n—1
bij =0+ Y b Vinbay  i.j<n. (2.44)
k=1

En ocasiones, el determinante de la matriz 7 — M es muy cercano a cero, lo que
supone un problema numérico real. En concreto, el valor de b, ,, dado por la ecuacién
(2.41) diverge conforme dicho determinante tiende a cero. Que el determinante
se anule implica que la probabilidad de escapar del conjunto de configuraciones
internas es muy pequena, pues la suma de los elementos de cada columna de la
matriz M es practicamente la unidad. Podemos entonces descomponer M como

suma de dos matrices

1-xit P,
M = Pra
| sine
Text
+ 0 . i | =M+, (2.45)
szt

donde X" representa la suma de las probabilidades de trdnsito de la configuracién a
hacia cualquier otra configuracién interna. X' es el andlogo para las configuraciones
externas, inicamente. La matriz /f\/lvg es una matriz de Markov pura, por lo que su
mayor autovalor es exactamente uno. La matriz gpuede tratarse como una pequena
perturbacion. Haremos uso de la aproximacion por teoria de perturbaciones a primer
orden para obtener la expresion de ﬁa,a y Ta. Recuperamos la notacion de Dirac
introducida en las ecuaciones y .

Hemos de invertir la matriz Z — M , que podemos escribir, en virtud de la ex-

presién ([2.45)), como (f — MVO) — 0. Llamemos A a los autovalores de M. Los
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autovectores de M, por la izquierda y por la derecha son (w?| y [v)), respectiva-

mente. Cumplen las relaciones

o)) = T,

(Wilof) = &y (2.46)

Los autovectores de Z — My son los mismos que los de M, mientras que sus auto-
valores pasan a ser \; = 1 — \?. El tinico autovalor relevante para nuestros cdlculos
es A1, igual a cero. Los restantes autovalores son mucho mayores. Los autovectores

asociados a dicho autovalor son (w;| = (w?| y |vy) = [v?), que escogemos como

(1,1,...,1|

(w]

|...,e” Bkl 7 ), (2.47)

|v1)

donde E; es la energia total de la configuracién interna i-ésima del cluster y Z
es la funcién de particién canénica. Si desarrollamos la ecuacién ([2.33]) en la base
diagonal de los autoestados de 7 — M tenemos
Poa= ) (Pulv] ) 7 (wi| Po). (2.48)
i l
En funcién de la teoria de perturbaciones a primer orden, los autovectores (w;| y |v})
son (w;| y |v;). Los autovalores \; son de la forma \; + (w?@vf) El tinico sumando

relevante de la ecuacién ([2.48)) es el primero. La ecuacién ([2.48)) se reduce, pues, a

_ 0
B, = {Lalh) (2.49)

(wi]o]oy)

De manera analoga, la expresion dada en la ecuacién ([2.35)) para 7, se reduce a
- § (Parlvi) (2.50)
|5 |0?)?
Con la implementacion de estas dos tltimas expresiones en nuestro programa, el
problema numérico queda solventado.

Con objeto de mantener una dinamica exacta, en promedio, limitamos el valor

del tiempo renormalizado 7,, dado por la ecuacién (2.32)), a una décima parte del
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tiempo de simulacién acumulado. En el caso de que 7, supere dicho valor, reini-
ciamos el tamano del cluster a la unidad y repetimos la iteracién sin contarla.

En nuestras simulaciones, alcanzamos 10'3 7 pasos de simulacién Monte Car-
lo y, por lo tanto, tiempos macroscopicos, para muestras de méas de 1000 sitios
a temperaturas muy bajas (Ortuno et al., [2008). Para muestras més grandes, al-
canzamos configuraciones de energia suficientemente baja, que se pueden continuar
hasta tiempos macroscopicos mediante el método desarrollado por Pérez-Garrido
et al. (1998)). Para ello empleamos las configuraciones multielectronicas de baja
energia.

La eficiencia de nuestro algoritmo disminuye al aumentar la temperatura. El
método de rellenado de configuraciones del cluster para valles energéticos se ve
afectado por el aumento de la energia térmica, que puede provocar transiciones de
un valle a otro, lo cual provoca una reduccién de la eficacia del método.

Este algoritmo esta disenado especificamente para el estudio de la relajacién de
la energia y la conductividad, y es la base de los calculos numéricos del capitulo
4. En en capitulo 5, dedicado a la conductividad, estudiamos un amplio rango de
temperaturas para nuestros sistemas. En dichos cédlculos, como comentamos, no es
necesario alcanzar tiempos muy largos en la simulaciéon para obtener resultados
relevantes, por lo que emplearemos el algoritmo hibrido desarrollado por Tsigankov
et al. (2003)), cuya velocidad de simulacién indicamos en la subseccién 2.2.1 que no

depende de T'.
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Capitulo 3

Propiedades de equilibrio en

vidrios de Coulomb

En este capitulo estudiaremos, mediante simulacién numérica, las propiedades
de equilibrio de los vidrios de Coulomb, que resultaran tutiles en el resto del trabajo.
Como comentamos en el capitulo 1, en los sistemas vitreos ni siquiera el concepto de
temperatura esta bien definido. Dado que la fisica estadistica se aplica a sistemas en
equilibrio, resulta necesario extender ciertos conceptos de esta disciplina al estudio
fuera del equilibrio.

Dividiremos el anélisis de las propiedades de equilibrio en vidrios de Coulomb
en propiedades de una y de muchas particulas, respectivamente. El grupo de las
primeras incluye la probabilidad de ocupacion de sitios, la funcién de distribucién
de las excitaciones monoelectrénicas, la densidad de estados de una particula (DOS)
y el minimo de la densidad de estados en funcién de la temperatura. Para las dos
primeras, encontramos que se comportan como una distribucion de Fermi-Dirac
(DFD) a la temperatura real, T'. Este resultado se demostrard de manera teérica.
Mostraremos que la DOS sigue la forma dada por la ecuacion , salvo en un
entorno cercano al nivel de Fermi, en el cual el minimo de la funciéon toma un valor
aproximadamente constante, que depende de la temperatura. Como veremos, dicho
minimo, que llamaremos gy, es directamente proporcional a T'.

Dentro de las propiedades de muchas particulas, investigaremos la dependencia

63
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de la energia total del sistema con la temperatura. Encontramos que dicha magnitud
sigue una ley de potencias con un exponente muy cercano a 2. Con objeto de
formalizar esta relacién estudiaremos, del mismo modo, la densidad de estados de
muchas particulas. Por otro lado, investigaremos el intercambio de energia entre el
bano térmico y la muestra. A tal efecto, analizaremos la dependencia con la tempe-
ratura de la potencia absorbida y emitida por el sistema que, como determinaremos

a través de nuestros calculos numéricos, son iguales en magnitud.

El estudio numérico se ha realizado de dos modos. Primeramente, mediante el
empleo de las configuraciones de mas baja energia del sistema, que pueden obtenerse
con algoritmos de optimizacién como los descritos en la subseccion 2.2.2. A partir
de dichas configuraciones se calculan las magnitudes en equilibrio mediante la apli-
cacion de los estandares de la mecanica estadistica. En segundo lugar, a través de
simulaciones de Monte Carlo mediante el algoritmo hibrido de Tsigankov y colabo-
radores (2003)), a temperaturas lo suficientemente altas para que el sistema alcance
de manera rapida el equilibrio térmico. Dicho algoritmo se describié en la seccién
2.2.1. La razén para el empleo de ambos métodos radica en la necesidad de obtener
informacion en un amplio rango de temperaturas. Las simulaciones a partir de las
configuraciones de mas baja energia resultan validas en el rango de muy bajas tem-
peraturas, mientras que las realizadas por el método de Monte Carlo son ineficaces
en la misma regién, dado que el sistema no alcanza facilmente el equilibrio térmico.
En cambio, estas ultimas funcionan muy bien a valores de 7" mayores. Un empleo

conjunto de ambas técnicas permite estudiar un amplio intervalo de temperaturas.

Las muestras consideradas, tanto en este capitulo como en los restantes, son
semiconductoras con impurezas colocadas al azar, en el régimen de fuerte loca-
lizacion y a muy bajas temperaturas. Esto equivale a suponer que el sistema se
comporta como material dieléctrico y las transiciones se producen por saltos de
los electrones entre impurezas, en el régimen de rango variable (VRH), tal y como
comentamos en el capitulo 1. Consideramos que la posicion del electréon coincide
con la de la impureza, dado que el valor de la longitud de localizacién, £, es muy

pequeno. El hamiltoniano que describe el sistema viene dado por la ecuaciéon ((1.9)),
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y lo recordamos a continuacion

H:Z¢ini+z(”i_K2§7j_K>. (3.1)

1<j

Estudiamos muestras cuadradas y cubicas, dato que sera indicado conveniente-
mente segiin corresponda, de dimensién lateral L y con sitios colocados de manera
aleatoria en ellas. En el calculo de la conductividad no lineal hemos empleado pun-
tualmente un modelo de red.

Las unidades que empleamos en todas las simulaciones del trabajo son las si-
guientes. [y = L/v/N es la unidad de longitud y 1/l la unidad de energia y
temperatura, si se toma como la unidad la carga del electrén, e, y la constante
de Boltzmann, kg. Consideramos sistemas en el rango de 500 a 8000 sitios, con una
distancia minima entre ellos de 0,2. En la mayor parte de las simulaciones, el rango
de desorden es W = 2 y la longitud de localizaciéon £ = 1. Cuando alguno de estos
parametros tome otro valor, se senalara convenientemente. El tiempo caracteristico
de interaccion electron-fonén, 7y, se toma como la unidad de tiempo. Escogemos
K = 1/2 y usamos condiciones periédicas de contorno. Consideramos que cada
particula interacciona unicamente con su imagen mas cercana y, por lo tanto, no
realizamos suma de Ewald.

En este capitulo, en concreto, para las simulaciones que emplean las configu-
raciones de més baja energia, se ha realizado un promedio estadistico sobre 1000
muestras. En las simulaciones de Monte Carlo se han empleado 100 muestras, con
diferentes ocupaciones iniciales, y se ha alcanzado un nimero total de ejecuciones
variable entre 1000 y 5000. Nos centramos aqui en la simulacién de sistemas en 2D.
Aun asi, hemos realizado calculos de algunas magnitudes en tres dimensiones para

obtener una mayor solidez en la comprension del caso bidimensional.

3.1. Densidad de estados de una particula

La densidad de estados de una particula de un sistema fisico se define como

el nimero de niveles individuales energéticos por unidad de energia y volumen.
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Llamaremos g(¢) a dicha funcién, donde ¢ es una variable genérica que representa la
energia del estado de una tinica particula. Otra funcién interesante es la probabilidad
de ocupacién del nivel energético ¢, que denotaremos como f(g). Conocidas estas

dos funciones es posible calcular la densidad de estados ocupados, n(e), como sigue

n(e) = g(e)f(e). (3.2)

La funcién g(e) esta bien definida para sistemas no interactuantes, donde los
niveles energéticos individuales se encuentran bien determinados. Para un sistema
cuantico de fermiones no interactuante en equilibrio, con un desorden aleatorio en
cierto intervalo de anchura W, la DOS es constante en todo el rango de energias.
En este caso podemos llamar ¢; a la energia individual del nivel i-ésimo del sistema.
Asimismo, la funcién de distribucién f(e) asociada es una DFD a la temperatura
de equilibrio (Chandler; [1987)

1
T T+ exp((e— p)/ReT]

f(e) (3.3)

donde p es el potencial quimico en equilibrio. Esta situacion se corresponde con el
modelo de los vidrios de Coulomb sin término de interaccién, sin mas que hacer el
cambio €; — ;.

Podemos preguntarnos si es posible obtener algtin resultado similar para el caso
interactuante. Para ello debemos comprender mejor qué implica la definicién de la
energia de sitio dada por la ecuacion . Volvamos por un momento al caso
no interactuante. En esta situacion el hamiltoniano, que llamamos H,;, viene dado

unicamente por los términos de energia diagonal
Hy = Zm@ (3.4)
i

Imaginemos ahora que introducimos en un determinado momento un nuevo electrén
en el sistema, en la posicion k-ésima. La variacion en el hamiltoniano con respecto

al sistema inicial, AH, viene dada por

AH = ¢y. (3.5)
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Cuando entra en juego la interaccion, si introducimos un nuevo electrén en el sis-
tema, la variacion en el hamiltoniano contiene los términos de interaccién entre las

particulas y queda

AH:m+zf%—KW#JO_zym—mmr%) (3.6)
ik "kj ik Tk
Las componentes n, hacen referencia al sistema en el estado final, mientras que
las n; se corresponden con el inicial. El primer sumando es la diferencia de las
energias diagonales. El segundo es el nuevo término de interaccion que surge como
consecuencia de introducir un nuevo electrén ocupando el sitio k-ésimo. El 1iltimo
término es el sumando que hay que restar como consecuencia del segundo, dado que
ahora el sitio en la posicion k ya no se encuentra vacio. Si tenemos en cuenta que

ng =0y n;, =1, la expresién precedente se reduce a

a=or ke = D

ik IR

= €, (3.7)
J#k
donde ¢, es la energia de sitio en la posicién k, tal y como se definié en la ecuacién
. El valor de ¢ se corresponde, pues, con el incremento de energia del sistema
al introducir una nueva particula.

Dado que la DOS y la probabilidad de ocupacién de los sistemas localizados no
interactuantes se calculan con respecto al potencial de desorden, ¢;, tiene sentido
que en sistemas con interaccion la variable natural sea ¢;. De este modo, a partir de
los calculos numéricos se obtiene una forma de la DOS como la dada por la expresién
, calculada para T" = 0, en dos y tres dimensiones (Mobius et al., [1992). A
temperatura distinta de cero, la forma es cualitativamente igual, excepto que la
DOS posee un minimo cuyo valor es mayor que cero, aproximadamente constante
en una pequena region en torno al nivel de Fermi (Goethe y Palassini, 2009). Esto
se debe al incremento de energia térmica, que permite realizar con mayor facilidad
transiciones cercanas en energia. Los estudios experimentales de equilibrio también
verifican la expresién (Massey y Lee, [1995). Dentro los trabajos modernos
acerca del gap de Coulomb, el de Goethe y Palassini (2009) es el mas detallado.

Mediante simulaciones de Monte Carlo en un modelo de red tridimensional, los
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autores han obtenido una forma de la DOS como la dada por la ecuacién ([1.14)),
con un exponente igual a 2,01 4+ 0,05, en acuerdo con las predicciones tedricas.

A raiz de nuestras simulaciones, comprobamos la expresién tedrica de la DOS
tanto en sistemas interactuantes como no interactuantes en equilibrio. En primer
lugar, estudiamos el ntimero de sitios ocupados por unidad de area con energia
€; € [e,€ + Ae], con respecto al nivel de Fermi. Podemos aprovechar la simetria
electréon-hueco del sistema mediante la redefinicién de las energias de sitio dada
por la expresion y, asi, obtener el doble de estadistica para la funcién de
ocupacion, que denotaremos por n(e — ep)Ae. Calculamos el nivel de Fermi como
la semisuma de las ¢; correspondientes al tltimo sitio ocupado y al primero vacio,
respectivamente, correspondientes al estado fundamental. En el limite de tamano
infinito, el valor de esta energia de Fermi, ep, debe ser estrictamente cero para el caso
K = 1/2. Para sistemas finitos, la eleccién del nivel de Fermi supone un problema
real. En el capitulo 4 se realizara un estudio més profundo sobre la relevancia de
la eleccién del nivel de Fermi de cara a los resultados obtenidos. En concreto, se
analizard la convergencia para tres distintas definiciones en funcion del tamano del
sistema.

Dada, pues, la simetria explicita de nuestro sistema, la densidad de estados

puede calcularse como
g(e —ep) =n(e — erp) + n(ep — €), (3.8)

y, por tanto, la probabilidad de ocupacion es

n(e — ep)

e ==y

(3.9)

En los subapartados siguientes demostraremos que la probabilidad de ocupacién por
particula para el caso interactuante también se adecua a una DFD a la temperatura
de experimentacion.

Nuestros datos para la DOS se han obtenido a partir de simulaciones de Monte
Carlo de equilibrio, mediante el algoritmo de Tsigankov y colaboradores (2003). El
error en las medidas se ha obtenido suponiendo que el histograma de datos cal-

culado para la funcién n(e — ep)Ae sigue una distribucién de Poisson. El error de
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las medidas en cada caja es, pues, \/n, donde n el nimero de eventos brutos en
cada una de ellas. A partir de la ecuacién hallamos los errores para la funcién
g(e —er). En las figuras [3.1] y [3.2] se muestra la forma de la DOS respecto al nivel de
Fermi para un sistema fuertemente localizado en ausencia y en presencia de interac-
cién, respectivamente. En ambos casos hemos escogido muestras bidimensionales de
tamano N = 2000. Para el caso no interactuante se obtiene una densidad de estados
constante en todo el rango de energias. En el caso con interaccion la densidad de
estados exhibe la forma obtenida en la expresién ((1.14) en casi todo el rango de
energfas. A partir del ajuste lineal (linea recta) mostrado en la figura 3.2 obtenemos
un coeficiente de correlacion de 0,999. En la regién cercana al nivel de Fermi los
datos discrepan de los resultados tedricos. Esto se debe, entre otras razones, a que
operamos a T' # 0 y a la presencia de efectos de tamano finito. La altura del minimo

de la DOS depende de la temperatura, tal y como se vera en el apartado siguiente.

0,5 T T T

01 4

0,0 '

Figura 3.1: Densidad de estados de una particula para un sistema no in-
teractuante de tamano N = 2000. La funcién g(e — er) tiene un valor cons-
tante en todo el rango de variacién del potencial de desorden aleatorio por

sitio, &;.
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Figura 3.2: Densidad de estados de una particula para un sistema interac-
tuante de tamano N = 2000 a 1" = 0,1. El ajuste lineal de la zona interna
del gap revela una dependencia de la DOS como la determinada a partir de

la ecuacion (|1.14)), excepto en un entorno centrado en el nivel de Fermi.

Minimo de la densidad de estados

Un buen termémetro en equilibrio para los vidrios de Coulomb es el minimo de la
DOS de una particula, gg = ¢(0). Constituye una magnitud determinable de manera
experimental, por ejemplo, mediante experimentos de conduccién por efecto tinel.
Massey y Lee (1995)) observaron y caracterizaron cuantitativamente en 3D el gap de
Coulomb en la densidad de estados para el semiconductor dopado Si:B, mediante
la medida de la conductancia tinel en funcién del voltaje de bias. Consiguieron
un régimen puro de conductividad tunel, y determinaron el valor de gy a partir
de los datos experimentales obtenidos. Mediante simulaciones de Monte Carlo se
ha encontrado que gy depende de manera lineal con la temperatura en sistemas
bidimensionales (Menashe et al., 2001)). A continuacién se presenta un argumento

intuitivo para justificar dicha dependencia, para el cual contamos con el apoyo
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cualitativo de la figura[3.3] En ella, las lineas continuas rectas y curva representan la
forma de la DOS a temperatura cero y distinta de cero, respectivamente. Las lineas
verticales discontinuas marcan el ancho marcado por la energia térmica, que es
proporcional a T'. A temperatura igual a cero el minimo de la DOS es estrictamente
cero. Fl efecto de la temperatura consiste en incrementar la energia térmica de
las particulas en un factor proporcional a T', por lo que podran desplazarse en una
ventana de la anchura de dicha energia térmica en el eje horizontal. Por ello, el valor
de go serd similar al de g(e — ep = T'/2). Dado que la forma del gap de Coulomb
en dos dimensiones es lineal con la energia de sitio respecto del nivel de Fermi, gq
tendra un comportamiento lineal con respecto a T'. Del mismo modo, en el caso

tridimensional, gy deberia tener una dependencia de orden cuadratico con T

1,0

[le—e, =T2)

0,0 '

Figura 3.3: Forma cualitativa de la DOS a temperatura cero (lineas conti-
nuas rectas) y distinta de cero (linea continua curva). Las lineas discontinuas
delimitan el incremento de energia térmica por particula producido por efec-

to de la temperatura.

En nuestras simulaciones hemos calculado, del mismo modo, la dependencia

de gy con respeto a la temperatura, tanto en dos como en tres dimensiones, para
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sistemas de tamano N = 2000. Como puede observarse en la figura [3.2] la regién
circundante a gy es aproximadamente constante en un pequeno intervalo de energias
centrado en cero. Determinamos el valor de gy mediante el promedio de la densidad
de estados en dicho intervalo. El error de los datos se ha determinado del mismo
modo que el de la funcién g(e — ep). En cada una de las figuras siguientes los errores
son del orden del tamano del punto, por lo que se han obviado en la representacion
grafica. Sin embargo, todos los calculos se han efectuado teniéndolos en cuenta. En
la figura |3.4] se muestra la dependencia de gy con T en 2D, para un sistema de
tamano 2000. Se observa que dicha dependencia es, muy aproximadamente, lineal.
Para comprobarlo, supongamos primeramente que gg sigue una ley de potencias del
tipo T7. Si representamos graficamente la variable In gq frente a In7T" y efectuamos
un ajuste lineal de los datos, obtenemos 7 directamente a partir de la pendiente del
calculo. En el detalle de la figura |3.4] se muestra la representacion de gy frente a T,
en doble escala logaritmica. La pendiente de la recta toma el valor m = 1,01 0,01,
con lo cual se comprueba que la dependencia lineal entre las magnitudes es bastante
buena. En la gréfica principal de la figura (3.4} el ajuste lineal de los datos da como
resultado

go = (—5,3+£4,0) x 107* + (0,72 £ 0,01)T. (3.10)

El calculo para sistemas tridimensionales es analogo. En la figura representamos
de nuevo g, frente a T" en doble escala logaritmica, esta vez para el caso en 3D. La
pendiente del ajuste lineal tiene un valor de 1,9+0,1, lo que revela una dependencia

cuadratica en muy buena aproximacion, tal y como se esperaba.

Probabilidad de ocupacién de sitios

Para el caso de un sistema no interactuante, concluimos que la probabilidad de
ocupacion de sitios en equilibrio se correspondia con una DFD a la temperatura real.
Es posible demostrar tedricamente que, incluso en presencia de interacciones, este
resultado contintia siendo valido. Para llevar a cabo la demostracion consideraremos
el promedio de ocupacion de cualquier sitio a una determinada energia de sitio.

Dicha energia es variable para un mismo sitio, pues depende de la configuracién
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Figura 3.4: Dependencia del minimo de la DOS, gg, con T" para un sistema
bidimensional de tamano 2000. El detalle representa los mismos datos en
doble escala logaritmica. Dentro de él, la pendiente del ajuste lineal es 1,01+

0,01, lo que confirma la dependencia lineal prevista entre ambas magnitudes.

del sistema. Por ello, para calcular la probabilidad de ocupacién impondremos la

condicién aneja de que el sitio posee la energia concreta e;.

Por definicién, (n(e;)) es

(n(e1)) = Tr {ny exp [~ (H — uXin;)/kgT)5(e — e1)}
1 Tr {exp [—(H — pXin;) /ksT]6(e — 1)}

(3.11)

Aqui p es el potencial quimico, que a muy bajas temperaturas tiene, en buena
aproximacién, el mismo valor que la energia de Fermi. Para un sistema con K = 1/2
se obtiene = 0 en el limite en el que el tamano tiende a infinito, como comentamos
anteriormente. El hamiltoniano H dado por la ecuacién puede descomponerse
como H = nje; + H', donde H' no depende de n;. Esto permite descomponer la
traza de la ecuacion anterior en el producto de dos. Estas son Try, que contiene la

informacién tnicamente de n; y Tr’, que contiene toda la informacién que excluye
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Figura 3.5: Dependencia del minimo de la DOS, gg, con T para un sistema
tridimensional de tamano 2000, en doble escala logaritmica. La pendiente del
ajuste es 1,940,1, lo que confirma en buen grado la dependencia cuadratica

prevista para ambas magnitudes.

a ni. De manera explicita

(nfer)) — Tdraexp [Znale = ) /ReTT} T fexp [—(H' = p¥imi) [RsT10(e — )}
o e (e ) /RaTIYY foxp [ = yZin) fTio(e — )} |

En esta expresion Tr es la traza sobre la variable ny € {0, 1}, por lo que la expresion

anterior se reduce a

o expl—(e—p)/ksT] 1
) =) = e (e i /haT] ~ 1+ explle — ) ko]

que es la distribuciéon de Fermi-Dirac buscada.

(3.13)

Los datos obtenidos a partir de nuestras simulaciones numéricas confirman este
ultimo resultado, tanto en presencia como en ausencia de interacciones. La funcién
de distribucién f(e — ep) se calcula a partir de la ecuacion , una vez obtenidos
los datos para la densidad de ocupacién n(e—ep) y calculada la densidad de estados

g(e — ep). Los errores de los datos se calculan de nuevo asumiendo una distribu-
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cién de Poisson para la funcién de ocupacién n(e — ep)Ae. La figura muestra
la forma de f(e — ep) para un sistema interactuante de tamano N = 2000. La
representacion incluye varias temperaturas de equilibrio. Lo errores son del orden
del tamano del punto, por lo que no se han representado. Las lineas continuas se
corresponden con las expresiones tedricas de la DFD a cada una de las tempera-
turas calculadas. En la figura [3.7] se presentan los datos para el mismo sistema y a
las mismas temperaturas, pero en ausencia de interaccién. Para los dos casos, los
ajustes de f(e—ep) a una DFD son precisos incluso a tamanos més pequenos, hasta

N = 500, independientemente de las condiciones iniciales.

Figura 3.6: Probabilidad de ocupacién de sitios para un sistema interactu-
ante de tamano N = 2000 en equilibrio. Las temperaturas representadas son
0,1 (cuadrados), 0,08 (circulos) y 0,05 (tridngulos). Las curvas representan

las distribuciones de Fermi-Dirac a las temperaturas consideradas.
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Figura 3.7: Probabilidad de ocupacién de sitios para un sistema no interac-
tuante de tamano N = 2000 en equilibrio. Las temperaturas representadas
son 0,1 (cuadrados), 0,08 (circulos) y 0,05 (tridngulos). Las curvas represen-

tan las distribuciones de Fermi-Dirac a las temperaturas consideradas.

3.2. Densidad de excitaciones de una particula

Otra magnitud de cierta relevancia que podemos calcular en nuestro sistema
es la densidad de excitaciones de una particula (DOE), asi como su funcién de
distribuciéon asociada. La variable natural de calculo para ambas funciones es la
diferencia de energias entre las configuraciones final e inicial, que difieren en la
ocupacién de los sitios genéricos i y j, esto es, AE;; = ¢; —¢; — 1/r;;. El célculo
de la densidad de excitaciones posee la ventaja de que no depende del nivel de
Fermi escogido por cualquiera de los criterios que se puedan tener en cuenta. Del
mismo modo que calculamos en nuestro programa la densidad de ocupaciones de
una particula, procedemos para la determinacién de la densidad de excitaciones,
que denominaremos N(AF). Los errores se han calculado del mismo modo que

para n(e — ep) en la seccién anterior. En la figura podemos apreciar la forma
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de la funcién N(AFE) en funcién de AFE, para un sistema con N = 2000. En la
grafica coexisten varias temperaturas. A partir de los datos se observa cémo las
excitaciones con AE > (0 dominan en equilibrio. En el caso del estado fundamental,

todas las excitaciones han de ser positivas.
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Figura 3.8: Densidad de excitaciones de una particula, N(AFE), para las
temperaturas 0,1 (cuadrados), 0,08 (circulos) y 0,06 (tridngulos). El tamano

es N = 2000. Las excitaciones positivas dominan en equilibrio.

Del mismo modo que hicimos para la probabilidad de ocupacién de sitios, pode-
mos definir la funciéon de distribucion asociada

N(AE)
N(AE) + N(—AE)’

F(AE) = (3.14)

Al igual que en apartado anterior, se puede demostrar de manera tedrica que la
funcién de distribucién F(AFE) obedece a una DFD a T'. Para ello, fijemos nuestra
atencion en una transicién monoelectrénica entre dos sitios i y j, y sea AE el cambio
de energia entre las configuraciones final e inicial. La excitacion inversa, una vez
recalculadas las energias de sitio, tiene energia —AFE. De este modo, y si tenemos en

cuenta las expresiones ([2.15)) y (2.16)), que indican la probabilidad de transicién por
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unidad de tiempo entre dos configuraciones separadas por el salto de un electrén,
obtenemos que
I'(AFE)

T(—AL) = exp (—SAE), (3.15)

con 3 = (kgT)~!. En la expresién anterior, las probabilidades por unidad de tiempo
se han renombrado como I'(AFE) y I'(—AEFE), por comodidad. Consideramos que
['(AE) es la probabilidad por unidad de tiempo de ida para efectuar la transicion
indicada entre ambas configuraciones, y suponemos, ademds, que dicha transicién
incrementa la energia total del sistema.

La probabilidad por unidad de tiempo de efectuar una transicion de excitacion
energética AE es directamente proporcional a la cantidad de excitaciones que hay

a dicha energia. Por lo tanto, podemos obtener la relaciéon

I'(AE)  N(AE)
['(-AE) N(-AE)’ (3.16)
Con ello, y en virtud de la ecuacién (3.14)), la expresién para F(AE) se reduce a
I'(AE) B 1
(AE) +T(=AE)  1+exp(—AE/kgT)’

F(AE) = - (3.17)

que se corresponde con una distribucién de Fermi-Dirac a la temperatura 1', cen-
trada en cero.

Nuestras simulaciones verifican este 1ltimo resultado y ofrecen datos con una
muy buena estadistica. Ademéds, como hemos comentado, el calculo de F(AFE) no
depende de la eleccion del nivel de Fermi. La forma de F(AFE) se presenta en la
figura [3.9) para un sistema con N = 2000 y dos temperaturas distintas. Las lineas
continuas corresponden a la expresién tedrica para la DFD. Al igual que en el caso de
la DOS, el acuerdo de nuestros datos con la distribucién tedrica sigue verificandose
incluso a tamanos més pequenos. En concreto, sigue siendo valido para sistemas

con N = 1000, e incluso N = 500.

3.3. Energia en funcion de la temperatura

Pasamos ahora a analizar las propiedades de equilibrio de muchas particulas en

vidrios de Coulomb. Comencemos con la dependencia de la energia en funcién de la
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J(AE)

Figura 3.9: Funcién de distribucién asociada a las excitaciones de una
particula para un sistema interactuante de tamano N = 2000. Las tem-
peraturas representadas son 0,1 (cuadrados) y 0,06 (circulos). Las curvas
representan las distribuciones de Fermi-Dirac a las temperaturas considera-

das.

temperatura. Supongamos, en primer lugar, un sistema no interactuante. Podemos
escribir la energia media del sistema por particula, (E) /N, como sigue

= [ ws@de=a [ eree (31)

Aqui g(€) es la densidad de estados de una particula libre. Esta funcién no presenta
ninguna singularidad en ausencia de interacciones y, a temperaturas muy bajas, es
una buena aproximacién suponer que es constante, como vimos en la seccién 3.1.
Por ello, se ha extraido de la integral en la ecuacion . Llamamos de nuevo gy a
dicho valor constante y f(€) a la probabilidad de ocupacién de sitios. En equilibrio,
se corresponde con una DFD a la temperatura real, T, como también comprobamos
en la seccion 3.1.

Podemos desarrollar, primeramente, un argumento intuitivo para evaluar la de-
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pendencia de (E) con la temperatura. Para ello, nos basamos en la forma particular
de las funciones g(€) y f(€), que se muestra de manera cualitativa en la figura[3.10]

En ella, la energia de sitio € se ha fijado con respecto al nivel fundamental. Para
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Figura 3.10: Forma cualitativa de la probabilidad de ocupacién, f(e), y la
densidad de estados, gg, para un sistema desordenado con fuerte localizacién
en ausencia de interacciones, para varias temperaturas. El valor de gy es

independiente de T'.

cualquier temperatura, la densidad de estados tiene un valor constante, mientras
que la funcién de distribucion de energias de sitio depende de T. A T' = 0, es una
funcion escalén descendente centrada en el nivel de Fermi, mientras que a T' # 0
comienza a aumentar la pendiente de la funcién en el tramo central. En virtud de la
expresion teodrica de la distribucién de Fermi-Dirac podemos hallar facilmente que
la pendiente en dicho tramo es igual a 1/7. Si nos fijamos en la zona cercana al
nivel de Fermi de la figura [3.10, podemos ver que los electrones que se encontraban
en la region A a T = 0 se han “movido” a la regiéon B una vez que ha aumentado
la temperatura. El desplazamiento tipico horizontal es del orden de T', dado que la

altura vertical de la distribucién es constante. Ademas, el nimero de electrones des-
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plazados es proporcional al area de la region A. Aproximamos dicha regiéon por un
triangulo rectangulo de hipotenusa 1/7', que es la pendiente de la DFD. El érea de
dicho triangulo es del orden de T'. El producto del nimero de electrones que se han
movido, en promedio, por el desplazamiento tipico en energias da la dependencia

con T de la energia total. De este modo
(E) < T, (3.19)

Podemos calcular de forma rigurosa la integral dada en la ecuacién (3.18)). Si
escribimos la expresién de f(€) y efectuamos el cambio de variable © = €/kgT,

tenemos
o0

(E) 2 / X
-— = go (kgT ——dx. 3.20

N 9o (kuT) oo L +exp(2) v (3:20)
Si calculamos el valor de (E) con respecto a la energia del nivel fundamental, (Ej),
y tenemos en cuenta la forma de f(e) a T' = 0, podemos modificar la expresién

anterior como sigue

BB gt [ o (e 1) et [ e

71.2

= o (T [ e = T o (kT 3.21
(T | e = T ()% (321)

lo que confirma la dependencia cuadratica de la energia con la temperatura. Este

calculo es independiente del grado de localizacion del sistema.

Sistema interactuante

Vamos a intentar extender el analisis precedente al caso interactuante, cuyo re-
sultado si que depende del grado de localizacién. Nos concentraremos en el régimen
muy localizado. Cuando la interaccion entre las particulas del sistema no es despre-
ciable, la aproximacion de considerar la densidad de estados como constante, y con
un valor independiente de la temperatura, falla. Para este caso, f(e) sigue una DFD
a la temperatura real, tal y como se demostré en la secciéon 3.1. La representacién
cualitativa conjunta de las formas de g(€) y f(€) en este caso se muestra en la figura

.11} De nuevo, € se ha fijado con respecto al nivel fundamental.
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Figura 3.11: Forma cualitativa de la probabilidad de ocupacién f(e) (linea
continua) y la densidad de estados g(e€) (linea discontinua) para un sistema
desordenado interactuante con fuerte localizacién. El minimo de la densidad
de estados, gg, depende de T' y es aproximadamente constante en el rango

de variacién de f(e).

A temperaturas muy bajas, el rango de variabilidad de f(¢) es muy pequeno,
por lo que la porcion de la densidad de estados que entra en dicho rango es practi-
camente constante. De nuevo, llamamos a este valor gg, teniendo en cuenta que
ahora si depende de la temperatura. En la seccién 3.1 determinamos que existe una
dependencia lineal directa entre gy y 1T para sistemas bidimensionales. A partir de
este resultado y, por el mismo argumento que en el caso no interactuante, obte-
nemos que la dependencia de la energia media con la temperatura es, en principio,
de orden cibico

(E) o< T? (3.22)

debido a la dependencia extra en 7" introducida por gg.
En esta deduccion hemos considerado que las transiciones suceden tnicamente

en la zona interna del gap. Sin embargo, hay otras muchas transiciones que se pro-
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ducen continuamente de ida y vuelta, constituidas por pares cuya diferencia de
energias de sitio es grande. Estos sitios involucrados estdn muy cerca en distancias,
de forma que el término exciténico (electrén-hueco) de la forma 1/r compensa la
diferencia de energias, donde r es la distancia de separacién del par. Estas configu-
raciones se denominan transiciones débiles o dipolos blandos, y fueron introducidas
en el capitulo 2. En la seccion 3.5, dedicada a la potencia absorbida y disipada, se
presentaran resultados numeéricos de cémo la excitacion térmica del sistema debida
a los dipolos blandos supone un efecto dominante.

Podemos calcular la contribucién a la energia total del sistema debida a dichas
transiciones en funcion de 7. En primer lugar, supongamos un sistema que tiene
unicamente dos sitios, uno ocupado y otro vacio. Tenemos dos configuraciones posi-
bles, con energias €; y €5. No confundiremos la nomenclatura con la que empleamos
para designar a las energias de sitio del sistema. Si fijamos a cero la energia del nivel
fundamental, podemos reescribirlas como 0 y €, respectivamente. Si suponemos que

el sistema se encuentra en equilibrio, la energia media es

_ cexp(—¢/ksT)
)= T e (CefkT)

= efq(e). (3.23)

La funcién fy(€) vuelve a ser una distribucién de Fermi-Dirac a T'. En esta expresion
y en las siguientes, el subindice “d” en las magnitudes hace referencia a los dipolos.
En un sistema de muchas particulas, la interaccion dipolo-dipolo es mucho mas
pequena que la interaccion entre los pares de particulas, por lo que es una buena
aproximacién considerar a los dipolos blandos como entidades aisladas. Por ello, la
contribucion a la energia total del sistema, respecto del nivel fundamental, debida

a estos dipolos blandos puede escribirse como

<Ed>T_EO - /_Z ega(€) fale)de. (3.24)

En esta expresion, gq(€) es la densidad de dipolos libres por unidad de volumen. Del
mismo modo que en la deduccién para el caso no interactuante, podemos considerar
ga(€) como constante en el rango de bajas temperaturas. Con todo ello, y en virtud

de la ecuacion ((3.21))

(Eq) o< T?. (3.25)
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Bajo las aproximaciones consideradas, la dependencia de la energia total con T es,
de manera dominante, de orden cuadratico en el rango de muy bajas temperaturas.
Los datos obtenidos con nuestras simulaciones son compatibles con dicho resul-
tado. El cédlculo de la energia de equilibrio, con respecto al nivel fundamental, para
temperaturas muy pequenas, se lleva a cabo haciendo uso de los niveles mas bajos
de energia
1 Tn
(E) — (Ey) = Z Z(EZ — Ey)exp [—(E; — Ey)/ksT). (3.26)
i=1
La suma se extiende hasta n,, que es el nimero maximo de niveles de baja e-
nergia calculados mediante un algoritmo de configuraciones como el descrito en la
seccion 2.2.2. F; es la energia de cada uno de los niveles calculados, Fy es la e-
nergia del nivel fundamental y Z es la funcion de particion canénica. En la figura
[3.12 se muestran los resultados obtenidos mediante nuestras simulaciones. Se re-
presenta la energia media por particula en equilibrio respecto del nivel fundamental
frente a T', en doble escala logaritmica. Los datos se han obtenido para sistemas de
tamano 500 (cuadrados) y 1000 (circulos), con un nimero de muestras del orden
de 1000, para cada temperatura. El nimero maximo de niveles, n,, es del orden de
10000. Los errores se determinan a través de la desviacion estdandar de la energia
de dichas muestras, y son del orden del tamano del punto. La temperatura varia
entre 0,001 y 0,011. Se observa que los valores de las energias de equilibrio son
practicamente independientes del tamano. A partir del ajuste lineal de los datos
para N = 1000 obtenemos una pendiente de 2,06 £+ 0,04, hecho que verifica la
dependencia cuadratica de la energia, para valores de la temperatura muy bajos.
Nuestras simulaciones mediante el empleo de las configuraciones de més baja
energia no permiten abarcar un rango amplio de temperaturas. Conforme aumenta-
mos el tamano de las muestras el nimero de estados de energia crece exponencial-
mente. Del mismo modo, este niimero aumenta de forma exponencial en funcién de
la energia, como veremos en la seccion 3.4. La suma discreta en la ecuacion (|3.26))
converge a la suma real infinita inicamente a muy bajas temperaturas, donde la
funcion de Boltzmann es mas estrecha y dominan los primeros niveles energéticos.

El criterio escogido para determinar la temperatura méxima de cdlculo consiste
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Figura 3.12: Energia por particula total del sistema respecto del nivel fun-
damental frente a T', en doble escala logaritmica. Se presentan los resultados
para muestras de tamafio 500 (cuadrados) y 1000 (circulos). El ajuste lineal
de los datos para N = 1000 da un valor de 2,06 &+ 0,04 para la pendiente de

la recta en el rango de temperaturas considerado.

en considerar que el factor de Boltzmann de la tdltima configuracién de més baja
energia, exp [—(F,, — Fo)/ksT]|, es menor que un cierto valor muy pequeno. Cua-
litativamente, escogemos como limite que el argumento de la exponencial tenga un
valor —10, lo que hace que el factor de Boltzmann sea 0,0025. De este modo la
temperatura maxima es Tys = (Fyn, — Fo)/10. Para un sistema tipico de tamano
1000 con 10000 niveles de baja energia calculados, obtenemos F, — Ey = 0,08 y,
por tanto, T4 = 0,013. Una manera de comprobar la utilidad de este criterio con-
siste en reducir el nimero de niveles maximos n, hasta la mitad y volver a hacer el
calculo de la energia total de equilibrio. En nuestro caso, la divergencia comienza a
observarse a partir de una temperatura 7" = 0,012, por lo que el criterio seleccionado

de corte en la funciéon exponencial resulta aceptable.

No obstante, es posible completar la curva de (E) — (Ey) /N frente a T para



86 Propiedades de equilibrio en vidrios de Coulomb

temperaturas mayores mediante simulaciones de Monte Carlo. Para ello empleamos
el algoritmo de Tsigankov et al. (2003). Si T es lo suficientemente grande el sistema
alcanzara rapidamente el equilibrio. En la figura representamos de manera
conjunta los valores de las energias de equilibrio por particula frente a 7', respecto
al nivel fundamental, para ambos métodos. Se ha empleado escala logaritmica en
ambos ejes. Se presentan los datos conjuntos para los tamanos 500 (circulos) y 1000
(tridngulos). Los simbolos huecos corresponden a las simulaciones mediante las con-
figuraciones de mas baja energia, ahora con 100000 niveles calculados. Los simbolos
llenos representan los datos obtenidos mediante las simulaciones de Monte Carlo.
Los errores de este tltimo conjunto de datos se determinan a partir de la desviacién
estandar de la energia promedio en equilibrio de cada muestra. Hemos comprobado
que este error es mayor que la fluctuacion asociada a la energia de equilibrio de
cada muestra individual, con lo cual puede considerarse como dominante. Atn asi,
es del orden del tamano del punto representado.

Como se observa en la figura, los datos obtenidos por los dos métodos colap-
san en una unica curva para todo el rango de temperaturas considerado. De esta
manera, resulta factible realizar un ajuste conjunto de todos los puntos. Conforme
aumentamos T', la dependencia cibica de la energia comienza a ganar importancia,
tal y como se dedujo en la ecuacion , que consideraba las transiciones internas
del gap. Por esta razon realizamos un ajuste a todo el rango de temperaturas del
tipo

(E) — (Eo) 2, a7
= al” + BT, (3.27)

A partir de nuestros datos obtenemos a = 0,31 + 0,05 y 8 = 1,30 £ 0,04. Sin
embargo, los datos se ajustan mejor a una dependencia del tipo

(E) — (Eo)

~ = ~T°. (3.28)

A partir de los datos se obtiene un valor de § = 2,3 +0,2. El contraste entre ambas
expresiones se ha realizado mediante la comparacién del valor de x? reducido, dado
que ambos casos poseen los mismos grados de libertad. El valor de dicho coeficiente

es menor para el ajuste por la ecuacién (3.28) que para la ecuacién (3.27)). Por esta
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razén, se ha representado el primero de ellos en la figura (linea continua) a

pesar de no haber encontrado una justificaciéon teérica del mismo.
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Figura 3.13: Energia por particula respecto al nivel fundamental frente
a T, en doble escala logaritmica. Los tamanos calculados son N = 500
(circulos) y 1000 (tridngulos). Los simbolos huecos representan los datos
obtenidos mediante simulaciones con las configuraciones de mas baja energia.
Los simbolos llenos, los obtenidos mediante simulaciones de Monte Carlo de

equilibrio. La linea recta representa el ajuste dado por la ecuacion (3.28)).

3.4. Densidad de estados de muchas particulas

Otro método para comprobar la dependencia de la energia de equilibrio del
sistema en funcién de la temperatura requiere del analisis de la densidad de estados
de muchas particulas, que llamaremos G(FE). Supondremos que E es la energia
total del sistema con respecto al nivel fundamental. Podemos definir la magnitud
G(E)AE como el numero de estados por unidad de drea cuya energia total se

encuentra en el intervalo [E, E+ AE]. Mediante el empleo de las configuraciones de
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més baja energia halladas podemos determinar la forma de G(F) sin méas que hacer
un histograma con las energias de dichos estados. La representacién del histograma
se muestra en la figura para un sistema de tamano 2000. La presencia de
la linea continua se justificara mas abajo. Esta representacion grafica sugiere una
dependencia exponencial para los datos. De hecho, se puede determinar que la
dependencia de G(FE) con la energia total del sistema se ajusta a la forma de una

exponencial estirada

G(E) = kexp (cE"), (3.29)

donde el exponente v toma un menor que 1. Los pardmetros k y ¢ son constantes.
Para verificar esta dependencia, volvamos a la figura [3.14] El objetivo principal
es determinar el valor de v. Extraemos pares de datos del histograma que tienen
como abscisa la energia de la mitad de cada caja y como ordenada su altura co-
rrespondiente en el histograma. Llamaremos é(E) a la magnitud correspondiente
a la ordenada. La dependencia de esta nueva variable con E es la misma que la
de la funcién G(F) dada por la expresién , por lo que podemos determinar
v a partir del andlisis de é(E) Si efectuamos el ajuste de la citada expresién a
las parejas de datos (E,G(E)) obtenemos un valor de v = 0,53 £ 0,03. La linea
dada por el ajuste se ha representado sobre el histograma de la figura [3.14] Para
el calculo del error de v hemos supuesto de nuevo que los datos del histograma se
corresponden con una distribucion de Poisson. El error en cada caja vuelve a ser
v/, donde n es el niimero de eventos por caja. El valor del exponente 7 servird para
dar una expresion alternativa de la dependencia de la energia media del sistema con

T, como veremos a continuacion.

Calculo alternativo de la energia media en funcion de la tem-

peratura

Si usamos las propiedades de equilibrio, la energia total media del sistema es

B ffooo EG(E)exp(—FE/kgT)dE

\E) = > G(E)exp (—E/kgT)dE ’

(3.30)
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Figura 3.14: Histograma del nimero de estados del sistema en funcién
de la energia total con respecto al nivel fundamental, para un sistema de
tamano 2000. El ancho de cada caja es 0,001. La linea continua representa
el ajuste de la expresién dada por la ecuacién a los datos extraidos

del histograma.

donde G(FE) es la funcién definida en el apartado anterior. Nuevamente, llamamos
E a la diferencia entre la energia total del sistema y la del nivel fundamental. A
temperaturas bajas, cuando el sistema es lo suficientemente grande, el producto
de las funciones G(E) y exp (—FE/kgT) es una funcién lo suficientemente estrecha
como para considerar relevante iinicamente su maximo. Para obtenerlo, derivamos

el integrando de la expresién (3.30)), exp (E7 — E), donde hemos hecho g = 1/kgT

YE'—-B3=0 = E= (g) o (3.31)

A partir de este resultado obtenemos que la dependencia de la energia total media

con la temperatura es de la forma

(E) & TT5. (3.32)
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Si tomamos el valor obtenido v = 0,53 4+ 0,03 se llega a una dependencia de la

energia del tipo

(E) o T?13%0.14 (3.33)

Este resultado es compatible con el que se obtuvo en el apartado 3.3 a partir de la

ecuacion ((3.28]).

3.5. Potencia absorbida y emitida

En equilibrio, la potencia total que absorbe el sistema a una temperatura dada
es igual a la potencia emitida. La primera de ellas esta asociada a las transiciones
electrénicas que incrementan la energia total del conjunto, cedida por los fonones a
temperatura 7T'. En virtud de la interaccion electrén-fonén, un fonén se destruye en
este proceso. La segunda tiene que ver con las transiciones que reducen la energia
total, cuyo resultado es la creacién de un nuevo fonén. La igualdad de estas mag-
nitudes en equilibrio es evidente a partir de nuestras simulaciones. Nuevamente,
hemos utilizado los algoritmos de configuraciones y los de Monte Carlo de manera
conjunta para cubrir un amplio espectro de temperaturas.

Para el algoritmo que emplea las configuraciones de baja energia, evaluamos
primeramente todas las probabilidades de transicion por unidad de tiempo entre las
configuraciones calculadas. Consideramos tinicamente las transiciones que aumentan
la energia, por lo que hacemos uso de la ecuacion . El tratamiento para las
transiciones que reducen la energia es similar. La potencia absorbida se calcula como

P(T) =Y 2P (_?/ 55T e [~2rs — (Bs — Bo)/koT)(Es — E). (334)
B

En esta expresién, el primer factor del producto es la probabilidad de encontrar
al sistema en la configuracién «, el segundo es la probabilidad de transicién por
unidad de tiempo entre las configuraciones o y 3. La suma se extiende a cada
par de configuraciones cuya transicion incrementa la energia. Para el calculo se

ha empleado un nimero de muestras del orden de 1000 a cada temperatura. El
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error en los datos se determina a partir de la desviacion estandar de las muestras
consideradas.

Para el algoritmo de Monte Carlo, calculamos la energia total promediada de
incremento y decremento del sistema, de manera separada, en funciéon del tiempo.
En equilibrio, la representacion de estas dos magnitudes se corresponde con una linea
recta. La pendiente de las graficas tiene unidades de energia por unidad de tiempo,
y representa el valor de las potencias absorbida y emitida, respectivamente, a cada
temperatura. El error en los datos se calcula, de nuevo, a partir de la desviacién
estandar asociada a las muestras.

En la figura[3.15| presentamos de manera conjunta los datos obtenidos mediante
ambos métodos. Representamos la potencia absorbida por particula, P, en funcién
de la temperatura, en doble escala logaritmica, para los tamanos 500 (circulos),
1000 (tridngulos) y 2000 (cuadrados). Los simbolos huecos son los datos obtenidos
mediante el algoritmo de configuraciones y los llenos, mediante el de Monte Carlo.
Hemos anadido la representaciéon de la energia en funcion de la temperatura que se
presento en la figura |3.13| El buen comportamiento lineal de los datos sugiere una

dependencia del tipo
P o T (3.35)

A partir de la pendiente de la recta asociada a la curva de la potencia absorbida de-
terminamos un valor de A = 2,15. Este exponente es muy similar al que obtuvimos
para la dependencia de la energia total con la temperatura, a través de la ecuacién
(3.28]). En la figura se observa la compatibilidad entre ambas representaciones.
La similitud entre las dos pendientes es dificil de explicar de una manera clara. Sin
embargo, se puede suponer que, como en el caso de la energia, la mayor contribu-
cion a las potencias absorbida y emitida proviene de las transiciones débiles. En
nuestros célculos numéricos hemos comprobado que méas del 80 % del valor de la
potencia procede de estos dipolos blandos, independientemente de la temperatu-
ra. Para determinar este porcentaje analizamos la energia total de incremento y
decremento del sistema, y comparamos dichos valores con las mismas energias res-

tringidas inicamente a las transiciones débiles. El criterio escogido para determinar
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si un par de configuraciones constituye un dipolo blando consiste en seleccionar un
corte en distancias. Operacionalmente, escogemos que la distancia entre los sitios
que involucran la transicion, r;;, sea menor que 1. En nuestros sistemas, la maxima
diferencia de energias de sitio es del orden de 0,1, por lo que el factor excitéonico
1/r;; compensa dicha diferencia en un orden de magnitud, en virtud de la expresién

(1.12). El criterio es suficiente para incluir la mayoria de los dipolos en el célculo.

Figura 3.15: Potencia absorbida por particula frente a 7', en doble escala
logaritmica. Los tamanos calculados son N = 500 (circulos), 1000 (tridngu-
los) y 2000 (cuadrados). Los simbolos huecos representan los datos obtenidos
mediante simulaciones con las configuraciones de maéas baja energia. Los
simbolos llenos son los datos obtenidos mediante simulaciones de Monte
Carlo de equilibrio. La linea recta representa el ajuste lineal de los datos. Se

ha anadido la representacién grafica de la figura [3.13



Capitulo 4

Relajacion lenta

Este capitulo esta dedicado al estudio numérico y caracterizacién de los proce-
sos de relajacion lenta en vidrios de Coulomb. El procedimiento que emplearemos
consiste en seguir la relajacion hacia el equilibrio de un sistema al que se permite
evolucionar desde un estado inicial excitado. Durante este proceso de relajacién se
monitoriza un conjunto determinado de observables. En los casos en los que pro-
ceda, se compararan los resultados obtenidos con los calculados para el estudio del
equilibrio realizado en el capitulo 3. Nuestros datos se han obtenido mediante si-
mulaciones numéricas en muestras bidimensionales, hasta tiempos macroscépicos. A
temperaturas muy bajas se ha empleado el nuevo método de Monte Carlo descrito
en la seccién 2.3 (Somoza y Ortuno, 2005; |Ortuno et al., [2008). Este algoritmo
resulta ineficiente a temperaturas mas altas, como comentamos en esa misma sec-
cion, por lo que para esos valores de T emplearemos, cuando proceda, el algoritmo

hibrido de Tsigankov et al. (2003)).

Hemos estudiado un experimento de enfriado rapido (quench) a muy bajas tem-
peraturas, monitorizando la relajacién del sistema hacia el equilibrio. En la si-
mulacién para la relajacion de la energia hemos alcanzado tiempos macroscopicos,
del orden de un segundo, para sistemas de méas de 1000 sitios a temperatura 0,001,
segun las unidades descritas al inicio del capitulo 3. Encontramos que la depen-

dencia con el tiempo de la energia promedio por particula con respecto al nivel

93
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fundamental es de la forma
(E — Ey)
N

donde N es el niimero de sitios del sistema y « es un exponente que caracteriza

— Aey x logt™, (4.1)

el proceso de relajacién. Aey, es la energia por particula con respecto al nivel
fundamental a la que tiende el sistema conforme el tiempo de simulacién tiende a
infinito. Asimismo, observamos que los sitios con energia cercana al nivel de Fermi
tienen asociada un probabilidad de ocupacion que sigue una distribucién de Fermi-
Dirac (DFD), pero a una temperatura efectiva (7.¢) mayor que la del bano térmico.
También estudiamos el caso de la densidad de excitaciones de una particula, y
obtenemos dos DFD asociadas, una a la temperatura T y la otra a Ty . Estas
distribuciones corresponden a los casos de excitaciones “rapidas” y “lentas”, res-
pectivamente. Igualmente, mostraremos que la DOS en el nivel de Fermi, gg, es
proporcional a Ty, por lo que constituye un buen termoémetro para determinar su
valor. El comportamiento es andlogo al que se encontro en la seccién 3.1, donde se
hallé que gy era directamente proporcional a T'.

Estamos especialmente interesados en el estudio de la transicion dinamica de
vidrio, por lo que hemos determinado el tiempo 7.q que tarda el sistema en alcanzar
el equilibrio en funcién de T'. Los resultados obtenidos en dos dimensiones apuntan
hacia una transicion vitrea a T" = 0.

Al final del capitulo estudiaremos la extensién del teorema de fluctuacion-disipa-
cién (FDT) aplicado al caso de los vidrios de Coulomb. Representaremos la respues-
ta total del sistema ante una perturbacion externa frente a la funcién de correlacion
electronica. Los resultados ofrecen una desviacion del comportamiento lineal aso-
ciado al equilibrio, y muestran una curva con dos pendientes diferenciadas, propor-
cionales a 1/T y 1/T,, respectivamente. El valor de Tis obtenido por este método
es compatible con el determinado a partir de la distribucién de Fermi-Dirac, con
una diferencia de un 15 %.

Las descripciones referentes al tipo de muestras y su construccion, asi como las
unidades empleadas en los calculos, son las mismas que las descritas al principio del

capitulo 3.
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4.1. Relajacion de la energia

En primer lugar, hemos aplicado nuestro algoritmo de cluster al célculo de la
relajacion de la energia a muy baja temperatura, rango donde resulta especialmente
eficiente este método. Hemos considerado sistemas con N = 500, 750, 1000 y 2000
sitios a T' = 0,001. Dado que tenemos muestras con desorden, es necesario prome-
diar con respecto a él. Necesitaremos del orden de 1000 ejecuciones para obtener
un promedio razonable. Los programas que empleamos, en concreto, construyen
distinto nimero de muestras, cada una de ellas con un nimero de distintas ocupa-
ciones iniciales. Para sistemas de mas de 1000 sitios hemos seguido la dindmica de
relajacién hasta 1,2x 10" pasos de Monte Carlo, mediante la ejecucién de 30 realiza-
ciones iniciales con 100 diferentes ocupaciones. En ellos, alcanzamos configuraciones
con energias suficientemente bajas, con las que se puede continuar la dinamica has-
ta tiempos mayores mediante el algoritmo de Pérez-Garrido et al. (1999)). Una vez
construida la muestra, la ocupacion se selecciona de dos maneras distintas. En un
primer grupo de simulaciones, escogemos las ocupaciones iniciales rellenando de
manera aleatoria la mitad de los sitios. En el otro grupo, para simular de manera
mas realista las condiciones experimentales, donde las muestras se excitan con luz,
construimos la configuracién inicial a partir del estado fundamental. Seleccionamos
de manera aleatoria el 10% de los electrones de este estado y los movemos a los
estados de energia mas altos disponibles. Hemos comprobado que los resultados
de las simulaciones son independientes de la eleccién de las condiciones iniciales.
Los resultados que presentamos en este trabajo corresponden al segundo tipo de
simulaciones. El promedio de las magnitudes se efectia a tiempos fijos en escala
logaritmica, escogida debido al crecimiento exponencial del tiempo de escape del
conjunto de configuraciones internas, 7,, tal y como se definié en la ecuacién ([2.32)),

conforme aumenta el tamano del cluster.

En la figura se representa el exceso de energia promedio por particula del
sistema en funcion del tiempo en escala logaritmica, para los tamanos 500, 1000

y 2000. La temperatura de estudio es T = 0,001, como se ha senalado. El error
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de los datos, que no se presenta en la gréafica, se ha determinado a través de la
desviacion estandar de la energia de las muestras. La energia se ha medido con
respecto a la energia del estado fundamental de las muestras consideradas. Para
cada una de ellas, este estado se ha obtenido mediante el uso de las configuraciones
de mas baja energia. Recordemos que estos métodos estan especialmente disenados
para hallar dichas configuraciones, y no podemos seguir la dinamica del sistema
mediante su aplicacién directa. A través de este procedimiento, hemos calculado los
10000 niveles de energia més bajos de cada muestra y, a partir de ellos, la energia
térmica de equilibrio por particula, que es aproximadamente igual a 2,1 x 1077,
seguin nuestras unidades, independientemente del tamano. Este valor también se ha

calculado con respecto al nivel fundamental.
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Figura 4.1: Exceso de energia promedio por particula, en funcién del tiempo
de relajacién en escala logaritmica para sistemas de tamano 2000 (cuadra-
dos), 1000 (tridngulos) y 500 (circulos). La temperatura es 0,001. El prome-
dio esta realizado con 3000 ejecuciones, excepto para tamano 500, donde

empleamos 5000.

Deducimos a partir de la figura que logt es la escala natural en el proceso de
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relajacién, pero al mismo tiempo no obtenemos una buena dependencia logaritmica
de la energia en funcién del tiempo. Experimentalmente si es comtin encontrar dicha
dependencia. Los recientes experimentos en 6xido de indio realizados por Ovadyahu
(2006a) y en peliculas de aluminio granular por el grupo de Grenet (Grenet et al.,
2007)) dan buena cuenta de ello. Para ambos experimentos se representa la conduc-
tancia de las muestras en funcién del tiempo de relajacién en escala logaritmica. Los
datos de ambos estudios resaltan por su limpieza en comparacion con otros expe-
rimentos. Las diferencias entre ambos sistemas y montajes experimentales indican
que el comportamiento logaritmico a tiempos grandes es una caracteristica univer-
sal en los vidrios de Coulomb. En el marco teérico, Amir y colaboradores (2009)
han reproducido las curvas experimentales de envejecimiento en vidrios de Coulomb
mediante el empleo de aproximaciones del tipo campo medio en su modelo tedrico.
Bajo esta restriccion, obtienen un comportamiento logaritmico de la conductancia

para dichos experimentos de aging.

En las simulaciones numéricas, por contra, los resultados no arrojan un com-
portamiento claro. Glatz et al. (2008) estudiaron la relajacién de la energia en
vidrios de Coulomb para sistemas muy grandes en un modelo de red (tipicamente,
N =10000). Emplearon una dindmica incompleta, basada en el estudio estadistico
de los minimos locales de energia en el espacio de configuraciones. Los resulta-
dos obtenidos mostraron una aparente dependencia logaritmica de la energia por
particula respecto del tiempo de relajacién. Sin embargo, este estudio no presenta

una dinamica real del sistema a tiempos de relajacion largos.

No esta claro el motivo por el que el comportamiento logaritmico obtenido para
la conductividad y conductancia de manera experimental no se reproduce en el caso
de nuestras simulaciones para la energia. En primer lugar, creemos que puede ser
debido a los pequenos tamanos empleados en las simulaciones. El estudio de Glatz
et al. (2008) sugiere que se necesitan tamanos minimos del orden de unos miles de
sitios para alcanzar la estructura tipica de valles en el espacio de configuraciones
responsable de la relajacién logaritmica. Otra posibilidad estd relacionada con la

diferencia de comportamiento entre la conductividad y la energia. En el capitulo
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5 analizaremos la relajacion de la conductividad. En ese caso tampoco obtenemos
una ley logaritmica pura, aunque el tiempo de simulacién es mucho menor que en
el caso de la energia, por lo que esta segunda hipétesis no puede confirmarse con
nuestras simulaciones. La preferencia del estudio de la energia radica en que resulta
mas sencilla de calcular que la conductividad o la conductancia, y sus datos estan
sujetos a menor ruido. Dado que hemos alcanzado tiempos macroscopicos en las
simulaciones, pero unicamente del orden de un segundo, una tercera posibilidad
radica en los cortos tiempos de relajacién alcanzados por las simulaciones numéri-
cas. La presencia de excitaciones multielectronicas a tiempos largos es otra opcién
plausible para la explicacién de este fenémeno (Bergli et all 2009).

La dependencia del exceso de energia por particula en funciéon del tamano es
bastante pequena para los sistemas considerados en nuestros célculos y se puede es-
perar un comportamiento similar para muestras macroscépicas. A partir de la figura
[4.1] es posible deducir que el equilibrio térmico no se alcanza para las temperaturas
empleadas en las simulaciones.

La conclusion previa resulta mas clara si representamos los datos de la energia en
funcién de la variable 1/logt. El comportamiento de la energia media por particu-
la, con respecto al nivel fundamental, puede ajustarse de manera adecuada a una
funcién de la forma

<E — E0> C

pu— A —_— 4-2
N Coo (logt)e’ (42)

donde Ae,, seria la energia por particula final alcanzada, con respecto al nivel fun-
damental. En nuestro caso, el exponente a es muy cercano a 3. El parametro c es
una constante. Esta expresién presenta un buen comportamiento en el limite de
tiempos largos. En la figura representamos los mismos datos que en la figura
4.1} pero ahora en funcién de 1/(logt)?. Se observa un buen comportamiento lineal
teniendo en cuenta el amplio rango de tiempos considerado. No obstante, a tiempos
muy largos observamos efectos de tamano finito. La extrapolacién de los datos a
tiempo infinito converge a un valor de la energia que dista de la de equilibrio, cuyo
valor depende del tamano, tal y como puede verse en el detalle ampliado. Pode-

mos considerar que los vidrios de Coulomb poseen una transicion de glass dindmica
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en dos dimensiones, en la que el tiempo tipico de relajacion al equilibrio, 74, di-
verge exponencialmente conforme decrece la temperatura. A tiempos de simulacién
suficientemente largos el sistema deberia alcanzar el estado de equilibrio, pero la
extrapolacion de nuestros datos llega a una energia mucho mayor. Creemos que este
comportamiento puede deberse a la ausencia de transiciones multielectronicas en
el algoritmo. Dichas transiciones, que se consideran importantes a tiempos de rela-
jacién muy largos, hacen que descienda la energia en un factor apreciable cuando
el tiempo es muy grande.

Nos interesa, en tltima instancia, probar la compatibilidad entre nuestro algo-
ritmo de simulacion y otros previos, en concreto, con el algoritmo de Tsigankov et
al. (2003). En la figura se representa el exceso de energia por particula respecto
del nivel fundamental para un sistema de tamano 1000 a temperatura 0,001. La
escala de tiempo es logaritmica. En la grafica se presentan conjuntamente los datos
para nuestro algoritmo (cuadrados) y el de Tsigankov et al. (2003)) (circulos vacios),
hasta tiempos cercanos a 10? y 10°, respectivamente. Las barras de error correspon-
den a los datos obtenidos mediante el algoritmo de Tsigankov et al. (2003)). Los

resultados muestran la compatibilidad absoluta entre ambos métodos.

Tiempo de relajacion al equilibrio

En la literatura de vidrios de espin, algunos autores sugieren que la dimensién a
partir de la cual se encuentra una transicién de fase vitrea es tres (Bhatt y Young,
1985). De alguna manera, la presencia de desorden aumentaria en una unidad dicha
dimensién critica con respecto al modelo sin desorden. Otros trabajos, por contra,
estiman la dimensién critica en una unidad menor (Hartmann y Young, 2001). El
mapeo del modelo de vidrios de Coulomb al de vidrios de espin con interaccion de
largo alcance hace pensar que los resultados obtenidos en éstos seguiran siendo véli-
dos para aquéllos. No obstante este tema resulta, a dia de hoy, una cuestion abierta.
De entre todos los estudios que miden el tiempo de relajaciéon hacia el equilibrio

en vidrios de Coulomb, 7., el de Grempel (2004) es de los mds representativos.



100 Relajacion lenta

0,010 T T T
n
e N=500 . “ .
0,008 - A N=1000 . A .
= N=2000 (]
u A
] A L4
= 0006 -, . .
A " A °
=} n
A 0,0008
= I
1y 0,004 - RPN .
~ ... AL e * 0,0007
" AAA.O ®
A’ ..
0,002 - o® 0,0006 1
0,0005
0,000 0,001 0,002
0,000 L L L
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20
: -3
(log 1)

Figura 4.2: Los mismos datos que en la figura ahora representados en
funcién de 1/(logt)3.

Los datos se obtuvieron mediante simulacién por Monte Carlo en un sistema bidi-
mensional sin desorden diagonal. Para medir la dependencia de 7, con T, Grempel
utiliz6 el método de Bhatt y Young (1985)), que esta basado en la convergencia de
dos funciones de correlaciéon. La primera de ellas mide la correlacion de un obser-
vable correspondiente a dos muestras con el mismo grado de desorden, al mismo
tiempo ty. La segunda estd referida a la misma muestra y mide la correlacién del
observable en los instantes ¢y y 2ty. Toq se define como el tiempo en el cual las dos
curvas convergen. El andlisis cuantitativo es consistente con una divergencia de e

a T =0, por lo que se obtiene que
Teq  exp (A4/T), (4.3)

donde A es una constante. Los datos de Grempel muestran un solapamiento de las
curvas hasta una temperatura 7" = 0,04.
En nuestras simulaciones numéricas hemos calculado, asimismo, el valor de 7.,

para el rango de temperaturas T' € [0,05,0,1]. La diferencia principal es que nuestro
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Figura 4.3: Comparacién entre los resultados obtenidos mediante los méto-
dos de Tsigankov et al. (2003)) (circulos vacios) y el nuevo algoritmo de clus-
ter (cuadrados). Se representa el exceso de energia por particula respecto
del nivel fundamental para un sistema de tamano 1000 a 7" = 0,001. Las

barras de error muestran la compatibilidad de ambos métodos.

modelo posee desorden diagonal de sitio, ¢; # 0. En principio, los datos de Grempel
deberian de ser reproducibles, pues fuertes argumentos afirman que, en caso de
haber una transicion de fase vitrea en dos dimensiones, deberia alcanzarse de manera
méas sencilla para el problema sin desorden diagonal. Esto se debe a la simetria
explicita entre electrones y huecos para dicha situacion, lo que llevaria por debajo
de cierta temperatura critica, T}, a una fase con dos minimos energéticos simétricos,
como en el caso de un iman de Ising, por ejemplo. El procedimiento seguido para
determinar 7.4 en nuestras simulaciones difiere del empleado por Grempel. A cada
temperatura efectuamos dos simulaciones para la misma muestra construida. En
una de ellas comenzamos en una configuracién totalmente aleatoria y medimos la
relajacion de la energia hacia el equilibrio, mientras que en la otra comenzamos desde

el estado fundamental, monitorizando la misma magnitud. El tiempo para el cual
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las dos curvas convergen es nuestro valor de 7.,. Efectuamos las simulaciones hasta
un tiempo maximo de 107 pasos de Monte Carlo con el algoritmo de Tsigankov et al.
(2003)), y logramos solapamiento de ambas curvas hasta una temperatura 7' = 0,05.
Por debajo de ella 7eq > tsim, donde tgn, es el tiempo total de simulacién. En la figura
representamos In 7., frente a 1/7" para un sistema de tamano 500. Se observa
una buena dependencia lineal, que es compatible con una transicién dinamica de
vidrio a T' = 0. El ajuste lineal se ha extrapolado hasta 1/T" = 0, y muestra un
corte con el eje de ordenadas igual a 1,6. Esto indica que, a temperatura infinita,
el tiempo de equilibrado no es cero, como se podria esperar a priori. Este hecho
esta asociado a la dindamica del programa, ya que necesitamos al menos un paso de

Monte Carlo para efectuar la relajacién.

/T

Figura 4.4: Logaritmo natural del tiempo de equilibrado 74 en funcién de
1/T, para un sistema de tamano 500. El buen ajuste lineal de los datos es
compatible con una transicién dindmica de vidrio a T' = 0. La extrapolacién

de la linea de ajuste da un valor de In7.q = 1,6 para temperatura infinita.
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4.2. Densidad de estados y probabilidad de ocu-

pacién de sitios

En el capitulo 3 estudiamos la DOS de equilibrio en vidrios de Coulomb. En
esta seccion analizaremos su comportamiento durante el proceso de relajacion. La
formacion del gap de Coulomb es un proceso muy lento. Para tratar de entender la
relacion entre el exceso de energia en el sistema y la forma del gap hemos estudiado,
como en el caso de equilibrio, la ocupacién de sitios. De nuevo, llamamos n(e —eg) a
la densidad de estados ocupados y g(e—er) a la densidad de estados, las cuales estén
relacionadas a través de la ecuacién (3.8]). El procedimiento de célculo es el mismo
que el descrito en la seccién 3.1. Los errores de los datos se calculan nuevamente
suponiendo que los histogramas de datos siguen una distribuciéon de Poisson, como se
determiné en la seccién indicada. A partir de nuestras simulaciones determinamos
que el gap comienza a apreciarse a partir de un tiempo t = 100, a T" = 0,001,
casi independientemente del tamano. El vaciado del gap tarda un tiempo que es
varios 6rdenes de magnitud mayor. Como observaremos a continuacion, el minimo
de la DOS disminuye conforme el sistema se aproxima al equilibrio, aun cuando
la forma del gap es universal. La similitud con la forma de la DOS en funcién de
la temperatura para el caso de equilibrio nos lleva a pensar si existe una nueva
temperatura, dependiente del tiempo, caracteristica del proceso de relajacion. En
la figura se representa la DOS de una particula en funcién de la energia de sitio
con respecto al nivel de Fermi, calculado este iltimo como la semisuma del nivel de
energia individual mas alto ocupado y el méas bajo vacio del estado fundamental.
El tamano de la muestra es 2000, y los tiempos que se representan son t = 122,

6,9 x 10% y 10'°. La temperatura es 0,001.

Definimos nuevamente la probabilidad de ocupacién de sitios como f(e — ep) =
n(e — er)/g(e — er). En equilibrio, como demostramos, f(e — er) se corresponde
con una DFD a la temperatura del bano fonénico 7. Como hemos visto, la for-
macion lenta del gap de Coulomb sugiere un grado mayor de excitacion a tiempos

muy largos. Hemos encontrado que la probabilidad de ocupacién también obedece,
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Figura 4.5: Forma de la DOS en funcién del tiempo para un sistema de
tamatio 2000 a T' = 0,001. Los datos corresponden a los tiempos 122 (cuadra-

dos), 6,9 x 106 (circulos) y 10 x 10 (tridngulos).

con muy buen acuerdo, a una DFD durante el proceso de relajacién, pero a una
temperatura T, mucho mayor que la real, T'. Como es de esperar, T,¢ exhibird una
dependencia mondtona decreciente con el tiempo de relajacion, y coincidira su valor
con T cuando el sistema alcance el equilibrio. En la figura mostramos f (e — ep)
a los tiempos t = 3 x 10%, 7 x 10% y 10'°, para un tamanio N = 2000 y T = 0,001.
Las lineas continuas representan las DFD para T, = 0,078, 0,040 y 0,022, respec-
tivamente. Como en el caso de la DOS, la DFD se consigue propiamente a partir
de un tiempo cercano a t = 100, independientemente de la configuracion inicial.
Hemos comprobado que la eleccién de la configuracion de partida, seleccionada al
azar o excitando el 10 % de los electrones a los niveles de energia més altos, no mo-
difica los resultados. El segundo procedimiento, ademés de reproducir la situacién
experimental, asegura que las DFD obtenidas no son un artificio producido por la
eleccién de las condiciones iniciales. El ajuste de f(e — ep) a una DFD es tan bueno

para todos los tiempos de relajacion, tamanos y configuraciones iniciales que con-
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Figura 4.6: Probabilidad de ocupacion de sitios en funcién de la energia de
sitio a t = 3 x 10 (cuadrados), 7 x 10° (cfrculos) y 10! (tridngulos), para
un sistema de N = 2000 a T = 0,001. Las lineas continuas son los ajustes a

las DFD para Tes = 0,078, 0,040 y 0,022, respectivamente.

cluimos que debe de haber algin procedimiento de termalizacién para los modos
de relajacion lentos. Este hecho se plantea como complemento al mecanismo de
los modos rapidos, equilibrados a 1. La existencia de T, deberia afectar a otras
magnitudes de relajacion lenta, como por ejemplo la conductividad, en donde la
probabilidad de encontrar un sitio ocupado depende directamente de Ts mientras
que la probabilidad de transicién entre configuraciones esta gobernada por 7.
Hemos implementado el calculo de T; en nuestro programa mediante el empleo
de la DFD. Si nombramos, como en el capitulo 1, € = ¢ — ep y efectuamos la

integracion en la cola de la DFD a partir de energia cero, obtenemos

> ~ > 1 ~ > exp (—¢/T,) c
/0 f(e)de = /0 1+exp(z/Tef)d€_/o 1+exp(z/Tef>d
= Tyln2. (4.4)

Con este resultado, efectuamos la integraciéon numérica de las colas de las DFD
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para obtener los valores de T en cada tiempo.

Minimo de la densidad de estados

En equilibrio, argumentamos que la densidad de estados en el nivel de Fermi, g,
constituia un buen termdémetro para los vidrios de Coulomb. En dos dimensiones,
encontramos que go era directamente proporcional a T', debido a la linealidad del
gap de Coulomb. Hemos encontrado que en los procesos de relajacion gy es tam-
bién proporcional a T, obtenida a través de la ecuacién ({.4)). En la figura
mostramos la representacién de ambas magnitudes para diferentes tamanos y tiem-
pos de relajacion. La dependencia lineal se satisface con muy buen acuerdo. El
error de los datos se ha obtenido, como de costumbre, suponiendo que siguen una
distribucion de Poisson, siendo menores que el tamano del punto. La constante
de proporcionalidad entre gy y T.¢ viene determinada por la pendiente de la rec-
ta ajustada, y vale 0,9 £ 0,2. Para el mismo célculo en equilibrio obtuvimos una
pendiente 0,72 + 0,01, que posee un valor razonablemente similar. Por todo ello, g
constituye un termoémetro apropiado para medir T, de manera experimental, por

ejemplo mediante experimentos por efecto tinel (Massey y Lee, |1995)).

4.3. Densidad de excitaciones

Como hemos comentado, a raiz de los resultados obtenidos para la ocupacion
de sitios, esperamos la coexistencia de dos temperaturas caracteristicas en vidrios
de Coulomb, al igual que en los vidrios de espin (Cugliandolo et al. 1997). Los
vidrios de Coulomb estan especialmente indicados para el estudio de esta materia,
dado que sus excitaciones electrén-hueco cubren un rango extremadamente grande
de tiempos de relajacién y pueden clasificarse de manera sencilla a través de su
distancia de salto. Por esta razon, hemos estudiado el papel de la Ty en las ex-
citaciones electron-hueco para distintas distancias de salto, que llamaremos aqui 7.
En equilibrio, encontramos en la seccion 3.2 que estas excitaciones satisfacen la es-

tadistica de Fermi-Dirac para la funcién F(AE) = N(AFE)/[N(AE) + N(—AE)],
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Figura 4.7: Minimo de la DOS, go, frente a Ty para varios tiempos y
tamanios N = 500 (cuadrados), 1000 (circulos) y 2000 (tridngulos). Los

datos del ajuste lineal se presentan en el texto.

donde N(AFE) es la densidad de excitaciones con energia AE. En la figura re-
presentamos la densidad de excitaciones de un electréon, N(AFE), en funcién de la
energia AF, para varios tiempos de relajacion, indicados en la grafica. El tamano
del sistema es 500. A tiempos lo suficientemente largos todas las excitaciones son
positivas.

Hemos estudiado la distribucién de excitaciones F(AFE) para diferentes rangos
de la distancia de salto a varios tiempos de relajacién, y hemos encontrado que las
excitaciones cortas estan distribuidas de acuerdo a T', como era de esperar, mientras
que las excitaciones largas se distribuyen de acuerdo a una 7. dependiente del
tiempo, como en el caso de los sitios de energias cercanas al nivel de Fermi. En
la figura , representamos F'(AF) para excitaciones con una distancia de salto
menor que 1 (simbolos huecos) y mayor que 10 (sfmbolos llenos) para t = 7 x 10°
(circulos) y 10'° (cuadrados). El tamano del sistema es 2000. Los errores de los datos

se calculan suponiendo que el histograma de datos sigue una distribucion de Poisson.
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Figura 4.8: Ntumero de excitaciones de un electron en funcién de la energia
de excitacion, para un sistema de tamano 500 y varios tiempos de relajacién.
La leyenda se corresponde con las curvas en el mismo orden, de arriba a

abajo.

Las lineas continuas son DFD a la temperatura real 7' (r < 1) y a los valores de Ty
0,046 y 0,025 (r > 10). Para distancias intermedias, hemos calculado que F(AFE)
no sigue la DFD, y los datos se presentan como una mezcla de las distribuciones
a las dos temperaturas. El valor de T,; obtenido a partir de las excitaciones largas
coincide con un 15 % de error con la obtenida mediante la ocupacién de sitios. Dado
que hay muchas mas excitaciones que sitios, tenemos mucha mejor estadistica por
este método y, al mismo tiempo, evitamos los problemas de tamano finito asociados
a la estimacién de la energia del nivel de Fermi.

El rango de distancias que divide a las excitaciones cortas de las excitaciones
largas se tomd, en un inicio, de manera operacional. Para las excitaciones cortas se
escogid el rango r < 1. Este intervalo resulta 6ptimo a prior: pues, como vimos en
la seccion 3.5 acerca del analisis de la potencia en equilibrio, incluye la mayoria de

las transiciones débiles, que estan equilibradas a T'. El preciso ajuste a una DFD
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Figura 4.9: Funcion de distribucién de excitaciones de un electrén para un
sistema de tamano 2000 y varios tiempos. Los simbolos huecos representan
las excitaciones con r < 1 y los simbolos llenos aquéllas con r > 10. Los
tiempos son t = 7 x 108 (circulos) y 10'° (cuadrados). Las lineas continuas
representan las DFD a T'y Tyy = 0,046 y 0,025, valores referidos a los tiempos

citados, respectivamente.

a dicha temperatura confirma la solidez del criterio. La elecciéon del rango para
las excitaciones largas puede resultar mas controvertido. Una manera de probar su
consistencia reside en calcular T,s para varios criterios y analizar su convergencia.
En la grafica representamos Tyr en funcion de ¢ en escala logaritmica, para
un sistema de tamano 2000 y dos criterios del intervalo de distancias escogido para
delimitar las transiciones lentas. Determinamos » = 10 como un buen valor de corte,
ya que los resultados convergen a partir de él, sin modificaciones apreciables en los
valores calculados de T;.

La existencia de una temperatura efectiva mayor que la del bano fonénico puede
tener efectos dramaticos en la conduccién dentro del régimen de rango variable, dado

que los saltos largos se pueden excitar de una manera mas sencilla de lo que se creia
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Figura 4.10: Representaciéon de Tyt en funcion de ¢ en escala logaritmica,
para un sistema de tamano 2000 y dos criterios de corte para la elecciéon de
las transiciones lentas: r > 12 (cuadrados) y r > 10 (circulos). A partir del

valor = 10 los valores de T calculados convergen.

previamente. La resistencia de estos saltos, crucial para establecer un camino de
percolacién, serd menor en un modelo de red de resistencias aleatorias que si se

encontraran en equilibrio a la temperatura 7.

4.4. Temperatura efectiva

Podemos elaborar un argumento cualitativo para explicar la existencia de tem-
peratura efectiva en sistemas vitreos. Si seguimos el movimiento de una particula
en un soélido cristalino regular, observaremos que realiza vibraciones en torno a su
posicién de equilibrio en la red, y rara vez se intercambian dos sitios vecinos. Por
contra, una particula en un liquido estandar se aleja de cualquier punto fijo a un
ritmo aproximadamente constante. Si descendemos paulatinamente la temperatura,

el movimiento de las particulas de este fluido se divide en un modo rapido vibra-
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cional (de jaula) de amplitud comparable a la separacién entre particulas, inmerso
dentro de un movimiento difusivo de conjunto mucho mas lento. Si la temperatu-
ra desciende lo suficiente, el movimiento vibracional se mantiene practicamente
inalterado, mientras que el tiempo promedio para la difusiéon de una particula se
incrementa dramaticamente. Este comportamiento tiene su reflejo en cualquier ob-
servable, como la polarizacion o la densidad, que fluctuaran igualmente en dos
escalas de tiempo bien diferenciadas. Si la reduccion en la temperatura es lo sufi-
cientemente stibita, el sistema evoluciona gradualmente a una situacion de reajustes
estructurales muy lentos. En el caso de los vidrios, el tiempo necesario para alcanzar
el estado de equilibrio puede ser del orden de la edad del Universo. Las enormes
diferencias entre las escalas de relajacion y medida es lo que imposibilita el estudio
de estos sistemas a través de la fisica estadistica tradicional. Como se ha comentado
mas de una vez en esta memoria, ni siquiera el concepto de temperatura esta bien
definido en un vidrio. Las diferentes escalas temporales internas, propias de mo-
dos rapidos y lentos, sugieren la existencia de mas de una temperatura en sistemas

vitreos.

Intentemos medir la temperatura de un vidrio. Consideremos el caso mas sencillo
de termémetro: un oscilador arménico de frecuencia w acoplado a uno de los com-
ponentes del sistema. En equilibrio, el teorema de equiparticion de la energia nos
dice que, en promedio, la energia cinética del oscilador es igual a kgT'/2. Por ello,
es suficiente promediar en un tiempo largo el valor de dicha energia para obtener
T'. La condicién de equilibrio nos garantiza que la medida de 7" es independiente de

la frecuencia w.

Si acoplamos el termémetro a un observable microscopico X, garantizando que
perturba al sistema lo minimo posible, el teorema de fluctuacion-disipacién permite
determinar 7' de manera sencilla (Kurchan|, [2005; |Chandler} [1987). Si tenemos un
sistema en el que conviven varias escalas temporales, como en el caso de los vidrios,
el FDT no es aplicable de manera directa. Para esta situacién, supongamos que
acoplamos varios termdémetros a nuestro observable X, cada uno de frecuencia w;

distinta. Los termometros no mediran necesariamente la misma temperatura. Los
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de frecuencia mas alta acabaran equilibrandose en la escala de tiempo de medida,
por lo que devolveran una medida de la temperatura igual a T'. Los de frecuencia
mas baja no alcanzaran el equilibrio en la escala temporal de medicién, por lo que
ofreceran un valor de la temperatura mayor, que llamaremos temperatura efecti-
va. En principio podria haber infinitas temperaturas en un sistema vitreo, pero a
temperaturas de experimentacién lo suficientemente bajas tenemos dos escalas tem-
porales bien diferenciadas, que dan lugar a la existencia de las dos temperaturas
citadas, T' y T,. La segunda es siempre mayor que la primera, y tiende a aquélla
conforme el sistema se aproxima al equilibrio.

Los primeros estudios tedricos sobre la existencia de temperatura efectiva se
realizaron en el campo de vidrios de espin por Sompolinsky y Zippelius (1982).
Estudios mas modernos (Cugliandolo et al., [1997; |Garriga y Ritort, [2005) han
mostrado de manera directa la existencia de estas dos temperaturas, que parece
ser una caracteristica comun a los sistemas vitreos a muy bajas temperaturas. En
los vidrios de Coulomb los grados de libertad rapidos deben estar localmente equi-
librados a T'. Dado que hemos observado, a raiz de nuestras simulaciones, que la
ocupacién de sitios estd gobernada por T, también esperamos la coexistencia de
dos temperaturas caracteristicas en nuestros sistemas. En la seccion 4.5 analizare-
mos la extension del teorema de fluctuacién-disipacion fuera del equilibrio para el
caso de los vidrios de Coulomb. Hallaremos un nuevo valor de Ty, y mostraremos
su compatibilidad con la hallada mediante la probabilidad de ocupacién de sitios y

la funcion de distribucién de excitaciones.

4.4.1. Dependencia temporal de la temperatura efectiva

Hemos desarrollado un argumento para la dependencia temporal de la Ty en
los vidrios de Coulomb (Somoza et al.l 2008). El comportamiento logaritmico en
el proceso de relajacién asegura que los sitios ocupados con energias positivas no
pueden encontrar huecos con energia negativa a distancias mas cortas que r, =
(€/2)In (vot). Mediante un argumento similar al empleado para obtener la forma

del gap de Coulomb, esperamos que esta distancia electron-hueco sea proporcional
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a la distancia tipica entre electrones con energias positivas. Por lo tanto la funcién
n(e — ep) satisface la relacién

1
5
t

/000 n(e — ep)d(e — ep) < (4.5)

r

Como se puede observar en la figura cerca del nivel de Fermi g(e — €p) es
aproximadamente constante en el rango € —ep = Ty, por lo que la integral previa es
proporcional a o7 Suponemos que n(e—ep) esta cerca del maximo valor permitido
por la ecuacién , dado que los saltos de electrones, excepto los de distancia muy
corta, cambian significativamente el valor de las energias de sitio, debido al caracter
de largo alcance de la interaccién. En consecuencia, tanto T, como gy decrecen

como

1 2
ATy X —=—.
g0 T €l (vot)

Este comportamiento se satisface de manera bastante aproximada en nuestras si-

(4.6)

mulaciones numéricas. En la figura representamos Ty en funcién de 1/logt
para los tamanos N = 500, 750, 1000 y 2000, a T" = 0,001. Para evitar problemas
con la eleccién del nivel de Fermi centramos el andlisis en los datos de Ty calculados
a partir de las excitaciones largas. Notamos que, incluso a tiempos macroscopicos,
T, es, al menos, un orden de magnitud mayor que 7. Asimismo, se advierte un buen
comportamiento lineal, de acuerdo con nuestras previsiones tedricas. La dependencia
de Ty con el tamano de las muestras es sistematica. Las cuatro curvas presentadas
son aproximadamente paralelas, desplazadas en una cantidad proporcional a 1/L,
donde L es la dimensién lateral de las muestras, igual a v/N. En la gréfica m
representamos la inversa del corte r. de las lineas de ajuste con el eje horizontal, en
funcién de 1/L. Estos datos se ajustan muy bien a una linea recta que pasa por el

origen, con una pendiente « del orden de la unidad. Por ello

1 o
T, S 4.7
P Tt L ( )

En todas las figuras en las que hemos presentado los valores de Ty correspon-

dientes a la ocupacién de sitios, hemos seleccionado la energia de Fermi como la
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Figura 4.11: Representacion de T en funcién de 1/logt para los tamanos
N =500, 750, 1000 y 2000. La linea horizontal corresponde a la temperatura
real T'= 0,001.

semisuma de las energias mas alta de un sitio ocupado y mas baja de uno desocu-
pado, correspondientes al estado fundamental. No obstante, podemos seleccionar
otras definiciones alternativas. Se puede escoger el nivel de Fermi como cero, o co-
mo la semisuma de las energias mas alta de un sitio ocupado y mas alta de uno
desocupado, pero referidas ahora a cada instante de tiempo. Las tres definiciones
deberian coincidir en el limite de tamano infinito.

Hemos estudiado la influencia del tamano para el calculo de Ty, y se observa
que en los tamanos considerados en nuestras simulaciones los criterios escogidos
para la seleccion del nivel de Fermi no convergen. Para ello, hemos aplicado el
calculo de la temperatura efectiva al caso de equilibrio, mediante el empleo de las
configuraciones de mas baja energia. El procedimiento consiste en construir la DFD
en equilibrio, y después integrar numéricamente la cola de dicha distribucién. A
partir de la integral numérica se puede determinar el valor de Ty a través de la

ecuacion (4.4). En teoria, los cdlculos deberian ofrecer valores muy cercanos a T’
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Figura 4.12: Representacion de 1/r¢ en funcién de 1/L. La dependencia de

ambas magnitudes es, con muy buen acuerdo, lineal.

para todos los datos. Aunque este estudio esta relacionado con las propiedades de
equilibrio, se ha incluido en este capitulo porque es en los procesos de relajacion
donde hemos analizado en profundidad el efecto de las diferentes elecciones del
nivel de Fermi. En la gréﬁca representamos el calculo de Ty en funcién de 1/L
para los tres criterios senalados, a 7' = 0,01. La linea horizontal representa el valor
de T'. De todos los criterios seleccionados, el asociado al nivel fundamental es el
mas consistente, pues la dispersion de los datos es menor y el ajuste a la DFD en
todos los casos es mas cercano al tedrico, segiin hemos comprobado. La seleccién
de la energia de Fermi como cero resulta un inconveniente, pues los sistemas que
consideramos son aun de tamano pequeno, lejos del limite macroscépico. El criterio
mediante las energias de sitio a cada tiempo de relajacién es el que presenta un
peor comportamiento, dado que los datos quedan lejos de una convergencia hacia
el valor de T' conforme aumenta el tamarnio, segin se desprende de la gréfica [£.13]

Es por ello que la mayoria de nuestras simulaciones incluye el criterio asociado al
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Figura 4.13: T, en funcién de 1/L en equilibrio para tres distintas elec-
ciones del nivel de Fermi. Los datos que mejor se ajustan a las previsiones
tedricas corresponden a la eleccién como semisuma de la tltima energia de
sitio ocupada y la primera vacia, correspondientes al estado fundamental

(circulos).

4.5. Teorema de fluctuacién-disipacion

La existencia de una temperatura efectiva en vidrios fue propuesta a principios
de la década de 1980 por Sompolinsky y Zippelius (1982) en el contexto de vidrios
de espin. Su estudio tedrico reflejaba por primera vez la violacion del teorema de
fluctuacion-disipacion por los sistemas vitreos. Con el paso de los anos, la extensién
del teorema de fluctuacién-disipacion a la dinamica del no equilibrio fue un obje-
tivo principal en el estudio de estos materiales. Trabajos relativamente recientes
de Cugliandolo y colaboradores (1997) y otro méas préximo de Garriga y Ritort

(2005) han logrado extender de manera tedrica dicho teorema para caracterizar la
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termodinamica de los vidrios de espin en los procesos de relajacién y en estado esta-
cionario. La extension a los vidrios de Coulomb es inmediata, en tanto en cuanto
el modelo es mapeable a uno de vidrios de espin de largo alcance con intercambio
de espines. La generalizacion del FDT nos servira para probar la consistencia en el
calculo de T, obtenida a través de la probabilidad de ocupacion y las excitaciones
largas, respectivamente.

El teorema de fluctuacion-disipacién cuantifica la equivalencia de las fluctua-
ciones espontaneas de un sistema en equilibrio con la evolucién a dicho estado
cuando el sistema es desplazado levemente de él. Es necesario aplicar una pertur-
bacion por medio de un campo externo, tal que el sistema se encuentre dentro del
rango de respuesta lineal, lo que implica que la funcién respuesta del sistema no de-
penda del campo. Supongamos que un sistema tipico se puede modelar a través de
un hamiltoniano H, que perturbamos mediante la aplicaciéon de un campo externo

f. El cambio en el hamiltoniano viene dado por
AH=—-fX, (4.8)

donde X representa nuestro observable, variable conjugada de f, de modo que el
producto de ambos tiene dimensiones de energia. El régimen de respuesta lineal
implica que

t

(X () = Xo + / R(t, ) f(¢)dt. (4.9)

—00

Aqui, X (t) es la respuesta total del sistema, que en la expresién anterior esté pro-
mediada para diferentes muestras del sistema considerado. X es el valor de X en
equilibrio. La funcién R(t,t") = R(t —t'), llamada susceptibilidad, es independiente
de f en este régimen. (X (t)) depende de todos los instantes anteriores a ¢. Si la
aplicacién del campo es instantdnea se cumple que f(t') = fo(t — t’), de donde se

deduce que (Chandler, |1987)
aC(t—t)
ot

La variable 3 es igual a 1/kgT. C(t —t') es la funcién de correlacién temporal de

la variable X, que viene dada, en virtud de la ecuacién (1.18]), por

R(t—1t)=-p_ : (4.10)

C(t —to) = (X () X(to)) — (X (1)) (X (o)), (4.11)
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donde ty es el tiempo a partir del cual se mide la correlacion. Si sustituimos la
ecuacion (4.10]) en la (4.9)) y suponemos que el campo es una funcién escalén aplicada

en t tenemos que

(AX(t) = (X(t)) — Xo = =BfC(1). (4.12)

Bajo las premisas anteriores, se obtiene una sencilla relacién entre la respuesta
dindmica del sistema y la correlacién en equilibrio. La representacion de (AX(t))
frente a C'(t) es una linea recta de pendiente —(3f, a partir de la cual resulta trivial
determinar el valor de T.

Es posible generalizar el teorema de fluctuacion-disipacién atin cuando el sistema
se encuentra fuera del equilibrio. Las condiciones necesarias son que el sistema se
encuentre en un régimen caracterizado por pequenos flujos termodinamicos y que
la aplicacion del campo f desplace lo minimo posible esta situacién. En analogia

con la expresion (4.9) obtenemos

lw

(AX (1)) = (X (8, 1)) — (Xo(t, t)) = / R(t, ) ()t (4.13)

—00

(Xo(t,ty)) es el equivalente a X, de la ecuacién y se corresponde con los
valores de la variable X en ausencia de campo externo f. (X(t,t,)) representa
el valor del observable en presencia del campo. t,, es el tiempo de espera del sis-
tema antes de aplicar la perturbacién externa. La funcién susceptibilidad depende
ahora explicitamente de los tiempos ¢ y t’. En la subseccién 1.3.3 mostramos las
generalidades sobre el estudio tedrico de Cugliandolo et al. (1997), acerca de la
extension del teorema de fluctuacion-disipacion fuera del equilibrio para sistemas
en relajacion y en estado estacionario. La informacién més relevante del problema
puede obtenerse de su representacién grafica de (AX(¢,ty)) frente a C(¢,ty), tal
y como se presenté la figura [I.1] En esta seccién, hemos cambiado el nombre de
la funcién respuesta total por comodidad. La desviacion del comportamiento ideal
se traduce en la existencia de dos pendientes bien diferenciadas, proporcionales a
—1/T y —1/T¢, respectivamente.

En nuestras simulaciones, escogemos la perturbacién del hamiltoniano H de la
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siguiente manera

AH ==Y fn¢, = —fX, (4.14)

7

donde ¢} es un nuevo potencial de sitio aleatorio, totalmente descorrelacionado de
las variables n;. La magnitud del campo externo es f. Los datos presentados en
este capitulo se refieren tinicamente al caso de relajacién. En la subseccién 5.3.1
se presentaran los datos para sistemas que han alcanzado el estado estacionario
mediante la aplicacién de un campo eléctrico externo, £. En todos los casos hemos
considerado que el potencial de desorden aleatorio de las muestras, ¢;, es estricta-
mente cero, y el desorden de las muestras es inicamente posicional. Los resultados
que mostramos estan en consonancia con los obtenidos por Grempel (2004)).

Para obtener una extension del teorema de fluctuacion-disipaciéon debemos llevar
a cabo dos simulaciones distintas para el mismo sistema. En ambas se ha empleado
el algoritmo de Tsigankov et al. (2003)). Primeramente tratamos con el caso f =0
y medimos la correlaciéon electronica asociada a la variable X como funcién de dos
tiempos, a partir de t,. Si tenemos en cuenta la ecuacién [.11] esta funcién viene

dada en nuestro caso por

Clt.t) = <Zni<t>¢;znj<tw>¢;> - <Zni<t>¢;> <an<tw>¢;>. (4.15)

J
Dado que los ¢} estdn descorrelacionados de las variables n;, pueden extraerse de
los promedios en la expresién anterior. Teniendo en cuenta que (¢;) = 0, y que
((¢5)?) = W?/12 en virtud de la expresién del momento de inercia de una barra

unidimensional extendida de —WW /2 a W/2, la expresion para la correlacion se reduce

Ot ty) = Vlv—; <Zni(t)ni(tw)> . (4.16)

La variable W representa la amplitud del desorden diagonal, tal y como se defini6 en
el capitulo 1. Por otro lado, debemos realizar las simulaciones para el caso f # 0y
medir la respuesta total del sistema a la perturbacién aplicada, (X (¢,ty)), una vez
se ha conectado el campo, suponemos que de manera inmediata, en t,. Nuestras

graficas se basan en la representacién de (AX (t,ty)) frente a C(t, t) divididas por
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el valor de la correlacion Cj, correspondiente al instante de conexién del campo.
Es necesario ser cuidadoso en la aplicacién del campo externo f, cuya magnitud no
debe ser muy grande, para mantener siempre el régimen de respuesta lineal, ni muy
pequeno, para obtener una estadistica razonable. Hemos comentado que, a partir de
los datos de la figura [I.1] podemos observar dos regimenes lineales diferenciados, de
pendientes proporcionales a —1/T"y —1/T¢. La zona préxima al valor maximo de
la correlacion se corresponde con los grados de libertad rapidos, equilibrados a 7.
Es esta informacién la que usaremos para determinar el rango 6éptimo de f dentro
del régimen lineal, a partir de nuestros datos. Hemos encontrado que los valores de
f mayores que 0,008 se desvian por encima de la recta de pendiente proporcional
a 1/T, en el rango de correlaciones altas. Este hecho indica un comportamiento no
lineal del sistema. Los valores de f mucho menores que 0,008 necesitan demasiada
estadistica para poder ofrecer resultados razonables. Es por ello que se ha escogido
como valor adecuado f = 0,008, cantidad que se mantiene valida para tamanos mas

grandes.

En estas circunstancias, podemos representar la magnitud (AX (¢, ty))/Co, divi-
dida por Gf, frente a C(t,ty)/Co, para varios valores de t,,. De este modo, la recta
asociada al FDT en equilibrio, que utilizaremos como guia, tiene pendiente —1.
En la figura representamos las variables anteriores para un sistema de tamano
500 a T = 0,02 y tres valores distintos de t,. La linea continua recta representa
el FDT en equilibrio. A partir de las curvas resulta complicado extraer de manera
clara una pendiente que se desvie del comportamiento lineal, a la cual asignar un
valor =T /Ty, dado que el sistema se encuentra en estado de relajacion continua.
Sin embargo, la informacién contenida en la grafica puede confirmar la consisten-
cia del céalculo de Ty mediante otros métodos. En concreto, comparamos el valor
obtenido a partir de la ocupaciéon de sitios. La comparacion de ambos calculos sélo
tiene sentido en un entorno de t = t,. A tiempos mucho mas largos los estados
respectivos son lo suficientemente distintos como para obtener medidas de T, muy
diferentes, y a tiempos menores tratamos con modos del sistema que estan casi

relajados. El tiempo es la variable paramétrica en la grafica[4.14], por lo que hemos
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senalado mediante flechas verticales las abscisas correspondientes a C(ty, ty)/Co en
cada caso. Las lineas punteadas representan rectas de pendiente —7" /Ty, de valores
calculados a través de la ocupacion de sitios a tiempo t,,. Como puede observarse
para cada curva, en un tramo recto centrado en t,, los valores de la pendiente y

por tanto de T son totalmente compatibles.

0,15 |- .

AX(t WI(C Bf)

0,00 .
0,84 0,88 0,92 0,96 1,00

C(1,1)/C,

Figura 4.14: Respuesta total frente a la funcién de correlacién electrénica
normalizadas, en un sistema de tamaifio 500 para los tiempos t, = 103
(cuadrados), 10% (cfrculos) y 10° (tridngulos). La simulacién se extiende
hasta un tiempo total ¢ = 10¢,,. Las lineas discontinuas poseen una pen-
diente igual a —T' /Ty, calculada a partir de la ocupacién de sitios. Sus

valores son —1/0,050, —1/0,035 y —1/0,024, respectivamente.

Para sistemas en relajacion resulta, pues, dificil extraer una medida precisa de Ty
a través de este método, debido a que el sistema no se encuentra en una situacion
estacionaria. Por anadidura, la funcion respuesta total del sistema esta sujeta a
mucho ruido. Sin embargo, el estudio del teorema de fluctuacién-disipacion fuera
del equilibrio constituye una buena herramienta para corroborar la consistencia de

los célculos. En el capitulo 5 mostraremos los resultados para sistemas en estado



122 Relajacion lenta

estacionario, caso en el que si poseen dos pendientes bien diferenciadas, a partir de

las cuales se pueden determinar los valores de T' y T.s de manera mas clara.



Capitulo 5

Conductividad

Este capitulo esta dedicado al estudio numérico de la conductividad a muy bajas
temperaturas en los vidrios de Coulomb. Como complemento, se analizara también
el caso sin interaccion. Nos centraremos en el régimen de conductividad de rango
variable (variable range hopping, VRH). La conductividad en este régimen se ha
estudiado ampliamente de manera experimental (Massey y Lee, 2000; Roy et al.
2002)), pero la conciliacién entre teoria y experimentos sigue generando controver-
sia. La importancia del régimen de VRH gana enteros dia a dia, dado que una gran
gama de fenémenos de transporte a muy bajas temperaturas estd dominada por él.
Entre ellos, podemos citar el importante fenémeno de la conductividad eléctrica en
las cadenas de ADN, que se presenta como una herramienta esperanzadora para la
deteccion de posibles mutaciones. En los estudios tedricos asociados (Yu y Song;,
2001)), se considera la cadena de ADN como un sistema desordenado interactuante
unidimensional. A través de este modelo se puede explicar la dependencia con la
temperatura de la conductividad observada en el A-ADN (Yu y Song, [2001)), por
ejemplo. Entre las aplicaciones mas interesantes se encuentran los polimeros con-
ductores empleados en las peliculas CURIX de rayos X (AGFA| 2010), donde un
polimero conductor en el régimen de VRH mantiene la pelicula limpia, repeliendo
el polvo y la suciedad.

En primer lugar repasaremos brevemente la dependencia de la conductividad en

funcién de la temperatura en vidrios de Coulomb, y presentaremos dos herramientas

123
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utiles para su calculo: la red de resistencias de Miller-Abrahams y la teorfa de per-
colacion. La region de VRH constituye el foco de nuestras simulaciones numéricas.
Dentro de ella, analizaremos tanto el dominio del régimen lineal como el del no lineal.
El primero de ellos se ha estudiado ampliamente durante anos, y ha dado lugar a las
bien conocidas leyes de Mott, para sistemas no interactuantes, y de Efros-Shklovskii
(ES), para sistemas con interaccién, que se introdujeron en las ecuaciones (1.21]) y
, respectivamente. Las simulaciones numéricas se centran casi con exclusivi-
dad en el caso 2D y obtienen, por lo general, valores de los pardametros Ty v 7o,
introducidos en las ecuaciones y , compatibles con la teoria. En cambio,
los experimentos encuentran sendos valores casi un orden de magnitud menores, en
los casos en los que es posible determinarlos. A partir de nuestros calculos compro-
baremos, en primer lugar, que la conductividad sigue las leyes de Mott y ES dentro
del régimen lineal, y hallaremos los valores para los parametros Ty; y Tj. Nuestros
resultados ofrecen un valor de Ty casi el doble que el determinado por Shklovskii
y Efros de manera teérica (Shklovskii y Efros| [1984). Por su parte, el valor de Tj
es, aproximadamente, un 20 % mayor que el obtenido por Nguyen (ver referencia
en Levin et al. (1987)). Para terminar el andlisis del régimen lineal, estudiaremos

la relajacién hacia el equilibrio de la conductividad en funcion del tiempo.

Por otro lado, tal y como se argumenté en el capitulo 1, el estudio referente al
régimen no lineal constituye un campo abierto, de modo que un gran peso de nuestro
trabajo se ha dedicado a este tltimo fenémeno. Encontramos que la presencia del
régimen no lineal lleva asociada la existencia de una nueva temperatura efectiva,
T,s. Al igual que en las simulaciones de relajacién, es posible determinar su valor
a través de la probabilidad de ocupacion de sitios, la densidad de excitaciones y
mediante la extension del teorema de fluctuacién-disipacién (FDT). Para sistemas
que se encuentran en estado estacionario, el tercer método resulta mas efectivo
que para sistemas en relajacion, como veremos. Todo ello nos llevara a modelar la
conductividad en este régimen mediante el empleo de Ti¢. Por ultimo, analizaremos
el intercambio energético entre la muestra y el bano térmico en el régimen no lineal.

Encontramos que la potencia absorbida por el sistema es una funciéon que depende
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de Ty Ty, y proponemos una expresion que funciona mejor que la que se suele
emplear. A través de dicha expresion, el modelo de electrones calientes (hot electron
model) representa relativamente bien el comportamiento de o en funcién de Ty
dentro del régimen no lineal.

Nuestros datos se han obtenido, mayoritariamente, a partir de simulaciones de
Monte Carlo en sistemas bidimensionales. Solamente en el estudio de la ley de ES se
han realizado calculos tanto en dos como en tres dimensiones. El algoritmo empleado
en todas las simulaciones ha sido el de Tsigankov et al. (2003)). El cédigo de los
programas ha sido convenientemente paralelizado para el empleo de MPI (Message
Passing Interface). Los tiempos totales de simulacién que se han alcanzado son
variables y dependen del tipo de simulacién efectuada. Para el caso de la relajacién
de la conductividad se ha llegado hasta 10° pasos de Monte Carlo, que constituye
el valor maximo que hemos considerado. En los calculos de la conductividad en
funcion de la temperatura, tanto en el régimen lineal como fuera de él, el tiempo
de simulacién ha de ser suficiente para alcanzar un régimen estacionario.

Las unidades empleadas son las mismas que las descritas al comienzo del capitulo
3. Las muestras se escogen nuevamente cuadradas, de dimension lateral L, con un
niumero de sitios variable entre 500 y 8000. La configuracion inicial de las muestras se
ha escogido siempre aleatoria. El modelo empleado para simular la conductividad
se basa en la aplicacion de un campo eléctrico en una direccion fija, en nuestro
caso la direccion horizontal —1,. El producto de las cantidades £z;, donde x; es
la componente horizontal del vector de posicién de la impureza i-ésima y £ es el
modulo del campo eléctrico aplicado, tiene dimensiones de energia. Con todo esto,

el hamiltoniano que describe al sistema es

H=Y ¢mi+> (i — Kz(n? LS > (5.1)

i<j

El significado de las variables se introdujo convenientemente en la secciéon 1.3. Como
en las simulaciones previas, hemos implementado condiciones de contorno periodi-
cas. La magnitud relevante en el calculo de la conductividad es el centro de masas de

los electrones, que calculamos en nuestras simulaciones. A partir del desplazamiento
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por unidad de tiempo de dicha magnitud determinaremos el valor de o.

5.1. Conductividad en vidrios de Coulomb

Una manifestacion importante del gap de Coulomb es la dependencia particular
de la conductividad con la temperatura, como ya vimos en la seccién 1.4. Nuestro
régimen de principal interés es el de VRH, al que dedicaremos el grueso de las simu-
laciones numéricas del capitulo, como hemos dicho. Su dominio se corresponde con
la regién E de la figura Conviene recordar que la conductividad en este régi-
men es de tipo activado entre impurezas que se encuentran alejadas espacialmente,
donde la distancia tipica de salto disminuye conforme aumenta la temperatura. En
las secciones siguientes se analizara la conductividad dentro del régimen lineal para
sistemas con y sin interaccién, pero antes discutiremos dos herramientas 1tiles para
el estudio de la conductividad: la red de resistencias de Miller-Abrahams y la teoria

de percolacion.

5.1.1. Red de resistencias de Miller-Abrahams

Un célculo muy importante en sistemas que se encuentran en el régimen de
conductividad por saltos corresponde a la probabilidad por unidad de tiempo de
que se produzca una transicion electronica entre dos impurezas. Esta probabilidad
es la base que utilizamos para establecer un procedimiento dindmico en nuestras
simulaciones, y su expresion se introdujo en las ecuaciones y . Como
siempre, suponemos que la posiciéon del electron coincide con la de la impureza y
que no puede haber mas de un electrén por cada una de ellas, debido a la gran
repulsion electrénica. Por esto, el analisis se reduce a calcular la probabilidad por
unidad de tiempo de que un electron efectiie un salto del sitio ocupado 7 al j, que
suponemos desocupado. Para reproducir la idea original de Miller y Abrahams con-
sideramos un semiconductor compensado en el régimen de conductividad por saltos
correspondiente a la regiéon D o E de la figura[[.2] La compensacién crea particulas

cargadas con diferentes energias de sitio debido a la variacién de los potenciales lo-
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cales, producidos por el resto de cargas. Suponemos que el material tiene una baja
concentracion de dopantes, lo que se traduce en un pequeno solapamiento de las
funciones de onda de sitios vecinos. En presencia de compensacion, los aceptores son
capaces de captar electrones, dejando donadores neutros y donadores ionizados. Es-
to es equivalente a afirmar que tenemos electrones y huecos, segiin nuestro modelo.
Si un donador esta lo suficientemente cerca de un donador ionizado, puede efec-
tuarse una transicion mediante efecto tunel. En este proceso se crea o se destruye
un fonon. Es el llamado tunel asistido por fonones. El régimen de conductividad
por saltos es el resultado de una larga serie de dichas transiciones.

A través del calculo de la interaccion electrén-fonén (Shklovskii y Efros), [1984) se
encuentra que la probabilidad por unidad de tiempo de que se produzca una transi-
cién entre los sitios ¢ y 7 depende exponencialmente de la distancia que los separa,
tal y como queda reflejado en las ecuaciones y . Este hecho proviene
de calcular las funciones de onda aisladas de los electrones ligados a las impurezas
colocadas en un cristal. Si suponemos que el electron se encuentra suficientemente
lejos del ntcleo se puede suponer que la interaccién entre ambos es electrostatica.

La solucién de la ecuacién de Schrodinger para el electrén es de la forma
() = un o (M) (1), F() oce™. (5.2)

En esta ecuacién, u, o es una funcién de Bloch en el fondo de la banda de conduccién
(k=0) y F(7) es una funcién hidrogenoide. ¢ es el radio de Bohr efectivo, que se
corresponde con la longitud de localizacién. Si aplicamos la regla de oro de Fermi
encontramos que la probabilidad por unidad de tiempo de que un electréon salte de
una impureza a otra depende exponencialmente de la distancia de salto.

Por otro lado, si la transicion efectuada aumenta la energia, la probabilidad de
salto por unidad de tiempo también depende de la diferencia de energias entre las
configuraciones conectadas por dicha transicién. Miller y Abrahams supusieron que
un electrén solo puede interaccionar con una rama acustica de fonones cuya relacién
de dispersién es lineal, debido a que las interacciones consideradas constituyen pro-
cesos de bajo intercambio energético. Dado que ha de conservarse la energia en el

proceso, solo son validos los procesos de creacion o destrucciéon de fonones en los que
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la energia necesaria es igual a la diferencia de energias de las dos configuraciones
involucradas en la transicion, AF;;. Por ello, la probabilidad por unidad de tiempo
es proporcional a la distribucién de fonones a la energia AE;;, que es precisamente

la distribucién de Bose-Einstein

1
exp (AEZ]/I{JBT> —1 .

N(AE;) = (5.3)

Cuando T es lo suficientemente baja, la distribucién de Bose-Einstein puede apro-
ximarse por la exponencial exp (—AE;;/kgT), y la probabilidad de salto por unidad
de tiempo, en este caso, se reduce a la expresion , que recordamos a conti-
nuacion

Fﬁ,a = F]’ﬂ' = Tal exp (—2T’U/§> exp (-AEU/k'BT> (54)

Si la transicion se efectia hacia una configuraciéon de menor energia, la probabilidad
por unidad de tiempo es independiente de la temperatura y se reduce tinicamente
al factor espacial.

Una vez calculada la expresién de I';; se puede pensar en calcular la corriente
neta entre dos configuraciones conectadas por el salto de un electrén. Analizamos el
caso no interactuante, y llamamos I;; a la corriente entre los sitios ¢ y j. Planteada

en forma de flujo, su expresion puede escribirse como

Lij = e{fle) [ = f(e)ITji — fle;) [L — f(e)] T}, (5.5)

donde e es la carga del electrén. En la teoria de Miller y Abrahams f(¢;) es la
distribucién de Fermi-Dirac (DFD) a la temperatura T, y corresponde a la proba-
bilidad de encontrar ocupado el sitio 7. El factor 1 — f(e;) indica la probabilidad de
que el sitio j se encuentre vacio. En ausencia de un campo eléctrico y en equilibrio,
la condicién de balance detallado asegura que [;; = 0 para cada par de enlaces. Si el
sistema se encuentra en el régimen de relajacion lenta que describimos en el capitulo
4, por lo general se cumple que I;; # 0, pero la corriente total del sistema es nula.
Con la aplicacién de un campo eléctrico £ se produce un desequilibrio entre los
enlaces, y las transiciones se realizan preferencialmente en una de las direcciones.

En esta situacién, el valor de AE;; en la expresién (2.15) ha de tener en cuenta la
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presencia del campo eléctrico y toma la forma
AEij =€ — € + .ﬁEzg (56)

Si consideramos que el campo es lo suficientemente pequeno, se puede suponer que
se producen correcciones en las energias de sitio del sistema y en los potenciales
quimicos que entran dentro de las funciones f(¢;). Llamemos a estas cantidades
0€; v Ou;, respectivamente. En estas circunstancias, a partir de la ecuacién
obtenemos la dependencia

&

I o< —. .
4 0 (5.7)

Todo ello llevé a Miller y Abrahams a asociar una resistencia a cada par de sitios
del sistema. Si aplicamos un campo & dentro del régimen lineal, podemos calcular
una resistencia [7;; para cada par de sitios si tenemos en cuenta que la corriente
I;; es directamente proporcional cierta diferencia de potencial. Esta relaciéon de

proporcionalidad da lugar a

donde U; — U; se interpreta como la diferencia de potencial asociada a la transicién
i — j. Esta cantidad depende del cambio introducido en las energias de sitio, de;,
y en los potenciales quimicos, dy;. La expresién final para R;; (Miller y Abrahams,

1960)) es

2ri; €ij
0 g g

Se puede deducir que el factor de energifas ¢;; es de la forma

donde p es el potencial quimico de la muestra a la temperatura 7'. El término R?j
es un factor que depende del par de sitios involucrados en la transicién, pero resulta
una buena aproximacion considerarlo como constante, ya que la mayor variabilidad
de la expresion se produce en el factor exponencial.

La deduccién para el caso con interaccion es similar. Para esta situacion, la

corriente I, entre las configuraciones o y 3, conectadas por el salto de un electron,
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es de la forma

Iog = P.Tj0 — Pslag, (5.11)

donde P, es la probabilidad de encontrar al sistema en la configuracién «. Dicha
probabilidad se corresponde con la distribucion de Boltzmann a la energia propia
de la configuracion.

A partir del calculo de la red de Miller-Abrahams se puede considerar el sis-
tema como una red de resistencias interconectadas a la cual se puede calcular la
conductividad por varios métodos. Uno de los més importantes es el método de

percolacion.

5.1.2. Percolacion

Las primeras aplicaciones de la teoria de Miller y Abrahams consistian en la
determinacion de conductividades locales. Estos céalculos fallaban porque ciertas
resistencias del conjunto tomaban valores mucho menores que el resto, afectando
al valor de las magnitudes promediadas. Es por ello que los esfuerzos comenzaron
a derivar hacia el cdlculo de la conductividad por percolacién (Ambegaokar et al.l
1971}, [Pollak], [1972), que se ha investido como la teoria més efectiva para obtener
resultados relevantes hasta la fecha. A partir de la ecuacién podemos definir,
por comodidad

2?"1']'

Gy= 2 + 4 (5.12)

19 kgT

Se puede demostrar que la distribucion de estos valores para toda la muestra es
aproximadamente uniforme (Pollak y Ortuno, 1985)). Esto implica una distribucién
exponencial de las resistencias asociadas a cada par de sitios. Es posible modelar
la conductividad en vidrios de Coulomb como la de una red de resistencias inter-
conectadas donde cada una de ellas toma el valor dado por la ecuacion . El
procedimiento base del método de percolacién consiste en conectar las resistencias
menores que una dada. El célculo implica encontrar el valor critico de las (;;, que
llamaremos (., para el cual existe una red infinita de sitios interconectados. La re-

sistencia de la muestra estard dominada por los enlaces en los que (;; sea cercano
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al umbral de percolacién. Las resistencias que cumplan (;; < (. forman parte de lo
que llamaremos conjunto critico. Si consideramos como limite un valor mayor que
(., la conductividad seguira produciéndose de manera efectiva a través de la red
critica, debido a que la distribucion de resistencias es exponencial. Por lo tanto, la
conductividad en el sistema se regird por el valor de las resistencias més grandes
dentro del conjunto critico

o x exp (—()- (5.13)

Es posible pensar en las limitaciones de la teoria de percolacion para el calculo
de o, dado que se espera que en tamanos lo suficientemente grandes se verifique
la ley de Ohm. Esto equivale a suponer que surgen nuevos caminos de conduccién
relevantes como consecuencia del aumento de tamano del sistema. De manera cua-
litativa, en dos dimensiones y para un sistema aproximadamente cuadrado, al tener
tamanos mas grandes se obtiene un camino de percolaciéon mucho méas complicado,
de naturaleza casi fractal. El precio que se paga por conectar mas resistencias en
serie se compensa con los nuevos caminos que surgen en paralelo. En estos sistemas
se encuentra que la teoria de percolacion sigue siendo valida para tamanos grandes.
En el caso tridimensional si se verifica con relativa facilidad la ley de Ohm, donde

la resistencia del sistema, R, sigue una ley del tipo

ld_2
Aqui, R; es la resistividad de la muestra y [ es cierta longitud a partir de la cual
el sistema es aproximadamente homogéneo. La dimensién de la muestra es d = 3.

En el apartado 5.2.2 tendremos presente estas consideraciones para el calculo de la

conductividad en 3D dentro del régimen lineal.

5.2. Conductividad en el régimen lineal

Esta seccién esta dedicada al estudio de la conductividad por saltos dentro del
régimen de VRH cuando la respuesta del sistema ante la aplicacion de un campo
eléctrico £ es lineal. Nuestras simulaciones numéricas abordan el problema tan-

to en ausencia como en presencia de interacciones. Comprobaremos que los datos
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obtenidos estan en concordancia con las leyes de Mott y Efros-Shklovskii en 2D,
respectivamente, una vez que hayamos derivado sus expresiones de manera tedrica.
En tres dimensiones analizaremos tinicamente la ley de ES. Para este caso, mediante
el estudio de un modelo de resistencias aleatorio, encontramos que es necesario tener
en cuenta un factor extra dependiente de la temperatura, de la forma 7%/2, donde
v es cierto exponente que proviene del calculo de percolacion. La representacion
grafica de T~ ("/?) | en escala logaritmica, frente a 7—1/2 sustituira a la estandar de
oT, en la misma escala, frente a T-/2 que se suele emplear en sistemas bidimensio-
nales. Con esto, logramos un buen acuerdo con los resultados tedricos. Finalmente,

estudiaremos de manera breve la relajacion de la conductividad hacia el equilibrio.

5.2.1. Ley de Mott

En primer lugar deduciremos la expresion para la conductividad en el régimen
de VRH en ausencia de interacciones. El argumento original fue desarrollado por
Mott (1968)). En este problema, la densidad de estados de una particula es constante
en todo el rango de energias limitado por la amplitud del desorden, W. Tal y como
se ha hecho en toda esta memoria, llamaremos gy a dicho valor constante, cuyo valor
es 1/W. Consideremos una franja de energia de anchura AE en torno al nivel de
Fermi, lo suficientemente estrecha como para considerar que los estados dentro de
la banda se encuentran lo suficientemente lejos unos de otros. El niimero de estados

con una diferencia de energias AF es
N(AE) = 2¢oAE. (5.15)

Por su parte, la separacién media entre sitios, r, es de la forma [N(AE)]~/4, donde
d es la dimensién del sistema. Si empleamos este resultado en la ecuacién anterior

podemos hallar una expresién de AE en funcién de r de la forma

K
AE= 7. (5.16)

donde K = b/2go, y b es una constante. A continuacién, minimizaremos la expresién
de la resistencia entre dos sitios dada por la ecuacién (5.9). A tal efecto, diferen-

ciamos R;; con respecto a r. Suponemos que 7;; = r y €¢; = AE para cada par
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de sitios dentro de la banda de energia considerada. El valor de r que minimiza la

n=(9)7 517

Aqui, C = Kd/(2«a), donde a = 1/¢, que es la inversa de la longitud de localizacion.

expresion, 7y, es de la forma

Si sustituimos el valor de 7}, de nuevo en la ecuacién (5.9) y denominamos Ryry

a la expresién que resulta para la resistencia, obtenemos

To\ &1
Ryry o exp (%) , (5.18)

donde hemos hecho Tl\l/[/(dﬂ) = 2a[(d + 1)/d)C*@+1) | Esta es la resistencia tipica
en el régimen de VRH no interactuante. Si tenemos en cuenta este resultado, es

posible determinar de manera directa la dependencia de ¢ con T’

_ (TTM> di] (5.19)

que es la expresion para la ley de Mott. En ella, v\ es un coeficiente que depende

o T™ o exp

de la dimension del sistema. En 2D, se puede determinar mediante calculos de per-
colacion que vy = 1. Este ultimo método resulta 6ptimo para los célculos en dicha
dimension. Para el caso en 3D, se puede intuir que vy # 1. Mediante la aproxi-
macién por un modelo de resistencias aleatorias se puede encontrar que v < 1 en
tres dimensiones, tal y como analizaremos en el caso interactuante. La dependencia
de o con T de la ecuacién se puede determinar por otros métodos. Por ejem-
plo, mediante el empleo de las leyes de Kirchhoff, a través de la red de resistencias
de Miller-Abrahams.

Si llevamos, por ultimo, el valor de C' a la ecuacién obtenemos la expresion
de la distancia tipica de salto en funcién de la temperatura

d Ty \ @1
_ ¢ (2T 2
T oa(d+ 1) (T> (5:20)

El argumento general seguido en esta subseccion muestra la dependencia de o con
T, pero a partir de él no podemos hallar el valor de Ty;. Efros y Shklovskii (1984))

determinaron el valor teérico de Ty, siguiendo el argumento original de Mott (1968]).
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Su valor viene dado por
P

HgofdJrl ’

donde [y es un coeficiente numérico y « es la constante dieléctrica del medio.

Ty = (5.21)

Otros estudios tedricos (Levin et al., |1987) hallaron valores similares para dicha
expresion. En dos y tres dimensiones Efros y Shklovskii hallaron un valor numérico
de Py igual a 13,8 y 21,2, respectivamente, basandose en los resultados previos de
Skal y Shklovskii (1975]).

En nuestras simulaciones hemos realizado el calculo correspondiente a la ley de
Mott en dos dimensiones. Por lo general, los calculos numéricos previos verifican
la ley, y proporcionan valores de Ty en consonancia con las previsiones tedricas.
En una de las simulaciones modernas importantes sobre la materia, Tsigankov y
Efros (2002) verificaron la ley de Mott en un modelo de red bidimensional y obtu-
vieron Gy = 13,0. El célculo también se realizé para el modelo con interaccién, y
volveremos a él cuando analicemos la ley de ES en el apartado siguiente.

Nuestros datos se han obtenido mediante el cédlculo de la conductividad una
vez que se ha alcanzado un régimen estacionario, para varias temperaturas. El
procedimiento para determinar o implica el calculo del desplazamiento del centro
de masas de los electrones por unidad de tiempo, cantidad que es proporcional a
la conductividad. Para ello hemos aplicado un campo eléctrico £ que proporcione
un valor de o dentro del régimen lineal. Operacionalmente, tal y como se vera en
el apartado 5.3, un rango adecuado para delimitar el régimen lineal es £ < T'/20,
que se verificard mediante el cdlculo de una temperatura efectiva (T,) asociada
al comportamiento no lineal. Identificaremos el régimen lineal cuando Ty ~ T.
El nimero de muestras empleadas en nuestros programas varia de 2000 a 10000.
Los promedios mas grandes corresponden a las situaciones de temperaturas altas y
campos eléctricos pequenos, respectivamente.

En la figura presentamos los datos asociados a la ley de Mott en dos di-
mensiones para un sistema de tamano 2000 con desorden posicional, a diferencia
de las simulaciones previas de Tsigankov y Efros (2002), que consideran un mode-

lo de red. En concreto, representamos o7 en escala logaritmica frente a 1/7°. La
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temperatura se encuentra dentro del rango 0,04 < T < 0,3. El error de los datos
se calcula a partir de la desviacion estandar de la conductividad de las muestras, y
es del orden del tamano del punto. Se observa que la dependencia lineal es buena
en todo el rango de T' considerado. Para temperaturas mayores se debe producir
un cruce a una ley del tipo activado, tal y como se refleja en numerosos estudios
experimentales (Ladieu et al) 1996). En nuestros calculos no hemos simulado un
rango de temperaturas que permita observar dicho fenémeno. A partir del ajuste
lineal de los datos de la figura representado por la linea recta, extraemos un
valor Ty = 45,7+ 0,1, del cual hallamos Gy = 22,9 £ 0,05, en virtud de la ecuacion
. El error determinado es unicamente estadistico. A pesar de que hemos sido
cuidadosos en los célculos, errores sistematicos como los efectos de tamano finito o
la ausencia de un régimen estacionario puro podrian aumentar el error de la medida

obtenida. La presencia de un régimen no lineal también podria afectar a dicho valor.
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Figura 5.1: Dependencia de la conductividad con la temperatura para un
sistema no interactuante de tamano 2000 en dos dimensiones. La linea recta
representa el ajuste de la ley de Mott a los datos, dentro el rango 0,04 < T' <

0,3. A partir del valor de la pendiente determinamos que Sy = 22,9 4+ 0,05.
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Como se puede apreciar, el valor de 3\ es casi el doble que el calculado por
Tsigankov y Efros (2002). Dos comentarios deben hacerse en torno a este punto.
El primero es que las pendientes obtenidas por las rectas de ajuste de la ley de
Mott son bastante similares en ambas simulaciones. En nuestra situacién, el calculo
proporciona un valor Tl\l/[/ - 3,57, mientras que Tsigankov y Efros obtuvieron Tl\l/[/ -
3,0 (no podemos determinar el error de este tltimo). La potencia cibica es la que
provoca la discrepancia aparente entre los datos. La precision en el cédlculo de la
conductividad es dificil de lograr para la ley de Mott, y se necesita un amplio rango
de temperaturas para una buena determinacion de las magnitudes de interés. El
segundo comentario hace referencia al ajuste de los datos de Tsigankov y Efros. A
partir del andlisis de su trabajo se puede comprobar que el comportamiento de o1’
en escala logaritmica frente a 1/7% no es completamente lineal en todo el rango
de temperaturas considerado, y se puede apreciar concavidad en la curva. Aun asi,
el ajuste se realizé con todos los puntos, lo que lleva al valor de gy = 13,0. Con
todos estos argumentos resulta razonable asumir que nuestros datos representan

adecuadamente la ley de Mott en dos dimensiones.

Aunque el intervalo de temperaturas que hemos seleccionado abarca mas de un
orden de magnitud, se ha escogido de manera cuidadosa de acuerdo a las limitaciones
de nuestras simulaciones. En la zona de temperaturas altas, la distancia tipica de
salto ha de ser mayor que la distancia de percolacién, para mantener el régimen
de VRH. Mediante el analisis de percolacién por discos duros, Shklovskii y Efros
(1984) encontraron que el didmetro de percolacién, que equivale a la distancia de
percolacién en nuestro problema, es muy cercano a 2. Si usamos la ecuacién (|5.20))
para la distancia de salto tipica a T' = 0,3, y empleamos nuestro valor de Ty
hallado, encontramos que r}, es muy proximo a 2. Por esta razon, el valor superior
T = 0,3 puede considerarse como limite. En la zona de temperaturas mas bajas
debemos garantizar que la distancia tipica de salto sea bastante mas pequena que
las dimensiones del sistema, en concreto que L/2, para evitar efectos de tamanio
finito. En nuestro sistema de tamano 2000 tenemos L/2 = 22.4. Si aplicamos de

nuevo la expresion (5.20) para 7' = 0,04 obtenemos r, = 3,5, que entra dentro del
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rango de operacion razonable. No se han calculado datos para temperaturas mas

bajas, dado que en esas circunstancias no logramos alcanzar el régimen estacionario.

5.2.2. Ley de Efros-Shklovskii

Efros y Shklovskii modificaron el argumento de Mott para el estudio de la con-
ductividad en los sistemas interactuantes (Shklovskii y Efros| |1984)). La esencia del
calculo es la misma que en el caso sin interaccién. Unicamente hay que tener en

cuenta que la DOS es ahora de la forma
g(e) o |e — ep|*, (5.22)

tal y como se introdujo en la ecuacién (1.14). Si calculamos el ntmero de estados
en un entorno ¢y alrededor del nivel de Fermi obtenemos
€0
N(eg) / e — ep™1d(e — ep) ox €l (5.23)
—€o0
Por analogia con el argumento de Mott, la diferencia de energias, que seguiremos
llamando AFE, es de la forma

AE x 1 (5.24)

r

Podemos efectuar los mismos calculos que en el caso no interactuante, y encontramos

que la resistencia tipica dentro del régimen de VRH es ahora

Ti

1
2
RVRH X exp (TO) > (525)

donde Tj es, en esta ocasion, el pardmetro caracteristico. De este modo, la conduc-

3

que constituye la expresion para la ley de Efros-Shklovskii, cuyo exponente es in-

tividad satisface una relacion de la forma

oT" x exp , (5.26)

dependiente de la dimensién. v es, nuevamente, un parametro que depende de la
dimension del sistema. En 2D se deduce que v = 1, al igual que en la ley de Mott.
El caso tridimensional se analizara en el siguiente subapartado, donde obtendremos

un valor de v < 1.
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La distancia tipica de salto, ry, es, en este caso, de la forma

1
1 /Ty\2

El argumento general aplicado al caso con interaccién desprecia las correlaciones
entre electrones y el minimo de la densidad de estados en el nivel de Fermi para
temperaturas distintas de cero, por lo que no puede considerarse del todo correcto.

Del mismo modo que en la ley de Mott, el argumento anterior no permite dilu-
cidar de manera directa el valor de Tj. Los calculos de Efros y Shklovskii (1984)

muestran una dependencia del tipo

_ 5062
KE
Asimismo, estos autores determinaron que el valor de (3, en tres dimensiones era 2,8

(Shklovskii y Efros| [1984)). En 2D, Nguyen (ver referencia en Levin et al. (1987))

1o (5.28)

hallé un valor de 3, igual a 6,5.

Al igual que en el apartado anterior, hemos calculado los datos para conductivi-
dad en el régimen lineal en dos dimensiones, esta vez para un sistema interactuante.
El tamano es 2000 y el rango de temperaturas considerado, 0,05 < 7" < 0,9. En
la figura representamos o7 en escala logarftmica frente a 7-'/2. Los errores se
calculan, nuevamente, a través de la desviacion estandar de la conductividad de las
muestras. La dependencia lineal es buena, salvo en el rango de altas temperaturas.
Sin embargo, como argumentaremos a continuacion, la ley de ES sélo se cumple
para valores de T menores que 0,4, aproximadamente, por lo que el rango de ajuste
de los datos corresponde a los valores 0,05 < T < 0,3. A través de dicho ajuste
lineal, representado por la linea recta, obtenemos un valor Gy = 7,6 + 0,03. Dicho
valor difiere en casi un 20% del predicho por la teoria, y del valor hallado por
Tsigankov y Efros (2002) en sus simulaciones numéricas en el modelo de red. No
obstante, nuestros datos estdn en consonancia con los de Voje (2009), que obtiene
By = 7,3 para un modelo de red en 2D. Como en el caso sin interaccion, el error
de [y que hemos hallado es iinicamente estadistico. Aunque se ha prestado especial
cuidado, fenémenos como los efectos de tamano finito o la ausencia del régimen o

bien estacionario, o bien lineal, podrian afectar al error en la medida.
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Figura 5.2: Dependencia de la conductividad con la temperatura en el
régimen lineal para un sistema interactuante de tamano 2000 en dos dimen-
siones. La linea recta representa el ajuste de la ley de ES a los datos, dentro
del rango 0,05 < T < 0,3. A partir del valor de la pendiente obtenemos que
Bo = 7,6 +0,03.

El rango de temperaturas para el ajuste de la ley tedrica también se ha escogido
de manera cuidadosa en esta ocasién. A temperaturas mayores de 0,4 hemos com-
probado que el gap se encuentra lo suficientemente lleno, por lo que la ley de ES
comienza a fallar, dado que se apoya en la forma de la DOS a T' = 0. Ademas,
si tenemos en cuenta los errores calculados para la variable o, encontramos que el
coeficiente de y? del ajuste lineal de los datos de la grafica no varia aprecia-
blemente a partir del valor correspondiente a T' = 0,3. Este es el limite superior
en temperaturas que hemos considerado. A la temperatura mas baja calculada,
T = 0,05, encontramos que 7, = 3,06, en virtud de la expresion . Dicho valor
de T constituye un limite inferior muy razonable. A temperaturas mas bajas no
hemos conseguido alcanzar el régimen estacionario.

Los resultados obtenidos mediante simulacién numérica son dificiles de comparar
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con los experimentos, tanto para la ley de Mott como para la de ES. En casi todas
las situaciones experimentales se puede observar un buen comportamiento lineal del
mismo tipo que el mostrado en nuestras gréaficas. Sin embargo, a nivel general, la
determinacion de By y (p no resulta accesible de manera experimental. La razén
es que dependen de variables como £ o gy, magnitudes que son dificiles de medir
en la mayoria de sistemas considerados. En las situaciones en las que es posible
determinar sus valores, se produce una evidente discrepancia con las simulaciones.
Por lo general, los resultados experimentales revelan unos valores de By v 5y menores
que los tedricos. Esto puede deberse a la ausencia de transiciones multielectronicas

en el calculo de la conductividad.

Ley de Efros-Shklovskii en tres dimensiones

Un método adecuado para determinar, en 3D, el prefactor de la forma T mostra-
do en la ecuacion , consiste en considerar al sistema como una red de resisten-
cias aleatorias, tal y como comentamos previamente. Supongamos, a raiz de los
calculos del apartado anterior, que la conductividad esta gobernada por resisten-
cias del tipo

1
R; o exp (%) g (5.29)

donde {a;} es un cierto conjunto de variables. Podemos considerar que la red de
resistencias de nuestro sistema que contribuye a la conductividad esté formada por

un conjunto de resistencias aleatorias
R; = Ryexp (wz;), (5.30)

donde z; € [0,1]. En esta expresién, w estd relacionado directamente con el factor
1/ VT. Dado que la distribucién es exponencial, para valores w > 1 podemos supo-
ner que las resistencias mas grandes llevan una corriente despreciable, y se pueden
eliminar del conjunto sin que la resistencia total del sistema se vea afectada. Una
aproximacién a la resistencia total podria obtenerse, como en el caso bidimensional,
mediante percolacién. Consideramos tnicamente las resistencias con x; < x., donde

x. constituye el umbral de percolacion. De este modo habra un tnico camino de
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conduccién y la resistencia total del sistema se podrd aproximar por la mayor de
las resistencias en serie que forman el camino, que llamaremos resistencia critica.

Su expresion vendra dada por
R. = Ryexp (wxe). (5.31)

Esta aproximacion falla, dado que para tamanos lo suficientemente grandes debe
verificarse la ley de Ohm, y la resistencia del sistema vendra determinada por la
ecuacion .

Para mejorar la aproximacion vamos a aumentar el conjunto de resistencias
consideradas por encima del umbral de percolacion. Esto es, consideramos las re-
sistencias que cumplen x; < x1, con x; > xz.. De este modo, el conjunto total
formara una red interconectada, donde llamaremos A(z1) a la longitud tipica entre
dos conexiones. La resistencia tipica de cada rama, r(z1), serd mayor que R., dado
que en la mayor parte de las ramas debe haber resistencias mayores. Para z; no

muy alejado de x, podemos hacer un desarrollo en serie del tipo
(1) = Re[l + ar (1 — x)* + -], (5.32)

donde a representa un cierto exponente que no depende de w, aunque si dependeran
R. y el coeficiente del desarrollo a;. Cuando el tamano de la muestra es L > A la

conduccién es de caracter 6hmico, y el valor de la resistencia del sistema es

)\(ZL‘l)d*Z

R(L) = r(m) 245

(5.33)
Dado que nos encontramos cerca del umbral de percolacion podemos considerar que
Mzy) = ce(xy —z) 77, (5.34)

donde ¢ es una constante y v es cierto exponente que proviene del calculo de perco-
lacién, que es independiente de la red seleccionada. Ahora debemos buscar el valor
de 27 que minimiza la resistencia R(L) y, por lo tanto, optimiza la conduccién. Si

tomamos d = 3 tenemos

dR(L) o
e (=t (5.35)
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Sustituimos este valor en la expresion (5.33) y obtenemos que el valor de la resisten-
cia minima es de la forma
Rc v/a

Ruin(L) o 07" (5.36)

Como ejemplo, podemos realizar el célculo para una red simple cibica en 3D
con un modelo de enlaces. En ella, el umbral de percolacién es x. = 0,2488 (Lorenz
y Ziff, |1998). Empleamos las unidades Ry = 1y ¢ = (¢ —v)/a. En tres dimensiones,

v = 0,88 (Stauffer y Aharony| 1992)). Si tomamos a = 1, en virtud de la ecuacién
(5.36) obtenemos la expresién

Runin(L) ~ exp (W) (5.37)

wl/
Dado que hemos argumentado que w o< 1/ VT, la dependencia extra en tempera-
turas introducida por nuestra aproximacién es del modo T~*/2. Este hecho, unido a
la dependencia proporcional a 7', que se introdujo en la ecuacién (5.7, nos lleva a

—v/2+1 para la expresion de la resistencia, en lugar

considerar un prefactor del tipo T
de T. Para la conductividad, dicho término es de la forma T7*/?~1 Nuestro sistema
es equivalente al sistema tridimensional con modelo de enlaces, por lo que podemos
sustituir el valor v = 0,88 y hallar la siguiente dependencia en temperaturas para
la expresién de la conductividad

1
T 2
0T =o exp (?0) : (5.38)

Las simulaciones de la ley de ES en 3D constituyen un campo atin por explorar.
En los modelos con desorden posicional es dificil alcanzar tamanos grandes, lo que
deriva en efectos de tamano finito a bajas temperaturas, dado que las dimensiones
del sistema son comparables a la longitud tipica de salto. Ahora, en tres dimensiones,
L = N3,y para un tamaiio 2000, que ya resulta costoso de simular, se obtiene
L/2 = 6,3. Por esta razon resulta dificil obtener un rango amplio de temperaturas.
En los modelos de red, los tamanos de simulaciéon pueden ser un poco mas grandes,
pero tienen la limitacion de que la distancia de salto ha de ser mucho mayor que
el parametro de red. Este hecho acorta el rango de temperaturas de estudio, del

mismo modo.
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En nuestras simulaciones hemos calculado los datos correspondientes a la con-
ductividad en el régimen lineal para un sistema de tamano variable, dentro del
rango de temperaturas 0,02 < T < 1,5. Los datos de temperaturas altas, hasta
0,05, inclusive, se han calculado para un sistema de tamano 2000. A partir de dicho
valor los efectos de tamano finito comienzan a cobrar importancia. Es por ello que
para las temperaturas mas bajas se ha empleado un sistema de tamano 8000. Se ha
prestado especial interés en alcanzar un estado estacionario, asi como en los efec-
tos de tamano finito a las temperaturas menores. El rango de ajuste de los datos
para obtener la ley de ES esta restringido al intervalo 0,02 < T < 0,08, mucho
mas reducido que en las simulaciones en 2D. Ello se debe a que, para temperaturas
mayores de 0,08, el gap se encuentra suficientemente relleno. Estos tltimos datos
se calcularon con objeto de comprobar el cruce con la ley de Mott y el régimen

activado, pero ninguno de ellos parece cumplirse en el rango considerado.

En la figura representamos o7%%% en escala logarftmica frente a 7-/2. El
error de los datos se calcula, una vez mas, a partir de la desviacién estandar de la
conductividad de las muestras, y es del orden del tamano del punto. La dependencia
lineal en la regién de ajuste es muy buena, lo que verifica la validez de la aproxi-
macion mediante la red de resistencias aleatorias discutida anteriormente. La linea
recta representa el ajuste lineal de los datos. A partir de la pendiente obtenemos un
valor By = 3,4 £ 0,02, bastante cercano al propuesto por Shklovskii y Efros (1984]),

cifrado en 2,8. El error en (3, es, como en el caso en 2D, iinicamente estadistico.

Una vez obtenido [y, podemos analizar la validez del rango inferior de tempe-
raturas considerado. Para un sistema de tamano 2000 tenemos L/2 = 6,3. En virtud
de la ecuacion , si empleamos nuestro valor calculado de Tj, obtenemos que
la distancia tipica de salto a T" = 0,05 es igual a 2,1. Dicho valor se aproxima a las
dimensiones del sistema, con lo cual no resulta conveniente realizar simulaciones a
temperaturas mas bajas con este tamano. Sin embargo, para N = 8000 se obtiene
L/2 = 10, dimensiones que son adecuadas para realizar calculos hasta T" = 0,02,
donde obtenemos que la distancia tipica de salto es igual a 3,3. La simulacién de

temperaturas aun mas bajas resulta una tarea dificil. A partir de T" = 0,02 es
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necesario considerar tamanos mayores de 8000, unido a la necesidad de obtener

tiempos mas largos para alcanzar el régimen estacionario.
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Figura 5.3: Dependencia de la conductividad con la temperatura para un
sistema interactuante de tamamno 2000 en tres dimensiones. La linea recta
representa el ajuste de la ley de ES a los datos, dentro del rango 0,02 <T' <

0,08. A partir del valor de la pendiente obtenemos que By = 3,4 &+ 0,02.

5.2.3. Relajacién de la conductividad

Del mismo modo que analizamos la relajacién de la energia en el capitulo 4,
hemos realizado cédlculos para la relajaciéon de la conductividad. El algoritmo em-
pleado en esta ocasién ha sido el de Tsigankov et al. (2003)), por lo que los tiempos
alcanzados en las simulaciones son mucho menores que en el caso de la energia. En
concreto, el tiempo méximo alcanzado es del orden de 10° pasos de Monte Carlo.

En la figural5.4|representamos la conductividad o frente a ¢ en escala logaritmica,
para un sistema de tamano 2000 a 7" = 0,02. El valor del campo eléctrico es 0,001.

Los datos se han hallado mediante el calculo numérico de la derivada con respecto
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al tiempo de la variable centro de masas del conjunto de cargas. El procedimiento
seguido consiste en realizar un ajuste multilineal por tramos en toda la curva. A
raiz de la representacién se puede inferir que la escala natural para el proceso de
relajacion es logaritmica, como en el caso de la energia, pero no somos capaces de
obtener una ley que proporcione una buena dependencia entre ambas magnitudes.
El principal problema reside en los cortos tiempos de simulacion alcanzados. Uno de
nuestros objetivos a corto plazo consiste en la implementacién del método de cluster
para el calculo de la conductividad, con el fin de alcanzar tiempos mas largos. Esto
nos permitird comparar los datos con el grueso del trabajo experimental acerca de

relajacion lenta, centrado en el cdlculo de la conductividad.
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Figura 5.4: Conductividad en funcién del tiempo en escala logaritmica co-
rrespondiente a un proceso de relajacién, para un sistema con N = 2000
y T = 0,02. Los datos muestran que la escala natural de relajacién es lo-

garitmica.
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5.3. Conductividad en el régimen no lineal

En esta seccién analizaremos los efectos de la aplicacién de un campo eléctri-
co fuera del régimen lineal a nuestro sistema. Los efectos no lineales en el trans-
porte electrénico son especialmente importantes en los vidrios de Coulomb. En
estos sistemas, a muy bajas temperaturas, la presencia de interacciones incrementa
el comportamiento no lineal y puede establecer una temperatura efectiva para los
electrones, de nuevo mayor que la del bano térmico. En esta situacién, la conduc-
tancia térmica entre los electrones y los fonones no es suficiente para disipar toda
la potencia eléctrica proporcionada al sistema.

Podemos encontrar un elevado niimero de estudios acerca de los efectos no linea-
les en sistemas que exhiben un régimen de VRH en presencia del gap de Coulomb.
Por el contrario, no hay una teoria adecuada que describa dichos fenémenos. Al-
gunos resultados experimentales se han interpretado en términos de estudios tedricos
disenados para el régimen de VRH no interactuante, que se extienden al caso con
interacciéon mediante la adaptacion de la longitud tipica de hopping. Para campos
eléctricos que satisfacen la condicién & < € < kgT'/(ea), donde &. = kgT'/(eX), a
es la distancia promedio entre los centros de impureza que son primeros vecinos, e
es la carga del electrén y A es una distancia tipica de hopping, estos modelos tedricos

predicen, para el caso interactuante, una conductividad de la forma
o(T,€) =o(T,0)exple(E — E)N/ (ksT)]. (5.39)

Los diferentes modelos difieren en la expresién concreta de A. El argumento de Pollak
y Riess (1976) adaptado al régimen de VRH en presencia del gap de Coulomb da
lugar a A oc T~2 mientras que el propuesto por Shklovskii (1976) obtiene una
dependencia del tipo A oc T~!. Estos modelos tedricos recibieron el nombre de
modelos de efecto de campo y, como comentamos en la seccién 1.4, tuvieron relativo
éxito en la explicacién de los primeros resultados experimentales. Por ejemplo, los
resultados de Grannan et al. (1992) concordaban con el modelo de Pollak y Riess
(1976), mientras que los de Zhang et al. (1998)) lo hacian con el modelo de Shklovskii
(1976)).
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En 1990, Wang et al. (1990) presentaron un minucioso estudio en Ge dopado por
transmutacién de neutrones, que no pudo explicarse de manera tedrica por ninguno
de los modelos de efecto de campo. En cambio, los resultados concordaban con el
llamado modelo de electrones calientes. Este modelo supone que la potencia eléctrica
suministrada al sistema se deposita en los electrones y se disipa por los fonones a
través de la interaccion electrén-fonén. Para sistemas en el régimen de conductividad
por saltos, a muy bajas temperaturas, el acoplamiento electrén-fonén es muy débil
como para termalizar de manera conjunta los sistemas electrénico y fonénico. En
lugar de ello, la interaccion electrén-electrén produce una temperatura efectiva,
Ty, para el sistema electrénico, magnitud que es mayor que la temperatura del
bano térmico. Este modelo también supone que la conductividad, para cualesquiera
valores del campo &£ y la temperatura 7', s6lo depende del sistema electronico, y

equivale a considerar la conductividad lineal a la temperatura efectiva

1
1o\ 2
Tef

El valor de T.; se puede calcular a partir de la conductividad térmica entre los

o(T,E) = o(T,0) x exp (5.40)

electrones que contribuyen a la conduccion y el bano térmico. Esta cantidad no
se conoce para sistemas con hopping. Una aproximacién rudimentaria que se suele
emplear consiste en suponer que es proporcional a cierta potencia de T', como en el
caso de los metales. Por lo tanto, T¢; se suele relacionar con la potencia eléctrica P
a través de la expresion

P=K <T§ - Tﬁ> . (5.41)

Aqui, K es una constante y 3 es cierto exponente caracteristico.

Zhang et al. (1998) llevaron a cabo un estudio sistemético de los efectos no
lineales en Si y Ge dopados, y concluyeron que los modelos de efecto de campo ex-
plicaban adecuadamente los resultados cuando Ty /T > 135, mientras que el modelo
de electrones calientes proporcionaba un mejor ajuste en el limite contrario. En
consonancia con estos estudios, Gershenson et al. (2000) determinaron que en sis-
temas con longitudes de localizacién pequenas (y por lo tanto, valores grandes de

To) los modelos de efecto de campo resultan vélidos, mientras que, para valores
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pequenos de dicha magnitud, es el modelo de electrones calientes el que ofrece una
explicacién satisfactoria de los experimentos. Recientemente, se han interpretado
numerosos resultados experimentales con el modelo de electrones calientes (Leturcq
et all 2003} Minkov et al., [2004; (Galeazzi et all 2007} |Jain y Raychaudhuri, 2008;
Fisher et al.l 2009) y con los modelos de efecto de campo (Ladieu et al.l 2000; Yu
et al., 2004).

El modelo de electrones calientes unido a la fuerte dependencia de la conductivi-
dad con la temperatura, presenta una inestabilidad para valores de 7' muy pequenos.
Al partir de cierto voltaje aplicado, el valor de la corriente eléctrica cambia abrup-
tamente en varios 6rdenes de magnitud (Ovadia et al) 2009). Este efecto se ha

explicado en términos de una inestabilidad en la temperatura efectiva (Altshuler ef

all, 2009).

En nuestras simulaciones de Monte Carlo, calculamos la conductividad en el
régimen no lineal en funcién de la temperatura y el campo eléctrico aplicado. Pode-
mos determinar directamente el valor de T de los electrones con los procedimientos
que empleamos en el capitulo 4. Del mismo modo, podemos medir por separado las
potencias totales absorbida y emitida por el sistema. Por ello, nuestros resultados
constituyen una buena herramienta para comprobar la validez tanto del modelo de
electrones calientes como de las expresiones utilizadas para modelar la temperatura
efectiva. En las siguientes subsecciones estudiaremos T y su relacion con la potencia
eléctrica aplicada, analizaremos Ty¢ desde el punto de vista del FDT, obtendremos la
expresion para la conductividad no lineal y analizaremos la aplicabilidad del modelo

de electrones calientes.

En nuestro programa, comenzaremos desde una configuracién aleatoria y seguire-
mos la dindmica del sistema a una temperatura y un campo eléctrico dados, moni-
torizando las magnitudes relevantes en funcion del tiempo. Una vez alcanzada una
situacion estacionaria, obtendremos la conductividad de cada muestra, de nuevo,
a través del desplazamiento del centro de masas promediado de los electrones, por
unidad de tiempo. El rango de temperaturas que estudiamos abarca de 0,05 a 0,5.

El niimero tipico de muestras empleadas es 5000. Los valores del campo eléctrico
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& ascienden hasta valores mayores de 27". Como comprobacion para la consistencia
de los resultados hemos simulado, del mismo modo, un modelo de red para hallar la
dependencia de la conductividad con el campo eléctrico £ y compararla con el mo-
delo con desorden posicional. Hemos comprobado que los resultados no dependen,

de manera cualitativa, del modelo empleado.

5.3.1. Temperatura efectiva

En las simulaciones de relajacién del capitulo 4 observamos que la lenta forma-
cion del gap de Coulomb derivaba en una probabilidad de ocupacion gobernada por
una temperatura efectiva T, mucho mayor que la correspondiente al bano térmico.
Cabe preguntarse si ocurre una situacion similar en el régimen no lineal debido a
las excitaciones producidas por la aplicacién del campo eléctrico. Para dar una res-
puesta adecuada resulta conveniente realizar un estudio similar al que realizamos
en el capitulo 4.

Una vez alcanzada una situacién estacionaria para la conductividad calculamos
la probabilidad de ocupacién de sitios f(e —ep), tal y como se definié en la ecuacion
. Del mismo modo que en relajaciéon, hemos comprobado que esta magnitud
sigue de manera adecuada una DFD a una temperatura efectiva Ty, que depende
de Ty del campo aplicado £. En la figura representamos la probabilidad de
ocupacion de sitios cerca del nivel de Fermi en funcién de la energia de sitio para
T = 0,1y los valores del campo & = T'/2 (circulos) y € = T (cuadrados). El tamano
es 2000. Las lineas continuas son las DFD correspondientes a Ty = 0,112 y 0,136,
respectivamente.

La probabilidad de encontrar una excitacion electrén-hueco de las denominadas
lentas, de energia positiva o negativa, sigue una distribucién muy similar a la de
las energias de sitio. En la préctica, como en el capitulo 4, es mas sencillo calcular
Ty a partir de las excitaciones, dado que la estadistica es mejor y el procedimiento
es independiente de la eleccién del nivel de Fermi. Es por ello que en el resto del
capitulo trataremos con los resultados obtenidos a partir de las excitaciones, salvo

que se indique lo contrario. En la figura[5.6| representamos la funcién de distribucién
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asociada a las excitaciones lentas, determinadas con el criterio de que la distancia
electrén-hueco sea mayor que 10. El tamano es N = 2000, la temperatura es T' = 0,1
y el campo eléctrico es £ = T'. La linea continua representa la DFD a Ty = 0,142.
Este valor es muy similar al obtenido a partir de la curva correspondiente a £ = T" en
la figura[5.5] La calidad del ajuste de las DFD a los datos de ambas figuras indica que
la interaccion electron-electréon produce una termalizacion de los electrones cerca
del nivel de Fermi a la temperatura efectiva. Sin embargo, no todos los electrones
estan termalizados a Ty. Los modos electronicos rapidos, como las excitaciones

electron-hueco cortas, estan equilibradas a 7'.

1,0 ¢

0,8

0,6

Sle-¢€;)

0,2

0,0

Figura 5.5: Probabilidad de ocupacién de sitios cerca del nivel de Fermi
para un sistema de tamano 2000 a 7' = 0,1 y los valores del campo €& = T'/2
(circulos) y € = T (cuadrados). Las lineas continuas son las DFD a Ty =

0,112 y 0,136, respectivamente.

Las situaciones estacionarias que se encuentran dentro del régimen de respuesta
lineal cumplen que Ty ~ T'. Operacionalmente, en todos los tamanos considerados,
hemos comprobado que un rango adecuado para considerar £ dentro del régimen

lineal es £ < T'/20. Para valores superiores, las diferencias entre Tyr y T comienzan
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Figura 5.6: Funcién de distribucion de excitaciones lentas para un sistema
de tamano 2000 a T'= 0,1 y £ = T. La linea continua representa una DFD
a Ty = 0,142.

a ser apreciables.

La existencia de dos temperaturas diferentes en el sistema electrénico se puede
observar, nuevamente, a partir de la generalizacién del teorema de fluctuacién-
disipacién descrita en la seccion 4.5. Calculamos la funcién de correlacién para la
ocupacion de sitios, en funcion del tiempo, tal y como se definié en la expresién
(4.16]), v la respuesta del sistema ante un pequeno cambio en las energias de sitio
aleatorias. Este cambio estd controlado, de nuevo, por un campo externo f, sufi-
cientemente pequeno para garantizar el régimen de respuesta lineal. El valor éptimo
encontrado es f = 0,01, muy cercano al valor de 0,008 determinado en la seccién
4.5. En la figura representamos curvas paramétricas de la funcién de respuesta
total frente a la funcién de correlacion a los mismos intervalos temporales, ambas
divididas por Cy. La funcién respuesta total se ha dividido por 3 f, con 5 = 1/(kgT).
Empleamos la misma notacién que en la seccion 4.5. El tamano del sistema es 1000 y

la temperatura es 0,05. Las curvas corresponden a los valores £ = 0,087, Ty 1,57,
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desde la parte superior hasta la inferior de la grafica. Se observan dos regimenes
lineales bien diferenciados. La inversa de la pendiente en cada uno de los tramos
rectos que se desvian del comportamiento lineal esta directamente relacionada con
el valor de la temperatura efectiva. La linea continua tiene un valor de —1, que es
el valor tedrico predicho por el teorema de fluctuacion-disipacion en equilibrio. To-
das las curvas comienzan, a tiempos cortos, en la esquina inferior derecha con una
pendiente igual —1, como requiere el teorema. Los intervalos de tiempo largos, y
por ello procesos lentos, corresponden a la parte izquierda de la grafica y presentan
una pendiente menor que 1, en valor absoluto, correspondiente a una temperatura
efectiva mayor que T'. Las lineas discontinuas tienen pendientes igual a la inversa
de —T/T, deducida a partir de la ocupacion de sitios en esta ocasiéon. Como se

observa, para todas las curvas, el acuerdo entre ambos calculos es bastante bueno.

015 T T T T T T T T
04| —F= 0,08 _
’ —E=0,1
—~ ——E=0,15
=
ﬁo 0,3 | -
N’
=
~ 02} )
N)
=
N
S o1l _
~N
0’0 | | | | | | | |
055 060 065 070 075 080 085 090 095 1,00

1

C(1.1)IC,

Figura 5.7: Funcion respuesta dividida por Gf, frente a la funcién de cor-
relacion, normalizadas. Las lineas discontinuas tienen pendientes igual a

T /Ts, con T obtenida a partir de la ocupacion de los sitios.

En las curvas anteriores podemos apreciar tramos lineales bastante buenos para

los procesos lentos, lo cual implica temperaturas efectivas bien definidas, mucho
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mejor que en el caso de relajacion. En el apartado 4.5, observabamos un compor-
tamiento similar, con pendientes diferentes de —1, pero variables con el tiempo,
debido a que el sistema se encontraba en un proceso de relajacién constante. Es
conveniente anadir que el empleo del teorema de fluctuacion-disipacién para de-
terminar T, es un procedimiento con mucho ruido que requiere promediar sobre
muchas muestras, y resulta menos conveniente que el método asociado a las fun-
ciones de distribucién. Por contra, su aplicaciéon es bastante general, mientras que en
nuestro caso se requiere la identificacién explicita de los procesos lentos. En vidrios

de espin, por ejemplo, no hemos podido aplicar el método con buenos resultados.

Nuestro calculo directo de Ti; resulta interesante para evaluar la validez del mo-
delo de electrones calientes. A tal efecto, hemos estudiado, de manera sistematica,
la temperatura efectiva en términos de £ y T'. En la figura [5.8| representamos 7Ty
en funcién de & para las temperaturas T = 0,06 (circulos), 0,08 (tridngulos) 0,1
(tridngulos invertidos) y 0,12 (rombos). Hemos realizado los célculos para dos lon-
gitudes de localizacién: £ = 1 (simbolos llenos) y & = 2 (simbolos huecos). El tamano

es N = 2000. Las lineas representan una guia visual.

Podemos solapar los datos correspondientes a las diferentes temperaturas me-
diante la representacion de Te—T en funcién de £/ VT, tal y como se puede observar
en la figura 5.9 Los datos para la misma longitud de localizacién solapan bastante
bien. Para campos eléctricos pequenos todos los datos colapsan a la misma curva,
pero para £/ VT > 0,3 los datos para cada & siguen curvas distintas que, en buena
aproximacion, son lineas rectas. El exceso de temperatura es, aproximadamente,
proporcional a £/ VT, cantidad que representa la energia ganada en un salto tipico,
dado que la longitud de hopping caracteristica es proporcional a & \/m (en el
régimen lineal). El valor de T, es proporcional a 7!, como introdujimos en la
ecuacion y, sin embargo, la dependencia con & de la pendiente de las diferentes
curvas de la figura es mas fuerte que la dependencia de la forma /€ que se
espera. Una posible explicacién es que, dentro del no régimen lineal, la distancia
tipica de salto no sea de la forma \/m. Segun el modelo de electrones calientes,
la dependencia de esta distancia es del tipo /Ty/Ter. En la figura , las lineas
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Figura 5.8: Temperatura efectiva en funciéon del campo £ para un sistema
de tamano 2000. Las temperaturas consideradas son 7' = 0,06 (circulos),
0,08 (tridngulos), 0,1 (tridngulos invertidos) y 0,12 (rombos). Los simbolos

llenos y huecos corresponden a £ = 1 y 2, respectivamente.

representan las predicciones de dicho modelo para las longitudes de localizacién
¢ = 1 (linea continua) y 2 (linea discontinua). Como se verd en la subseccién
5.3.4, a través del estudio de la potencia disipada total se puede extraer un mayor
conocimiento del comportamiento de Ty — T', y volveremos a analizar los datos de
la figura 5.9}

En el régimen no lineal, el campo produce un llenado parcial del gap de Coulomb.
Si analizamos la densidad de estados en el nivel de Fermi, gg = ¢(0), encontramos
que es proporcional a T, del mismo modo que se vio en la seccién 4.2. Este com-
portamiento es similar a la dependencia de gg con T' en equilibrio (véase la seccién
3.1). La hipdtesis de que este resultado general se debe a la linealidad del gap, en
dos dimensiones, cobra fuerza a la luz de los datos presentados. En la figura [5.10
presentamos los datos de gy en funcion de Ty, calculada ésta a partir de las ex-

citaciones de una particula, para un sistema de tamano 2000 (circulos). Los errores
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Figura 5.9: Tt — T en funcién de &/ VT para los mismos datos que la
figura Las temperaturas son 7" = 0,06 (circulos), 0,08 (tridngulos), 0,1
(tridngulos invertidos) y 0,12 (rombos). Los simbolos llenos y huecos corres-
ponden a £ = 1 y 2, respectivamente. Las lineas son las predicciones del
modelo de electrones calientes (como se verd en la subseccién 5.3.4) para

¢ =1 (linea continua) y 2 (linea discontinua).

se han calculado suponiendo que el histograma de la densidad de estados de una
particula es una distribuciéon de Poisson, y son del orden del tamano del punto.
A partir del ajuste lineal (linea continua) extraemos el valor 0,60 + 0,01 para la
pendiente. La dependencia lineal observada es buena. La pendiente calculada es
del orden de la encontrada en los célculos de equilibrio, cuyo valor era 0,72 £ 0,01.
Por ello, hemos anadido a la figura la representacién de gy en funcion de T
en equilibrio. La linea discontinua representa la extrapolacién del ajuste lineal de
los datos de equilibrio. Los resultados presentados ratifican la validez de gy como

termometro para la medicién de Ty en multiples situaciones.
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Figura 5.10: Minimo de la densidad de estados, go, frente a Tyt (circulos).
La linea continua representa el ajuste lineal de los datos, del cual extraemos
el valor 0,60 + 0,01 para la pendiente. Se ha anadido la gréfica de la depen-
dencia de gg con T en equilibrio (cuadrados), cuyo ajuste lineal se muestra

extrapolado (linea discontinua).

5.3.2. Conductividad no lineal

Hemos calculado la conductividad para diferentes valores del campo eléctrico y
la temperatura, dentro del régimen de VRH. Fuera del régimen lineal, es necesario

definir la conductividad. En nuestro caso se ha determinado como

i(T,€)
g )

o(T, &) = (5.42)

donde j es la densidad de corriente asociada al sistema. Observamos la presencia
de un régimen lineal muy pequeno para valores reducidos de £ y un crecimiento
sistematico de o para valores mayores. Este crecimiento también depende de T
En la figura representamos o(7,€) en escala logaritmica frente a £, para los
mismos valores de T' que en las figuras y b.9 El tamano es N = 2000. Las

temperaturas son 7' = 0,06 (circulos), 0,08 (tridngulos), 0,1 (tridngulos invertidos)
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y 0,12 (rombos) y las longitudes de localizaciéon son & = 1 (simbolos llenos) y
2 (simbolos huecos). Las lineas son una guia visual. Hemos realizado ajustes a
varias funciones para obtener una expresiéon del logaritmo de la conductividad con
el campo eléctrico, pero la dependencia entre ambas variables es complicada. Los
modelos de efecto de campo no funcionan dentro del rango de parametros empleados
en nuestras simulaciones, dado que no encontramos un régimen lineal bien definido

para la representacién de la variable Ino (T, ) en funcién de €. Podemos solapar

10" - o,@/ows .
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&

Figura 5.11: Conductividad en escala logaritmica en funcién de £ para T =
0,06 (circulos), 0,08 (tridngulos), 0,1 (tridngulos invertidos) y 0,12 (rombos)
y las longitudes de localizacién £ = 1 (simbolos llenos) y 2 (simbolos huecos).

El tamano de las muestras es N = 2000.

los datos para las diferentes temperaturas, pero para cada valor de £ por separado,
mediante la representacién de o(T,&)/a(T,0) en términos de £/T?. En la figura
[5.12 representamos dichas magnitudes, para los mismos datos que en la figura [5.11]
Empleamos los mismos simbolos que en dicha figura. Las curvas corresponden a
las predicciones del modelo de electrones calientes para £ = 1 (linea continua) y 2

(linea discontinua), que se describird en las subsecciones siguientes.
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Figura 5.12: Representacién de o(T,E)/o(T,0) en escala logaritmica en
funcién de £/T? para los mismos datos que en la figura Las curvas
corresponden a las predicciones del modelo de electrones calientes para & = 1

(linea continua) y 2 (linea discontinua).

Segin los modelos de efecto de campo, el solapamiento de los datos de la con-
ductividad en funcién de £/T? indicarfa que la longitud tipica de hopping para los
efectos no lineales es inversamente proporcional a v/T, como predice el modelo de
Shklovskii (1976)). Sin embargo, en nuestro caso, In [o(T,E)/c(T,0)] no es propor-
cional a £/T? y la dependencia de la longitud de localizacién no es la esperada.
En la subseccién 5.3.4 mostraremos que los resultados de nuestras simulaciones se

explican mucho mejor en términos del modelo de electrones calientes.

5.3.3. Conductividad en funcion de la temperatura efectiva

La conductividad en el régimen lineal sigue la ley del tipo 772, tal y co-
mo mostramos en la subseccion 5.2.2. En la figura representamos, mediante

cuadrados, o(7T,0) en funcién de 7-'/2. El conjunto inferior de datos corresponde



5.3 Conductividad en el régimen no lineal 159

a & =1 (simbolos llenos), y el superior a £ = 2 (simbolos huecos). Las lineas rectas
son el ajuste lineal de los datos. El conjunto correspondiente a & = 2 no se utilizo en
la subseccion 5.3.2 para determinar el valor del parametro Tg, dado que no logramos

abarcar un rango de temperaturas amplio en las simulaciones.

Figura 5.13: Representacién de o(7,0) en escala logaritmica, en funcién
de T—1/2 (cuadrados grandes) para ¢ = 1 (conjunto inferior de datos) y

¢ = 2 (conjunto superior). Los simbolos pequenos corresponden al régimen

no lineal, y son los datos de o (T, E) frente a Te;1/2.

Podemos comprobar la validez del modelo de electrones calientes, que supone
que a unos valores dados de £ y T' la conductividad es la misma que en el régi-
men lineal, pero a la temperatura T.;. Para ello haremos uso de los valores de Ty
calculados a partir de las excitaciones lentas de un electrén. En la figura re-
presentamos, junto a los datos correspondientes al régimen lineal, o (7, £) en escala
logaritmica frente a T(;l/ ?_ para las temperaturas T = 0,06 (circulos), 0,08 (tridngu-
los), 0,1 (tridngulos invertidos) y 0,12 (rombos). Las longitudes de localizacién son
¢ = 1 (simbolos llenos) y 2 (simbolos huecos). Se puede observar que los datos co-

rrespondientes al régimen no lineal siguen relativamente bien la ley del tipo 7~/
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propia del régimen lineal. El acuerdo es muy bueno para el caso & = 2. Este he-
cho concuerda con los resultados experimentales, que muestran que el modelo de
electrones calientes funciona mejor para valores pequenos de Ty /T, que en nuestro
caso corresponde a valores de ¢ grandes. Se puede interpretar que el incremento de
o para valores grandes del campo se debe, aproximadamente, a un incremento en
Tyt La similitud con los datos correspondientes al régimen lineal permite emplear el
valor de Tj calculado en la subseccion 5.3.2 para estimar el valor de la temperatura
efectiva de las muestras a partir de la medida de su conductividad.

Para comprobar con mas detalle las predicciones del modelo de electrones calien-

tes debemos estudiar la potencia eléctrica disipada por el sistema.

5.3.4. Potencia disipada

La relacion entre la temperatura efectiva y el campo eléctrico se puede asociar
con la disipacién de energia del sistema (Altshuler et al., 2009). Muchos autores
suponen que la potencia suministrada por el campo eléctrico esta relacionada con
Ty a través de la ecuacion ([5.41f). Para determinar el valor de T.s emplean las
suposiciones del modelo de electrones calientes, a través de la relacion o(7,E) =
0(Te,0). En nuestras simulaciones podemos determinar T, mucho mejor, a partir
de la ocupacion de sitios o de la funcién de distribucién asociada a las excitaciones
largas. Ademads, calculamos de manera separada las potencias absorbida y emitida
por el sistema.

En la secciéon 3.5 calculamos la potencia absorbida por los fonones del sistema y
la potencia emitida en equilibrio, en ausencia de campo eléctrico. En el rango de T’
considerado, encontramos que ambas magnitudes, que llamaremos aqui P, v Pem,

respectivamente, siguen una ley de potencias
Pabs = Pem X T>\- (543)

A partir de nuestros datos, hallamos que A = 2,15. Como indicamos en la seccion
3.5, comprobamos que la mayor contribucion a las potencias absorbida y emiti-

da proviene de las excitaciones cortas del sistema, que nombramos como dipolos



5.3 Conductividad en el régimen no lineal 161

blandos o transiciones débiles.

En el estudio del régimen no lineal hemos calculado la potencia absorbida y la
potencia emitida en términos de Ty £. La diferencia entre ambas es la potencia
eléctrica proporcionada por el campo, o(T,E)E?. A partir de nuestros datos ob-
servamos que la potencia emitida por el sistema es igual a la potencia emitida en
equilibrio, dada por la ecuacion , mas un término que depende solo de Ty.
Dicho término se puede modelar mediante una ley de potencias, como se supone
generalmente en la literatura (Altshuler et al) 2009). Sin embargo, la potencia ab-
sorbida es igual a la potencia en equilibrio mas un término que depende a la vez de
T y de T.;. Este ultimo término esta en desacuerdo con la suposicion estandar de la
literatura, que considera que depende unicamente de 7', como se puede observar en
la expresion . La dependencia de la potencia absorbida con T' es clara, dado
que esta directamente relacionada con el nimero de fonones que se encuentran a
la energia propia de la transicion. Las transiciones electronicas involucradas que
producen corriente neta son las que corresponden a la zona interna del gap, y estan
termalizadas a la temperatura efectiva. Por esto, la potencia absorbida también
depende de Ty.

Llamemos esta vez P... a la potencia eléctrica proporcionada por el campo,
para diferenciarla de los calculos previos de otros autores. Si escribimos Py, como

la diferencia entre las potencias emitida y absorbida llegamos a la expresion
Paee = 0(T,E)E? = ¢ (TG — T*) T (5.44)

Los exponentes « y (3 son dos parametros que dejamos libres en el ajuste de la
expresion anterior a nuestros datos y ¢ es una constante. El mejor ajuste se produce
para los valores a = 1,99 y § = 5,26, aunque el correspondiente a a« =2y =5
también es razonablemente bueno. En la figura representamos (1% — T?) T3
en funcién de P. para varias temperaturas. Estas son T = 0,06 (circulos), 0,08
(tridngulos), 0,1 (tridngulos invertidos) y 0,12 (rombos), y la longitud de localizacién
es £ = 1. El tamano es N = 2000. La linea recta es el ajuste lineal de los datos,
que se ha forzado a pasar por el origen. Se puede observar, a partir de la gréfica, el

buen solapamiento de los datos y el buen comportamiento lineal.
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Figura 5.14: Representacién de (T2 — T%)T3 frente a o (T, E)E? para T =
0,06 (circulos), 0,08 (tridngulos), 0,1 (tridngulos invertidos) y 0,12 (rombos).
La longitud de localizaciéon es £ = 1. La linea recta es el el ajuste lineal de

los datos, forzado a pasar por el origen.

Un modo alternativo de representar los datos de la figura [5.14] que se suele
emplear en la literatura (Ovadia et al., 2009), consiste en representar Pye. mas el
término de potencia absorbida, o (T, £)E2+cT*T3, en funcién de Tys. La constante ¢
es la inversa de la pendiente de la linea recta de la figura[5.14] Representamos estas
dos variables en la figura [5.15, en doble escala logaritmica. De nuevo, observamos
un buen comportamiento lineal y solapamiento de los datos. Esta representacion
indica que la potencia emitida sigue una ley de potencias en funcion de Ty. La
linea recta es el ajuste lineal de los datos, cuya pendiente es 5,25. Este valor deberia
corresponder al valor del exponente 3. Su valor numérico coincide con nuestra mejor
estimacion de [3.

En el detalle de la figura representamos (T, E)E? + ¢TI en funcién de Ty
para los mismos datos que en la grafica principal. Se muestra claramente que los

datos correspondientes a valores pequenos de £ se desvian del comportamiento lineal
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Figura 5.15: Representacién de o(T, £)E? + ¢T?T5 en funcién de Ty para
los mismos datos que en la figura En el detalle se representa o (T, £) B2+

Te5f en funcién de Tgs.

y no solapan para las diferentes temperaturas. Este hecho indica que la ecuacién
para la potencia disipada total es mejor que la ecuacién , que es la que
se emplea frecuentemente en la literatura. El uso de la ecuacion , en lugar
de la ecuacion , puede explicar muchas de las “anomalias” encontradas en los

experimentos (Ovadia et al., 2009).

Hemos combinado las ecuaciones y para obtener nuestra versién
modificada del modelo de electrones calientes. Los valores del parametro Ty y
0(Te,0) de la ecuacién se obtienen a partir del ajuste lineal de los datos
de la figura La constante ¢ se halla a partir de la figura [5.14] y tomamos
a =2y 8 =5. Con estos pardmetros, podemos calcular numéricamente T, para
cada valor de T' y €. Volvamos a la figura [5.9, En ella representamos los valores
calculados de T — T en funcién de € para T' = 0,1 y las longitudes de localizacion

¢ = 1 (linea continua) y 2 (linea discontinua). Los resultados para otras tempe-
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raturas solapan razonablemente bien para cada valor de £. El modelo de electrones
calientes describe bastante bien los resultados de nuestras simulaciones para cam-
pos pequenos y de valor intermedio. Para valores mayores del campo eléctrico, el
modelo predice valores de T, mayores que los obtenidos en las simulaciones. En la
interpretacion de los resultados experimentales mediante el modelo de electrones
calientes estandar empleado en la literatura, es necesario tener en cuenta que Ty se
obtiene mediante la condicién o(7T,E) = o(Tw,0). Debido a esto, el acuerdo entre
los experimentos y las predicciones del modelo parecen mejores de lo que deberian
ser en realidad. También hemos representado la conductividad predicha por nuestra
versién del modelo de electrones calientes en la figura [5.12] De nuevo, la linea con-
tinua corresponde a ¢ = 1 y la discontinua a & = 2. La temperatura es, en ambos
casos, T'= 0,1, pero los resultados para otras temperaturas solapan bastante bien.
La comparacion de esta conductividad con los resultados obtenidos con nuestras
simulaciones es similar a la situacién que discutimos anteriormente para el caso de
T

El mensaje importante que transmitimos a través de nuestro calculo es que la
potencia absorbida debe ser una funciéon conjunta de las variables Ty Ty, y que
depende de dos exponentes distintos, a y 3. Los valores que calculamos de dichos
exponentes en la ecuacién dependen del modelo empleado, y pueden ser
diferentes en las situaciones experimentales. Por ejemplo, pueden depender de la

densidad de fonones del sistema.



Capitulo 6

Envejecimiento

Un tipo de experimentos muy importantes, que revelan la relajacion lenta de
los vidrios de Coulomb hacia el estado de equilibrio termodindmico a muy bajas
temperaturas, son los de envejecimiento (aging). En estos experimentos se dispone
de una muestra a baja temperatura y de un medidor para la conductividad, como
el representado en la figura [[.4] El procedimiento bdsico experimental se reduce
a los siguientes pasos. Primeramente, el sistema se equilibra en presencia de un
voltaje Vg de puerta (gate voltage) durante un tiempo de exposicién prolongado.
Posteriormente, se cambia el valor de dicho voltaje a V;, manteniendo esta nueva
situacion durante un tiempo de espera t,,. Para terminar, se restablece el valor del
voltaje a V4. El tiempo t de relajacién se mide a partir de esta conexién final. En
la figura se pueden observar los regimenes de operacién para un experimento
completo, referente a la medida del exceso de conductancia, AG = G — Gg, en
funcién del tiempo (grafica superior). Gy es la conductancia en el tramo horizontal
inicial. Del mismo modo, se muestra la dependencia del voltaje aplicado a la muestra

en funcién del tiempo (grafica inferior).

La conductancia (G, magnitud tipica medida en los experimentos, es por lo ge-
neral una funcién de t y ty, y a menudo depende exclusivamente del cociente ¢/t..
Cuando la dependencia involucra unicamente a la primera potencia de t/t,, nos
referimos a este régimen como de envejecimiento completo (full aging). Para que la

medida de la relajacion resulte efectiva, el tiempo ¢ debe ser al menos del orden del
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Figura 6.1: Exceso de conductancia (grafica superior) y voltaje aplicado
(gréfica inferior) en funcién del tiempo en un experimento tipico de enveje-

cimiento.

tiempo de espera, t,. Tal y como vimos en la figura para los datos de Ovadyahu
y Pollak (2003)), la relajacién caracteristica es logaritmica y resulta valida para
tiempos del orden de t,,. Conforme el tiempo de relajacién se aproxima a t, el valor

de AG/G se desvia del comportamiento logaritmico. Esta situacién se produce
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debido a que los tiempos de relajacién se hacen mucho mas grandes que los de
simulacion conforme el sistema se aproxima al equilibrio.

Las simulaciones numéricas no verifican por lo general el fenémeno de enveje-
cimiento completo (Tsigankov et al., |2003). En los casos en los que se observa en-
vejecimiento, no resulta accesible escribir las magnitudes presentadas como funcién
exclusiva de t/t. Ello constituye la principal discrepancia con los datos experi-
mentales. Grempel (2004)) realizé un estudio muy preliminar, que no reproducia un
experimento completo, pero cuyos resultados ofrecian muestras de envejecimiento
en el sistema. Calculf la respuesta total, (AX(¢,ty)), ante una perturbacién pro-
ducida por la aplicacion de un pequeno campo externo, para varios valores de t.,.
A partir de estos datos, encontré indicios de que la dependencia de dicha funcién

con el tiempo podria ser del tipo
(AX(t,ty)) =~ 1Int, t>t,. (6.1)

En estos datos, la respuesta a tiempos largos depende del valor de t,, escogido, lo
cual es indicativo de la existencia de envejecimiento en el sistema.

En nuestras simulaciones de Monte Carlo hemos investigado en mayor profun-
didad la existencia de envejecimiento en los vidrios de Coulomb, y hemos empleado
tamanos y tiempos de simulacién més grandes que Grempel (2004). A pesar de ello,
el desarrollo del trabajo se encuentra a un nivel preliminar. Aun asi, el estudio re-
produce de manera completa la situacién experimental y delimita claramente todos
los regimenes de operacion. Nos limitaremos a comprobar la presencia del fenémeno
mediante la representacién de una figura similar a la y trataremos de encontrar
una ley de relajacién para el iltimo tramo, que dependa de las variables t, y t.
Para ello hemos empleado el algoritmo de cluster en sistemas bidimensionales. Las
unidades que tomamos son exactamente las mismas que las descritas al principio
del capitulo 3. Los detalles del modelo estan basados en el propuesto por Pollak
y Ovadyahu (2006). Uno de los problemas fundamentales consiste en modelar el
cambio de voltaje de V5 a Vi. En los experimentos, este hecho produce un cambio
en la configuracion electronica del material, que deriva en una variacion del poten-

cial quimico u. De este modo, el estado de equilibrio inicial se convierte, tras la
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variacion, en un estado excitado. A raiz de los estudios experimentales de Hughes
y colaboradores ((1996)), se puede suponer que el cambio del nimero de electrones
debido al voltaje aplicado produce una variacion cuasi aleatoria de los potenciales
de sitio ¢;. El estudio de estos autores se centraba en el analisis de las fluctuaciones
de la conductancia ante un cambio de voltaje en la muestra. En nuestras simula-
ciones modelamos el efecto del voltaje de puerta mediante una variacién aleatoria
de los potenciales de sitio. Comenzamos situando al sistema en su estado funda-
mental y, dado que la temperatura que seleccionamos es muy baja, resulta una
buena aproximacién considerar que se encuentra en equilibrio antes de iniciar los
calculos. Procedemos a la variacién aleatoria de los potenciales de sitio ¢; desde el
instante inicial siguiendo un procedimiento similar al que efectuamos en el estudio
del teorema de fluctuacién-disipacion, en las secciones 4.5 y 5.3, respectivamente.

El cambio en el hamiltoniano del sistema, AH, es nuevamente
AH =" frnid = fX, (6.2)

donde los ¢} son potenciales aleatorios totalmente descorrelacionados de los ¢; y f es
la amplitud de la variacion aleatoria de los potenciales originales ¢;. Esta magnitud
cumple el papel de un campo externo. Este nuevo régimen se corresponde con el
régimen dominado por V) en los experimentos. Mantendremos la situacion para
varios valores del tiempo de espera t,,. Si llamamos ¢’ al tiempo de simulacién total,
en t’ = t,, eliminaremos el efecto del campo externo haciendo f = 0, y mediremos el
tiempo de relajacion t = t' —t,. En el capitulo 4 argumentamos que la energia total
por particula del sistema debe tener un comportamiento similar a la conductividad
en los procesos de relajacion lenta. Es por ello que hemos seleccionado esta magnitud
para obtener nuestros datos.

En la gréafica se muestran los resultados de la simulacién completa de enveje-
cimiento para un sistema de tamano 2000 a 7" = 0,001. Hemos seleccionado f = 0,1
y ty = 7 x 108, El tiempo de relajacién ¢ alcanza un valor maximo tms ~ 3ty. Bl
tiempo total de la simulacion es t; , = ty +tmax. El €je vertical representa la energia

promediada total por particula con respecto al nivel fundamental inicial, ((E) —
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Ey)/N, en escala logaritmica. El eje horizontal estd dividido en dos partes. Hasta
tiempo t' = t, representa logt’ y para tiempos t' > t, representa log (t,,) + logt, a
partir de t = 0. De este modo podemos apreciar con mas detalle el dltimo tramo
de relajacién. El error de los datos se ha tomado como la desviacién estandar de
la energia por particula de las muestras. La diferencia principal con respecto a la
figura radica que en esta ultima las escalas de los ejes son ambas lineales. En
nuestro caso, dicha seleccién no conduce a un visionado adecuado de los datos, en
tanto en cuanto la relajacion de la energia no sigue una ley logaritmica pura, tal y
como argumentamos en el capitulo 4. Lo que observamos es un descenso brusco de
la energia y una saturacion rapida de dicha magnitud. El bajo valor de T impuesto
por la efectividad del algoritmo de cluster constituye otro factor importante en este
fenéomeno. En la figura representamos los datos referentes al primer tramo de
la figura [6.2) donde hemos seleccionado escala lineal para la representacion del eje

vertical.

La eleccién de los parametros f y t,, debe llevarse a cabo de manera cuidadosa.
En el experimento de envejecimiento, es necesario que el campo aplicado sea lo
suficientemente grande como para provocar cierta descorrelacién del estado inicial,
y a la vez lo suficientemente pequeno para que el sistema no se encuentre totalmente
descorrelacionado en la nueva situacion. El criterio que hemos fijado para determinar
un rango adecuado de operacion para la variable f consiste en considerar que el
20 % de los electrones ha cambiado de estado una vez conectado el campo. Ello
se corresponde con el valor seleccionado en la simulacién, f = 0,1. Por anadidura,
el tiempo de espera debe resultar suficiente para alcanzar el régimen de relajacién
lenta y mantener al mismo tiempo cierta memoria en el sistema. Para que esto se
cumpla parece razonable asumir la hipdtesis de Pollak y Ovadyahu (2006). Segin
su argumento tedrico, en un experimento de envejecimiento, la energia que relaja
el sistema durante el tiempo t,, debe de ser aproximadamente la misma que la
diferencia de energia con respecto al nivel fundamental que posee una vez iniciado
el ultimo proceso de relajacion. Esta hipétesis se cumple razonablemente bien con

tw variable de 10% a 107, para todas nuestras simulaciones.
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Figura 6.2: Exceso de energia por particula, en escala logaritmica, frente al
logaritmo del tiempo para un sistema de tamano 2000. A partir del tiempo
tw comienza el nuevo proceso de relajacién, por lo que hemos iniciado de

nuevo la escala logaritmica.

Por tltimo, analizamos de manera breve el comportamiento del sistema una vez
desactivamos el campo y volvemos a la situacién original. En primera instancia re-
presentamos la energia por particula como funcion de t,, y ¢, pero no encontramos
que obedeciera a una ley del tipo In (¢/t,). Con esta representacién las curvas co-
rrespondientes a los distintos ¢, no escalan y no extrapolan al valor 1 obtenido en los
experimentos (ver figura . Ello puede deberse a muchos factores. Entre ellos se
encuentra la dependencia temporal de la energia, que no sigue una ley logaritmica
pura, y los tamanos considerados en las simulaciones, que ain pueden resultar
pequenos. Un mayor control en la seleccién de los parametros f y t, resulta otro
factor determinante. Por tltimo, la presencia de procesos multielectronicos puede
resultar clave, sobre todo a los tiempos més largos de relajacién. Con todo esto en
mente, podemos asumir que nuestras simulaciones no verifican el fenémeno de full

aging. Sin embargo, somos capaces de colapsar los datos de las curvas correspon-
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Figura 6.3: Detalle del primer tramo de relajacién de la figura donde

hemos seleccionado escala lineal en el eje vertical.

dientes a distintos valores del tiempo de espera. Hemos comprobado que en todos
los casos considerados, a tiempos suficientemente largos, el exceso de energia verifica

la dependencia
—<E>A7 Eo ﬁ (6.3)
Con ello, parece natural que el escalado de la energia para diferentes valores de t,,
se produzca empleando la variable 1/Int —1/Int,, en el eje horizontal. En la figura
representamos el exceso de energia por particula en funciéon de 1/Int—1/Inty, a
partir de t,, para un sistema de tamano 2000 y los tiempos t,, = 2x10° (cuadrados),
1,3 x 10° (circulos) y 8,3 x 10° (tridngulos). Como se observa, el solapamiento de
los datos es bastante bueno en todo el rango considerado.
A pesar de no encontrar una ley similar a la de los experimentos, podemos
afirmar que en nuestros sistemas esta presente el fenémeno de envejecimiento a raiz

de los resultados presentados. Un objetivo cercano consiste en ampliar el estudio de

este fenémeno. El trabajo futuro esta enfocado hacia la bisqueda de temperaturas
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Figura 6.4: Exceso de energia por particula en funcién de 1/Int — 1/1Inty,
para un sistema de tamafno 2000 y los tiempos de espera t, = 2 x 10°

(cuadrados), 1,3 x 105 (circulos) y 8,3 x 10° (tridngulos).

y tamanos méas grandes, asi como a las simulaciones en tres dimensiones. Todo
ello con objeto de reproducir de modo fidedigno la situacién experimental. Dado
que empleamos el algoritmo de cluster, no podemos alcanzar temperaturas mucho
mayores de 0,001, ya que el procedimiento se torna ineficiente, como se indicé en
el capitulo 4. Es por ello que interesa realizar simulaciones con el algoritmo de
Tsigankov et al. (2003), citado extensivamente en este texto, aun cuando los tiempos

alcanzados sean menores que en nuestro método.



Conclusiones

Las conclusiones que hemos extraido del trabajo realizado son las siguientes:

= Hemos desarrollado un potente algoritmo cinético de Monte Carlo que permite
alcanzar tiempos macroscopicos en las simulaciones a muy bajas tempera-
turas. Este método constituye un gran avance frente a algoritmos previos, que
alcanzan tiempos varios 6rdenes de magnitud menores. Aunque los tamanos
de los sistemas que manejamos son pequenos con respecto a los considerados
en los experimentos, el algoritmo se presenta como una buena herramienta

para estudiar la relajacion hacia el equilibrio en los vidrios de Coulomb.

= Hemos comprobado que la escala natural de los procesos de relajacion en los
vidrios de Coulomb es logaritmica. Hemos encontrado que la relajacion de la
energia verifica, a tiempos largos, una ley del tipo

<E - E0> C
N = Ao + (logt)e

El significado de los simbolos de esta expresiéon se introdujo en la seccion 4.1.

= Hemos determinado que existe una temperatura efectiva, Ty, a la que se
encuentran termalizados ciertos grados de libertad del sistema. Esta tempe-
ratura es mayor que la del bano térmico, T, y tiende a ésta conforme el sistema
se aproxima al equilibrio. A partir de estas dos temperaturas modelamos el
comportamiento de no equilibrio en los vidrios de Coulomb. La existencia de
T, surge tanto en la relajacion hacia el equilibrio como en el contexto de la

conductividad fuera del régimen lineal.
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» Hemos observado que la probabilidad de ocupacion de sitios sigue una dis-

tribucién de Fermi-Dirac (FDD) a la temperatura efectiva. La funcién de
distribucion asociada a las excitaciones de un electron sigue dos FDD, en los
limites de excitaciones rapidas y lentas, respectivamente. Para las primeras,
dicha funcién es una FDD a la temperatura 7', mientras que para las segun-
das es una FDD a T. Los resultados son validos tanto en relajacion como
en el régimen no lineal de la conductividad. Los valores de T calculados a
través de la probabilidad de ocupacion de sitios y la funcion de distribuciéon
de excitaciones lentas son totalmente compatibles. Sin embargo, el segundo
procedimiento es mejor, pues no depende de la estimacion del nivel de Fermi,

que no esta bien definido en un sistema finito en el colectivo canoénico.

Tal y como otros autores han llevado a cabo en el contexto de vidrios de espin,
hemos aplicado la extensién del teorema de fluctuacién-disipaciéon (FDT) a
los vidrios de Coulomb fuera del equilibrio. A partir de este estudio podemos
determinar una Ty, que es compatible con la determinada a partir de las fun-
ciones de distribucion. No obstante, hemos comprobado que el procedimiento

asociado a dichas funciones ofrece mejores resultados.

Hemos encontrado que la densidad de estados en el nivel de Fermi, gg, es
un termoémetro versatil para determinar el valor de T,¢. En equilibrio, hemos
observado que go es directamente proporcional a T, mientras que fuera del
equilibrio lo es a Ti;. Este tltimo resultado se verifica tanto en el contexto de
la relajacién lenta como en el de la conductividad en el régimen no lineal. La
constante de proporcionalidad entre gy y T en equilibrio es muy similar a la
encontrada entre gg y Ti¢, fuera de él. La versatilidad de gy puede resultar ttil

para determinar el valor de la temperatura efectiva de manera experimental.

Hemos verificado que la conductividad en el régimen lineal en 3D sigue la ley
de Efros-Shklovskii (ES). Para ello, hemos determinado que el prefactor que
acompana a la conductividad es de la forma 77, donde 7 es un parametro que

proviene del cédlculo de percolacion, que es igual a 0,56. A partir de nuestros
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datos obtenemos un valor de 3,4 para el pardmetro caracteristico Ty, que
se encuentra en consonancia con el calculado de manera tedrica, que es 2,8.
Asimismo, observamos que el efecto de tamano finito es relativamente pequeno

en nuestras simulaciones.

= Se ha estudiado la conductividad en el régimen no lineal, y se ha modelado
mediante el empleo de T,;. Hemos encontrado que, en buena aproximacion,
la conductividad no lineal sigue una ley similar a la de ES, sustituyendo la

1/2

dependencia del tipo T~"/# por una de la forma Tegl/ ?_ Este resultado permite

validar las suposiciones hechas en varios estudios experimentales.

= Hemos observado que la potencia disipada por el sistema puede escribirse en
términos de potencias de Ty T, con dos exponentes caracteristicos en lugar
de uno 1nico, como suele emplearse en la literatura. Este hecho proviene de
que la potencia absorbida por el sistema es una funciéon conjunta de 1"y Tys.
Bajo estas circunstancias, la representacion de la potencia disipada puede
explicar las anomalias que se observan en los experimentos a través de la

representacion estandar.

» Hemos mostrado la existencia de envejecimiento en los vidrios de Coulomb.
Aunque el estudio se encuentra a un nivel preliminar, las simulaciones repre-
sentan todas las fases de un experimento tipico completo. A partir de nuestros
datos no observamos el fenémeno de envejecimiento completo, pero podemos
solapar los datos de las curvas correspondientes a distintos valores del tiempo

de espera t.

Objetivos futuros
Los objetivos que presentamos para un futuro proximo son:

= Implementar nuestro nuevo algoritmo para el calculo de la conductividad, con

objeto de reproducir los resultados de los experimentos.
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= Ahondar en las simulaciones en tres dimensiones, tanto de relajacién como de
conductividad, para reproducir de modo fidedigno las situaciones experimen-

tales.

» Estudiar en mayor profundidad el fenémeno de envejecimiento en los vidrios de
Coulomb. Aplicar el método al estudio de la conductividad y obtener un mayor
control en los parametros involucrados, con objeto de observar el fenémeno

de envejecimiento completo mostrado en los experimentos.
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