
 
 
 

 
UNIVERSIDAD DE OVIEDO 

Departamento de Física  
 
 
 
 

 
RUIDO AERODINÁMICO TONAL 
RADIADO POR UN VENTILADOR 

AXIAL EN CAMPO LEJANO: 
MECANISMOS DE GENERACIÓN 

Y PROPAGACIÓN DEL MISMO 
 
 
 

Tesis presentada por: 
KATIA MARÍA ARGÜELLES DÍAZ 

 
 
 
 
 
 

NOVIEMBRE 2004 



 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Reservados todos los derechos 
© El autor 
 
Edita: Universidad de Oviedo 
Biblioteca Universitaria, 2007 
Colección Tesis Doctoral-TDR nº 20 
 
ISBN: 978-84-690-9134-0 
D.L.: AS.04573-2007 



CAPÍTULO 7.  Conclusiones y trabajos futuros.  

 

321

Universidad de Oviedo - Área de Mecánica de Fluidos 

 
 
 
 

Capítulo 7 
 
 
Conclusiones y 
trabajos futuros  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7.1. INTRODUCCIÓN. 
 

En este último capítulo de la tesis se lleva a cabo una revisión de los trabajos 
realizados junto con las conclusiones más relevantes que se han alcanzado a lo largo de 
la misma. Se proponen también una serie de trabajos relacionados con la generación de 
ruido que podrían acometerse en un futuro con vistas a profundizar en el conocimiento 
de las características aeroacústicas de las turbomáquinas axiales. 
 
7.2. CONCLUSIONES. 
 

Se ha realizado una revisión teórica de las ecuaciones de gobierno de la 
Aeroacústica con vistas a establecer el marco de trabajo global en el que se encuadra 
esta tesis. Para ello, se ha desarrollado la Teoría Aeroacústica Clásica y las 
características de las fuentes básicas de radiación multipolar (monopolos, dipolos y 
cuadrupolos) tanto estacionarias como móviles. Se han introducido así los 
conocimientos básicos que permiten adentrarse en el desarrollo de la analogía 
aeroacústica de Lighthill con la intención de reformular las ecuaciones de Navier-Stokes 
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en la forma de una ecuación de ondas con un término fuente cuadrupolar, resoluble 
mediante la aplicación de la técnica de las funciones de Green. Se ha desarrollado la 
extensión de la analogía de Lighthill llevada a cabo por Ffowcs Williams y Hawkings 
para tener en cuenta la presencia de cuerpos sólidos en movimiento arbitrario dentro del 
campo de flujo. Las soluciones de dicha ecuación obtenidas por Farassat para el ruido 
rotacional, constituyen la base teórica de todos los cálculos de predicción del ruido 
generado aerodinámicamente por álabes de turbomáquinas en movimiento rotatorio.  

 
Se ha realizado una revisión teórica de los principales mecanismos de generación 

de ruido aerodinámico en turbomáquinas, con especial hincapié en el caso particular de 
configuraciones axiales. Se han analizado los distintos métodos de los que se dispone 
actualmente para abordar el desarrollo de modelos numéricos que permitan predecir los 
niveles del ruido aeroacústico generado por turbomáquinas. Tras la revisión de los 
posibles métodos de análisis numérico, se ha llegado a la conclusión de que en base a 
los recursos computacionales existentes hoy en día, para preservar los detalles de la 
geometría tridimensional de la turbomáquina es necesario emplear una aproximación 
híbrida que desacople el problema aerodinámico del problema aeroacústico. 

 
Por ello, se ha establecido una metodología numérica que permite estudiar por 

separado el problema de la determinación de las fuentes acústicas mediante técnicas de 
la Mecánica de Fluidos Computacional (CFD), y el problema de propagación del ruido 
al campo lejano mediante un algoritmo que resuelve la formulación integral de Farassat 
de la ecuación de ondas obtenida por Ffowcs Williams y Hawkings. Se han descrito las 
distintas fases de la simulación CFD no estacionaria llevada a cabo en orden a obtener 
los términos fuente de la ecuación de ondas aeroacústica: generación de la geometría y 
del mallado del modelo bidimensional y del tridimensional, análisis de sensibilidad del 
mallado, esquemas de turbulencia y modelos del método de los volúmenes finitos que 
se han implementado. Asimismo, se ha desarrollado la metodología numérica que 
permite caracterizar la propagación del ruido tonal generado por la turbomáquina al 
campo lejano – en el dominio temporal y en el dominio de la frecuencia – tomando 
como datos de partida los resultados de la simulación CFD. Para formular el modelo 
numérico en el dominio temporal se han considerado las fuentes aeroacústicas 
responsables del ruido de carga y del ruido de espesor, mientras que para formular el 
modelo numérico en el dominio de la frecuencia se han considerado únicamente las 
fuentes aeroacústicas responsables del ruido de carga. La comparación de los resultados 
obtenidos con ambos modelos ha permitido así conocer la contribución relativa de cada 
término de ruido al espectro sonoro total. 

 
La metodología numérica desarrollada se ha aplicado al caso particular de un 

ventilador axial de una única etapa con un estator de trece directrices situado aguas 
arriba de un rotor de nueve álabes, en orden a reproducir los niveles de ruido – y su 
distribución espacial en el campo lejano – generados por dicho ventilador como 
consecuencia del mecanismo de interacción estator-rotor. Las simulaciones se han 
aplicado a varias configuraciones de funcionamiento del ventilador, en particular, dos 
gaps axiales o distancias diferentes entre haces, y tres caudales de funcionamiento 
distintos (nominal, un 15% menos del nominal y un 30% menos del nominal). La 
comparación de los resultados numéricos obtenidos para cada una de las 
configuraciones de funcionamiento ha permitido conocer la influencia de dichos 
parámetros en los efectos aerodinámicos y aeroacústicos de la interacción estator-rotor 
que tiene lugar en el ventilador axial. Asimismo, para establecer el esquema de 
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turbulencia más adecuado para modelizar la interacción estator-rotor, tanto desde el 
punto de vista aerodinámico como desde el punto de vista aeroacústico, se han llevado a 
cabo simulaciones con el esquema de turbulencia RSM (Reynolds Stress Model) y el 
esquema de turbulencia LES (Large Eddy Simulation). Paralelamente, con vistas a 
obtener la contribución estacionaria de dicha interacción estator-rotor al espectro sonoro 
radiado al campo lejano (ruido de Gutin), se ha desarrollado un modelo del ventilador 
sin la presencia del estator aguas arriba del rotor, al que se le ha aplicado la metodología 
numérica basada en la aproximación híbrida. 

 
Con la doble intención de validar los modelos numéricos y obtener patrones de 

comportamiento del flujo que se desarrolla en el interior del ventilador que las 
simulaciones no pueden reproducir, se ha diseñado un banco de ensayos y se ha 
desarrollado una metodología experimental orientada a caracterizar aerodinámica y 
aeroacústicamente la soplante axial en las distintas configuraciones de funcionamiento a 
las que se les ha aplicado la metodología numérica. Se ha procedido a caracterizar 
experimentalmente el funcionamiento global del ventilador mediante la obtención de las 
curvas características para las dos separaciones o gaps entre haces. Mediante una sonda 
de presión de cinco orificios se han obtenido distribuciones radiales y circunferenciales 
de los campos estacionarios de velocidad y de presión en una posición axial entre haces 
y en una posición axial detrás del rotor. Asimismo, se ha obtenido en las mismas 
posiciones axiales la distribución radial y circunferencial del campo de velocidad 
mediante anemometría térmica con una sonda de dos hilos. Mediante transductores 
piezoeléctricos se han medido las fluctuaciones de presión estática en la carcasa del 
ventilador sobre el rotor. Finalmente, se han obtenido con un micrófono capacitivo los 
espectros del nivel de presión sonora (SPL) radiados por el ventilador a distintas 
posiciones de observación situadas en el campo lejano. Tanto para la sonda de presión 
de cinco orificios como para la anemometría térmica y el micrófono capacitivo, se han 
llevado a cabo estimaciones del error experimental introducido por medio del análisis de 
incertidumbre, que han puesto de manifiesto un grado de precisión aceptable de las 
medidas realizadas. 

 
Una inspección preliminar de los resultados numéricos obtenidos con el esquema 

de turbulencia LES y con el esquema de turbulencia RSM ha puesto de manifiesto que 
las características aerodinámicas no estacionarias de la interacción estator-rotor 
(definición de las estelas, efecto del paso del rotor, etc.) quedan mucho mejor definidas 
con el modelo LES a la vista de su comparación con los resultados experimentales de 
hilo caliente. Además, la comparación de los niveles SPL radiados al campo lejano que 
se han calculado numéricamente tomando como datos de partida resultados CFD 
obtenidos con el esquema LES y con el RSM, ha sido concluyente: el modelo LES ha 
resultado ser muy superior a la hora de caracterizar los fenómenos de propagación 
aeroacústicos, como es lógico puesto que también ha demostrado ser superior para 
caracterizar aerodinámicamente la interacción no estacionaria estator-rotor. Como 
consecuencia de lo anterior, todas las simulaciones numéricas CFD han sido ejecutadas 
con el esquema de turbulencia LES. 

 
La comparación de los resultados numéricos tridimensionales y los 

experimentales relativos a las curvas características de la soplante axial, ha puesto de 
manifiesto la existencia de un excelente acuerdo para el caudal nominal de 
funcionamiento, mientras que a carga parcial se han observado ligeras discrepancias 
atribuibles a que con el modelo numérico no se simulan los efectos del huelgo de punta. 
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Además, las curvas características obtenidas con el modelo numérico bidimensional se 
apartan aún más del comportamiento experimental real, puesto que con las simulaciones 
bidimensionales no se tienen en cuenta los efectos de las capas límite en base y punta. 
Puesto que los resultados numéricos bidimensionales han manifestado que en el campo 
de flujo desarrollado en el interior del ventilador tienen lugar efectos tridimensionales 
que no pueden ser ignorados, el resto de los resultados numéricos se han obtenido a 
través de simulaciones realizadas con el modelo numérico tridimensional. Se ha llevado 
a cabo también un análisis de las distribuciones radiales del grado de reacción y del 
incremento de presión generados por el rotor a partir de datos numéricos y de 
anemometría térmica. Dicho análisis ha puesto de manifiesto un excelente acuerdo entre 
los resultados experimentales y los numéricos, y también con las premisas teóricas en 
las que se ha basado el diseño de la soplante. Además, como era de esperar, no se han 
observado diferencias significativas en el funcionamiento global del ventilador al variar 
la distancia axial entre coronas. Dentro de las variables globales de funcionamiento se 
ha realizado también, a modo de primera aproximación al comportamiento del flujo en 
el interior de la turbomáquina, un análisis de los resultados estacionarios del campo de 
velocidad y del campo de presión – a la salida del estator y a la salida del rotor – 
obtenidos con la sonda de presión de cinco orificios para dos separaciones diferentes 
entre coronas. Dichos resultados han puesto de manifiesto que una mayor proximidad 
entre haces da lugar a una mayor alteración de la distribución circunferencial y radial 
del flujo, y han permitido observar la presencia residual de los defectos de velocidad 
asociados a las estelas de las directrices del estator aguas abajo del rotor. Las 
distribuciones de presión estática que se han obtenido se encuentran en total acuerdo 
con la condición de equilibrio radial impuesta en la etapa de diseño del ventilador.  

 
Se ha realizado un análisis de los efectos estacionarios de la interacción estator-

rotor que tienen lugar en el interior del ventilador. Para ello se han analizado y 
comparado entre sí resultados numéricos del modelo tridimensional y resultados 
experimentales obtenidos con anemometría térmica, que se han promediado a un canal 
de álabe del rotor. Al igual que con los resultados estacionarios obtenidos con la sonda 
de presión de cinco orificios, los resultados promediados han puesto de relieve que una 
mayor proximidad entre haces da lugar a una interacción estator-rotor más fuerte, 
generando una mayor falta de uniformidad en la distribución radial y circunferencial de 
las componentes de la velocidad del flujo. Con los resultados promediados también ha 
sido posible observar las estelas residuales de las directrices aguas abajo del rotor, 
apareciendo fenómenos de difusión e interacción de las mismas con los álabes. Además, 
el análisis de los resultados correspondientes al ángulo azimutal promedio ha revelado 
la existencia de corrientes secundarias en el núcleo y la aparición de dos vórtices 
contrarrotantes asociados a las caras de succión y de presión de las directrices del 
estator. Mediante el estudio de los resultados promediados ha sido posible comparar el 
comportamiento del flujo para distintos caudales de funcionamiento. Así se ha 
observado que cuando el funcionamiento tiene lugar a carga parcial se produce un 
aumento considerable de los efectos de capa límite en la base y en la punta de los álabes 
(separación y desprendimiento) apareciendo en dichas zonas ligeras discrepancias entre 
los resultados del modelo numérico y los de anemometría térmica. El análisis de los 
resultados numéricos promediados para el campo de vorticidad ha puesto de manifiesto 
cómo los mayores valores de vorticidad están asociados a las estelas de las directrices 
del estator. Se ha realizado también un promedio de las fluctuaciones de presión en la 
carcasa del ventilador sobre el rotor y se ha obtenido su espectro mediante un algoritmo 
FFT. Dicho espectro ha revelado que los mayores picos de presión estática promedio se 
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obtienen a la frecuencia de paso de álabe (BPF) y su primer armónico. De la 
comparación de los resultados promediados numéricos y experimentales se ha 
concluido que el modelo tridimensional, a pesar de que a carga parcial no proporciona 
las mismas prestaciones de funcionamiento que el banco de ensayos, sí es capaz de 
capturar adecuadamente los fenómenos estacionarios de interacción entre coronas de la 
soplante. 

 
Se han estudiado los efectos no estacionarios de la interacción estator-rotor que 

tiene lugar en la soplante axial a partir de resultados numéricos y experimentales. Para 
ello, se ha llevado a cabo un análisis de los efectos instantáneos de dicha interacción en 
un canal de paso de álabe para una posición axial situada entre las coronas y una 
posición axial situada detrás del rotor. Se han analizado también varias configuraciones 
de funcionamiento del ventilador: dos gaps entre haces y tres caudales de 
funcionamiento. El análisis de los resultados numéricos obtenidos con el modelo 
tridimensional para los campos de velocidad y vorticidad ha permitido observar el 
efecto del paso del rotor sobre las estelas de las directrices del estator, apreciándose 
fenómenos como el desplazamiento radial de la interacción entre las estelas de las 
directrices y el bloqueo de los álabes, la fuerte interacción existente en la zona de punta 
de las estelas de las directrices con el bloqueo del rotor, etc. El análisis de los resultados 
obtenidos con anemometría térmica ha puesto también de manifiesto la existencia de 
todos estos fenómenos, confirmándose así que el modelo numérico tridimensional junto 
a un esquema LES es adecuado para modelizar la interacción no estacionaria entre el 
estator y el rotor de la soplante. Se han examinado también las fluctuaciones de la 
presión estática medidas en la carcasa del ventilador sobre el rotor con transductores 
piezoeléctricos. Así se han podido observar fenómenos del flujo asociados al huelgo 
radial del ventilador; en particular, la existencia de un vórtice de punta en los álabes del 
rotor. Puesto que con el modelo numérico tridimensional no se ha tenido en cuenta el 
huelgo radial, la existencia del vórtice de punta en los álabes del rotor no ha sido 
reproducida por las simulaciones del campo de flujo, y, por tanto, el modelo 
aeroacústico no ha podido proporcionar los niveles de ruido radiados al campo lejano 
consecuencia directa del vórtice de punta en los álabes. Se ha llevado a cabo también un 
análisis numérico de los esfuerzos ejercidos por el flujo sobre los álabes y las directrices 
para las dos separaciones consideradas entre haces. Este análisis ha arrojado un 
resultado concluyente para la generación de ruido: una mayor proximidad entre coronas 
da lugar a que los esfuerzos soportados por los álabes sean mayores y en consecuencia 
se genere mayor ruido de carga no estacionario. De la comparación de todos los 
resultados numéricos y experimentales instantáneos se ha concluido que existe un buen 
acuerdo entre ambos, quedando así validado el modelo numérico de la región fuente 
para ser empleado como punto de partida de los cálculos en la región de propagación. 

 
Se ha aplicado la metodología numérica desarrollada – tanto en el dominio 

temporal como en el de la frecuencia – para caracterizar la propagación al campo lejano 
del ruido aeroacústico tonal generado por la soplante con las dos separaciones posibles 
entre coronas, y se han comparado los resultados numéricos con los niveles de presión 
sonora obtenidos experimentalmente mediante el micrófono capacitivo. Se ha obtenido 
tanto el nivel de presión sonora total como el correspondiente a la frecuencia de paso de 
álabe y sus armónicos. En todos los casos, los resultados numéricos obtenidos a partir 
de la formulación desarrollada en el dominio temporal se han ajustado mucho mejor a 
los resultados experimentales. Puesto que la diferencia entre la formulación numérica en 
el dominio temporal y en el de la frecuencia es debida a la contribución del ruido de 



CAPÍTULO 7.  Conclusiones y trabajos futuros.  

 

326

Universidad de Oviedo - Área de Mecánica de Fluidos 

espesor, debe concluirse que en el caso particular de la soplante axial considerada, el 
ruido de espesor debe ser tenido en cuenta, puesto que los álabes del rotor no tienen un 
espesor lo suficientemente pequeño como para ser despreciable. Comparando los 
resultados obtenidos para los dos gaps axiales, se ha puesto de relieve que se genera 
menos ruido cuando la separación entre haces es mayor, y que en dicho caso la 
contribución del ruido de espesor es más importante, puesto que los esfuerzos 
aerodinámicos soportados por los álabes son menores y en consecuencia el ruido de 
carga generado es menor. Se ha llevado a cabo un análisis de la contribución 
estacionaria de la interacción estator-rotor sobre el ruido radiado al campo lejano. Dicho 
análisis ha puesto de manifiesto que la mayor parte del ruido radiado al campo lejano 
por la soplante es consecuencia de los efectos no estacionarios asociados a la 
interacción estator-rotor. Además, como era de esperar, la contribución estacionaria ha 
resultado ser más importante cuando la distancia entre haces es mayor. Por tanto, alejar 
entre sí las coronas de la soplante es un método eficaz para reducir las emisiones 
sonoras de la misma. El análisis de los resultados experimentales ha puesto de 
manifiesto la existencia de una parte de ruido en banda ancha que el modelo numérico 
no puede reproducir. No obstante, el ruido tonal aparece como el mecanismo principal 
de generación de ruido excepto para posiciones espaciales concretas, en particular, las 
situadas en el chorro del ventilador. A pesar de que la existencia de una carcasa en el 
modelo real de la soplante ha afectado a las distribuciones espaciales del nivel de 
presión sonora en el campo lejano obtenidas con el micrófono capacitivo, la 
comparación entre los resultados numéricos y los experimentales ha sido satisfactoria. 
Se dispone así de una herramienta que permite predecir los niveles de ruido tonal 
generados por una turbomáquina en la etapa de diseño de la misma, y que ayuda a 
comprender los principales mecanismos de generación de ruido como consecuencia de 
la interacción estator-rotor – tanto estacionaria como no estacionaria – con vistas a 
acometer las actuaciones pertinentes para reducir las emisiones sonoras resultantes. 
 
7.3. TRABAJOS FUTUROS. 
 

Finalmente, se proponen aquí una serie de trabajos que pueden abordarse en un 
futuro para mejorar el conocimiento de los fenómenos de generación de ruido 
aeroacústico en turbomáquinas. 

 
El modelo numérico basado en técnicas CFD que se ha empleado para caracterizar 

la aerodinámica del ventilador debería extenderse de forma que tuviese en cuenta el 
efecto del huelgo radial en la soplante. De esta forma sería posible obtener información 
sobre el vórtice de punta que se desarrolla en los álabes del rotor y que es responsable 
de una parte del ruido generado por el ventilador. Además, en la medida que los 
recursos computacionales lo permitan, el mallado de la geometría tridimensional de la 
soplante debería refinarse en las proximidades de los álabes y de las directrices, con 
vistas a conseguir una mayor definición de los efectos de capa límite (separación y 
desprendimiento) que tienen lugar en torno a ellos. 

 
Sería interesante extender el modelo numérico desarrollado para caracterizar la 

región de propagación acústica de forma que pueda contemplar la contribución en banda 
ancha del ruido generado por la soplante y que se propaga al campo lejano. Asimismo, 
debería introducirse en las simulaciones el efecto de la carcasa del ventilador sobre la 
propagación de los modos acústicos radiados (fenómenos de dispersión, atenuación, 
reflexión y refracción de las ondas acústicas). 
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La metodología experimental desarrollada para caracterizar el ventilador debería 
completarse con técnicas adicionales. Así, sería interesante emplear galgas 
extensiométricas para obtener valores experimentales de los esfuerzos sobre los álabes 
que podrían ser utilizados como punto de partida para las simulaciones de la región de 
propagación. Por otra parte, emplear sondas de intensimetría permitiría obtener una 
definición experimental más precisa y completa de la distribución espacial de los 
niveles de presión sonora generados por la soplante. 

  
La metodología numérica y experimental desarrollada en esta tesis podría ser 

aplicada al estudio completo de la generación de ruido aeroacústico por interacción 
rotor-estator, esto es, cuando el rotor se encuentra ubicado aguas arriba del estator. Así 
se adquiriría un conocimiento adicional de los fenómenos de interacción entre haces que 
resultan en la generación de ruido por turbomáquinas. 

 
Señalar por último que a medida que se produzca el desarrollo de ordenadores con 

mayores capacidades de cálculo, el estudio de la generación de ruido aeroacústico por 
turbomáquinas debe intentar abordarse mediante la aproximación directa, desarrollando 
para ello los modelos numéricos necesarios. 
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Apéndice I 
 
 
Método de los 
volúmenes finitos 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
I.1. INTRODUCCIÓN. 
 

Por método de los volúmenes finitos se designa a la técnica mediante la cual las 
leyes de conservación en forma integral de la Mecánica de Fluidos se discretizan 
directamente en el espacio físico, asegurándose de este modo la conservación de las 
cantidades básicas (masa, momento, energía u otros escalares de interés) a nivel 
discreto, de forma que puede afirmarse que las discretizaciones conservativas son la 
base del método de los volúmenes finitos (Versteeg, 1995). Dicho método goza además 
de la enorme ventaja de permitir una división totalmente arbitraria del dominio de 
interés para el campo de flujo considerado, es decir, puede aplicarse tanto a mallados 
estructurados como no estructurados, lo cual le dota de una enorme flexibilidad para 
tratar los problemas de la Mecánica de Fluidos. 

 
La metodología empleada por la técnica de los volúmenes finitos para abordar un 

problema concreto de Mecánica de Fluidos consta de tres puntos clave fundamentales. 
En primer lugar el dominio de estudio debe dividirse en volúmenes de control discretos 
(denominados celdas), proceso conocido como mallado del dominio. En segundo lugar 
las ecuaciones de gobierno deben integrarse y linealizarse en cada uno de los volúmenes 
de control discretos, proceso que conduce a la obtención de un sistema de ecuaciones 
lineales algebraicas. En tercer lugar debe resolverse dicho sistema de ecuaciones 
lineales algebraicas. 
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El método de los volúmenes finitos puede aplicarse de dos formas distintas al 
dominio discreto de un fluido, dependiendo de que las variables del campo de flujo se 
definan en los centroides de las celdas o en los vértices (nodos) de las mismas. En el 
primer caso se habla de método de los volúmenes finitos centrado en las celdas, 
mientras que en el segundo se habla de método de los volúmenes finitos centrado en 
los nodos, que se ilustran en la Figura I.1 para un caso unidimensional. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a) Método de los volúmenes finitos 
centrado en las celdas. 

b) Método de los volúmenes finitos 
centrado en los vértices. 

  
Figura I.1. Representación unidimensional del método de los volúmenes finitos  

centrado en las celdas y centrado en los vértices. 
 

En el resto del capítulo, los desarrollos del método de los volúmenes finitos se 
realizan para un método de volúmenes finitos centrado en las celdas (de forma que las 
variables del flujo serán valores de las mismas promediados en dichas celdas), y para un 
solver de resolución segregado mediante el cual las ecuaciones de gobierno de los 
fluidos se resuelven secuencialmente, es decir, segregadas las unas de las otras. El 
solver segregado utiliza un método implícito de linealización de las ecuaciones, lo que 
da lugar a un sistema de ecuaciones lineales con una ecuación para cada celda del 
dominio computacional, que se resuelve mediante un método iterativo de Gauss-Seidel 
combinado con un método multigrid algebraico (AMG). 
 
I.2. DISCRETIZACIÓN ESTACIONARIA. 

 
En este apartado se desarrollan las técnicas de discretización que se aplican a las 

ecuaciones de gobierno estacionarias de la Mecánica de Fluidos para obtener un método 
de volúmenes finitos centrado en las celdas, dejando la aplicación al caso no 
estacionario para apartados posteriores. El punto de partida es por tanto la ecuación de 
transporte estacionaria en forma integral para una variable escalar φ  genérica 
(desarrollada en el Capítulo 2), dada por:  
 
 

A A VC

v dA dA S dVφρφ φ⋅ = Γ∇ ⋅ +∫ ∫ ∫  (I.1) 

 
donde ρ  y v  son, respectivamente, la densidad y la velocidad del fluido, y Γ y Sφ  son 
el coeficiente de difusión y el término fuente asociados a la variable escalar φ. 

Vi 

ix1ix −

iu
1iu − 1iu +

1/ 2ix −

Vi 

ix1ix − 1ix +

1/ 2ix − 1/ 2ix +

iu
1iu − 1iu +
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La ecuación (I.1) se aplica a cada volumen de control en que se divide el dominio, 
y la discretización de la misma sobre uno de estos volúmenes proporciona: 
 
 ( )

faces faces
f f f f fn

v A A S Vφρ φ φ= Γ ∇ +∑ ∑  (I.2) 

 
donde fφ  es el valor de φ por convección a través de la cara f, f f fv Aρ  es el flujo 

másico a través de la cara f, fA  es el área de la cara  f  (tal que x y zA A i A j A k= + + ), 

( )n
φ∇  es el gradiente de la variable escalar perpendicular a la cara f  y V es el volumen 

de la celda. En la ecuación (I.2) el primer término del lado izquierdo corresponde al 
término convectivo, mientras que el primer término del lado derecho representa el 
término difusivo y el segundo representa el término fuente. Para utilizar el esquema de 
discretización (I.2) es necesario conocer los valores de la variable escalar en los 
centroides de las caras, y a priori, sólo se dispone de los valores de dichas variables en 
los centros de las celdas, por lo que como veremos más adelante, será necesario emplear 
algún tipo de esquema de interpolación para calcularlos.  

 
Por lo general la ecuación de transporte discreta (I.2) no es lineal con respecto a 

las variables desconocidas, que como veremos más adelante son los valores de φ  en la 
celda y los valores de φ en las celdas vecinas. Una forma lineal de dicha ecuación 
vendría dada por: 
 
 P nb nb

nb
a aφ φ= ∑  (I.3) 

 
donde nb hace referencia a las celdas vecinas, y aP y anb, son, respectivamente, los 
coeficientes lineales de φ y φnb. Para cada volumen de control discreto se obtienen 
ecuaciones de la forma (I.3), de modo que el resultado es un sistema de ecuaciones 
algebraicas lineales. Además, el hecho de que la ecuación (I.2) no sea lineal implica 
controlar el cambio de φ  mediante una sub-relajación que reduce dicho cambio en cada 
iteración del esquema numérico (Shaw, 1992): 
 
 oldφ φ α φ= + ∆  (I.4) 
 
es decir, el valor actual de φ  en una celda depende del valor previo de φ  en la misma 
celda, oldφ , del cambio calculado para φ, φ∆ , y del factor de sub-relajación α. 
 

Haciendo uso de la notación representada en la Figura I.2, y siendo Pφ  el valor de 
la variable escalar en el centro de la celda considerada, la ecuación (I.2) se escribe 
explícitamente como: 

 

  ( ) ( ) ( )
3 3

, 1/ 2 1/ 2 , 1/ 2 1/ 2 , 1/ 2 1 , 1/ 2 1
1 1

   
i i i i i i i ii h h i h h i h h P i h P h

i i
F F D Dφ φ φ φ φ φ+ + − − + + − −

= =

 − = − − − ∑ ∑     (I.5) 

 
donde i i iF v Aρ=  y /i i iD A x= Γ ∆ , siendo ix∆  la longitud espacial de la celda en las 
direcciones 1,2,3i = , respectivamente. En la ecuación (I.5) los valores de la variable φ 
asociados con el término difusivo ya están interpolados a los centros de las caras, puesto 
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que como la difusión no es afectada por el sentido del flujo en el dominio de estudio 
todas las celdas adyacentes a la considerada tienen idéntica influencia sobre ella, motivo 
por el cual en los métodos de volúmenes finitos centrados en las celdas se adopta un 
esquema de diferenciación central para la discretización numérica del término difusivo, 
lo que equivale a calcular el gradiente de la variable como sigue (Hirsch, 1990): 
 

       1 1

1/ 2 1/ 2

;         para 1,2,3i i

i i

h P P h

i i i ih h

i
x x x x

φ φ φ φφ φ+ −

+ −

− −   ∂ ∂
= = =   ∂ ∆ ∂ ∆   

     (I.6) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura I.2. Nomenclatura del esquema de discretización. 
 

En cambio, el término convectivo sí que es afectado por la dirección del flujo en el 
dominio de estudio, manifestando una mayor influencia de las celdas situadas aguas 
arriba a la considerada, por lo que la interpolación de las variables φ  a los centroides de 
las caras es más complicada, siendo el tipo de interpolación de este término un 
condicionante de la convergencia y exactitud del método numérico. La convección de 
un escalar φ  depende de la magnitud y dirección del campo de velocidad local. Los 
esquemas de interpolación para el término convectivo se desarrollan suponiendo que 
dicho campo de velocidad local es conocido (aunque en la práctica esto no es así y el 
campo de velocidad debe obtenerse como parte de la solución del problema de flujo), y 
que por supuesto debe satisfacer la ecuación de continuidad. 

 
Las ecuaciones de transporte para las componentes de la velocidad tienen como 

fuente principal de momento el gradiente del campo de presiones, de forma que si el 
campo de presiones fuese conocido el proceso de discretización de las ecuaciones de 
momento sería idéntico al de cualquier otro escalar. Desafortunadamente, el campo de 
presiones generalmente también tiene que obtenerse como parte de la solución del 
problema de flujo. Si el flujo es compresible, la ecuación de continuidad puede ser 
usada como ecuación de transporte para la densidad, y la ecuación de la energía 
proporciona la ecuación de transporte para la temperatura, de modo que la presión 
puede obtenerse a partir de la densidad y la temperatura aplicando la correspondiente 
ecuación de estado. En cambio, si el flujo es incompresible, la densidad es constante, y 
no está relacionada por definición con la presión. De este modo, el acoplamiento entre 
la presión y la velocidad introduce una restricción en el campo de flujo: si se aplica un 

Pφ 1 1/ 2hφ +

1 1/ 2hφ −

2 1/ 2hφ + 2 1/ 2hφ −

3 1/ 2hφ +

3 1/ 2hφ −

x 
y 

z 



APÉNDICE I. Método de los volúmenes finitos.  

 

333

Universidad de Oviedo - Área de Mecánica de Fluidos 

campo de presiones correcto en las ecuaciones de momento, el campo de velocidad 
resultante satisfará la continuidad. Este es el objeto de los métodos de acoplamiento 
presión-velocidad, que veremos en apartados subsiguientes.  

 
A continuación se desarrollan los diferentes esquemas de interpolación que 

pueden emplearse en la discretización del término convectivo, y que pueden agruparse 
de un modo general en esquemas de diferenciación central y esquemas de 
diferenciación aguas arriba. La calidad de los esquemas de interpolación va asociada 
a la sensibilidad de los mismos a la dirección del flujo. 
 
I.2.1. Esquema de diferenciación central. 
 

Mediante este esquema los valores de la variable φ  en los centroides de las caras 
se obtienen a través de una interpolación lineal de sus valores en los centros de las 
celdas (Versteeg, 1995), es decir: 
 

 1 1
1/ 2 1/ 2;      

2 2
i i

i i

P h h P
h h

φ φ φ φ
φ φ+ −

+ −

+ +
= =  (I.7) 

 
y de esta forma la ecuación de transporte discreta (I.5) se rescribe como sigue: 
 

 

( ) ( )

3
1 1

, 1/ 2 , 1/ 2
1

3

, 1/ 2 1 , 1/ 2 1
1

  
2 2

 

i i

i i

i i i i

P h h P
i h i h

i

i h h P i h P h
i

F F

D D

φ φ φ φ

φ φ φ φ

+ −
+ −

=

+ + − −
=

+ + 
− = 

 

 = − − − 

∑

∑
 (I.8) 

 
cuya forma linealizada equivalente a (I.3) viene dada por: 
 

    
( )

3 3

1 1 1 1 , 1/ 2 , 1/ 2 , 1/ 2 , 1/ 2
1 1

1 , 1/ 2 , 1/ 2 1 , 1/ 2 , 1/ 2

1;     
2

1 1;       
2 2

i i i i i i i i

i i i i i i

P P h h h h P i h i h i h i h
i i

h i h i h h i h i h

a a a a F F D D

a D F a D F

φ φ φ+ + − − + − + −
= =

− − − + + +

 = + = + + +  

= + = −

∑ ∑
 (I.9) 

 
Un desarrollo en serie de Taylor de la variable escalar φ  pone de manifiesto que  

el esquema (I.9) es exacto a segundo orden. Para garantizar la estabilidad de los 
esquemas numéricos es importante que se verifique la condición de acotamiento, que 
establece que en ausencia de fuentes los valores internos en las celdas de la variable φ 
deben estar acotados por sus valores en los contornos de las mismas. El esquema de 
diferenciación central puede dar lugar a soluciones no acotadas y sin significado físico 
que conlleven a problemas de estabilidad numérica, y esto, unido a que el esquema no 
tiene sensibilidad al sentido del flujo, hace que su aplicación sea poco recomendable 
para discretizar el término convectivo (Pulliam, 1994). 
 
I.2.2. Esquema de diferenciación aguas arriba. 
 

Al contrario que el esquema de diferenciación central, el esquema de 
diferenciación aguas arriba es sensible a la dirección del flujo cuando interpola los 
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valores del escalar φ  a los centroides de las caras. Entre los esquemas de diferenciación 
aguas arriba los más habituales son: el esquema de diferenciación aguas arriba de 
primer orden, el esquema de diferenciación aguas arriba de segundo orden, el esquema 
QUICK y el esquema de la ley de potencia, que se detallan a continuación.  

 
a) Esquema de diferenciación aguas arriba de primer orden. 
 

En este esquema el valor de la variable φ  en una cara de la celda se toma como el 
valor de la variable en el centro de la celda adyacente aguas arriba. Por tanto, en el caso 
de flujo positivo, es decir, de un flujo que transcurre en sentido oeste-este, se tiene que: 
 
 1/ 2 1 1/ 2;      

i i ih h h Pφ φ φ φ− − += =  (I.10) 
 
La ecuación de transporte discretizada (I.5) se rescribe ahora como: 
 

 
( )

( ) ( )

3

, 1/ 2 , 1/ 2 1
1

3

, 1/ 2 1 , 1/ 2 1
1

  

 

i i i

i i i i

i h P i h h
i

i h h P i h P h
i

F F

D D

φ φ

φ φ φ φ

+ − −
=

+ + − −
=

− =

 = − − − 

∑

∑
 (I.11) 

 
y en forma linealizada: 
 

 
( )

3 3

1 1 1 1 , 1/ 2 , 1/ 2 , 1/ 2
1 1

1 , 1/ 2 , 1/ 2 1 , 1/ 2

;    

;      

i i i i i i i

i i i i i

P P h h h h P i h i h i h
i i

h i h i h h i h

a a a a F D D

a F D a D

φ φ φ+ + − − + + −
= =

− − − + +

= + = + +

= + =

∑ ∑  (I.12) 

 
En cambio, cuando el sentido de flujo es negativo, es decir, cuando se considera 

un flujo en el sentido este-oeste, se tiene que:  
 

 1/ 2 1/ 2 1;    
i i ih P h hφ φ φ φ− + += =  (I.13) 

 
y la ecuación de transporte discretizada se rescribe como: 
 

 
( )

( ) ( )

3

, 1/ 2 1 , 1/ 2
1

3

, 1/ 2 1 , 1/ 2 1
1

 

 

i i i

i i i i

i h h i h P
i

i h h P i h P h
i

F F

D D

φ φ

φ φ φ φ

+ + −
=

+ + − −
=

− =

 = − − − 

∑

∑
 (I.14) 

 
cuya forma linealizada viene dada por: 
 

 
( )

3 3

1 1 1 1 , 1/ 2 , 1/ 2 , 1/ 2
1 1

1 , 1/ 2 1 , 1/ 2 , 1/ 2

;    

;      

i i i i i i i

i i i i i

P P h h h h P i h i h i h
i i

h i h h i h i h

a a a a D D F

a D a D F

φ φ φ+ + − − + − −
= =

− − + + +

= + = + −

= = −

∑ ∑  (I.15) 

 
Como su propio nombre indica el esquema de diferenciación aguas arriba de 

primer orden es exacto a primer orden, con un error de truncamiento similar al del 
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término del flujo difusivo, y satisface siempre el criterio de acotamiento (Colella, 1994). 
Para extender a segundo orden la exactitud del esquema de diferenciación aguas arriba 
se utiliza un esquema de interpolación diferente, conocido como esquema de 
interpolación aguas arriba de segundo orden. 
 
b) Esquema de diferenciación aguas arriba de segundo orden. 
 

En este esquema se utiliza una interpolación aguas arriba de dos vías con vistas a 
obtener los valores de la variable escalar en los centroides de las caras. Como su propio 
nombre indica el esquema de diferenciación aguas arriba de segundo orden es exacto a 
segundo orden y verifica siempre el criterio de acotamiento (Colella, 1994). Si el 
sentido de flujo es positivo (oeste-este), se tiene entonces que: 

 

 1 2 1
1/ 2 1/ 2

3 3
;      

2 2
i i i

i i

h h P h
h h

φ φ φ φ
φ φ− − −

− +

− −
= =  (I.16) 

 
de modo que la ecuación de transporte discretizada (I.5) se rescribe como:  
 

 

( ) ( )

3
1 1 2

, 1/ 2 , 1/ 2
1

3

, 1/ 2 1 , 1/ 2 1
1

3 3
 

2 2

 

i i i

i i

i i i i

P h h h
i h i h

i

i h h P i h P h
i

F F

D D

φ φ φ φ

φ φ φ φ

− − −
+ −

=

+ + − −
=

− − 
− = 

 

 = − − − 

∑

∑
 (I.17) 

 
y en forma algebraica lineal:  
 

   

3 3

2 2 1 1 1 1 , 1/ 2 , 1/ 2 , 1/ 2
1 1

2 , 1/ 2 1 , 1/ 2 , 1/ 2 , 1/ 2 1 , 1/ 2

3;   
2

1 1 3;   ;   
2 2 2

i i i i i i i i i

i i i i i i i i

P P h h h h h h P i h i h i h
i i

h i h h i h i h i h h i h

a a a a a F D D

a F a F F D a D

φ φ φ φ− − − − + + + + −
= =

− − − + − − + +

 = + + = + + 
 

= − = + + =

∑ ∑
 (I.18) 

 
En el caso de que el flujo se desarrolle en sentido negativo (este-oeste) las 

variables se interpolan como:  
 

 1 1 2
1/ 2 1/ 2

3 3
;     

2 2
i i i

i i

P h h h
h h

φ φ φ φ
φ φ+ + +

− +

− −
= =  (I.19) 

 
y la ecuación de transporte discretizada se rescribe en este caso como: 
 

                                  

( ) ( )

3
1 2 1

, 1/ 2 , 1/ 2
1

3

, 1/ 2 1 , 1/ 2 1
1

3 3
 

2 2

 

i i i

i i

i i i i

h h P h
i h i h

i

i h h P i h P h
i

F F

D D

φ φ φ φ

φ φ φ φ

+ + +
+ −

=

+ + − −
=

− − 
− = 

 

 = − − − 

∑

∑
 (I.20) 

 
cuya forma linealizada proporciona: 
 



APÉNDICE I. Método de los volúmenes finitos.  

 

336

Universidad de Oviedo - Área de Mecánica de Fluidos 

 

3 3

1 1 1 1 2 2 , 1/ 2 , 1/ 2 , 1/ 2
1 1

1 , 1/ 2 1 , 1/ 2 , 1/ 2 , 1/ 2 2 , 1/ 2

3;     
2

1 3 1;   ;   
2 2 2

i i i i i i i i i

i i i i i i i i

P P h h h h h h P i h i h i h
i i

h i h h i h i h i h h i h

a a a a a F D D

a D a F F D a F

φ φ φ φ− − + + + + − + −
= =

− − + − + + + +

 = + + = − + + 
 

= = − − + =

∑ ∑
 (I.21) 

 
c) Esquema de diferenciación aguas arriba QUICK. 
 

El esquema QUICK (interpolación cuadrática aguas arriba por cinemática 
convectiva) emplea una interpolación cuadrática promediada aguas arriba de tres puntos 
para determinar los valores de las variables en los centroides de las caras de las celdas 
(Versteeg, 1995), de forma que si el sentido de flujo considerado es positivo: 

 

 1 2 1 1
1/ 2 1/ 2

3 6 3 6
;      

8 8
i i i i

i i

P h h h P h
h h

φ φ φ φ φ φ
φ φ− − + −

− +

+ − + −
= =  (I.22) 

 
y la ecuación de transporte discreta viene dada por: 
 

 

( ) ( )

3
1 1 1 2

, 1/ 2 , 1/ 2
1

3

, 1/ 2 1 , 1/ 2 1
1

3 6 3 6
 

8 8

 

i i i i

i i

i i i i

h P h P h h
i h i h

i

i h h P i h P h
i

F F

D D

φ φ φ φ φ φ

φ φ φ φ

+ − − −
+ −

=

+ + − −
=

+ − + − 
− = 

 

 = − − − 

∑

∑
 (I.23) 

 
que en forma lineal se convierte en:  
 

3

2 2 1 1 1 1
1

3

, 1/ 2 , 1/ 2 , 1/ 2 , 1/ 2
1

2 , 1/ 2 1 , 1/ 2 , 1/ 2 , 1/ 2 1 , 1/ 2 , 1/ 2

6 3
8 8

1 1 6 3;   ;   
8 8 8 8

i i i i i i

i i i i

i i i i i i i i i

P P h h h h h h
i

P i h i h i h i h
i

h i h h i h i h i h h i h i h

a a a a

a F F D D

a F a F F D a F D

φ φ φ φ− − − − + +
=

+ − + −
=

− − − + − − + + +

= + +

 = − + + 
 

= − = + + = − +

∑

∑  (I.24) 

 
Cuando el sentido de flujo es negativo las variables se interpolan como: 

 

 1 1 1 2
1/ 2 1/ 2

3 6 3 6
;    

8 8
i i i i

i i

h P h P h h
h h

φ φ φ φ φ φ
φ φ− + + +

− +

+ − + −
= =  (I.25) 

 
y la ecuación de transporte discretizada, y su forma linealizada, son en este caso: 
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, 1/ 2 , 1/ 2
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∑

∑
 (I.26) 
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3

1 1 1 1 2 2
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, 1/ 2 , 1/ 2 , 1/ 2 , 1/ 2
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8 8 8 8
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a F F D D

a F D a F F D a F

φ φ φ φ− − + + + +
=
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− − − + + − + + +

= + +

 = − + + 
 

= + = − − + =

∑

∑ (I.27) 

 
El esquema QUICK proporciona exactitud a tercer orden para el flujo resuelto en 

mallados estructurados alineados con la dirección del flujo. En mallados no 
estructurados o en mallados mixtos, la exactitud del esquema QUICK se reduce a 
segundo orden. Bajo ciertas condiciones de flujo este esquema puede dar problemas de 
estabilidad y soluciones no acotadas (Hirsch, 1990). 
 
d) Esquema de la ley de potencia. 
 

El esquema de discretización de la ley de potencia interpola el valor del escalar φ 
en las caras de las celdas usando una solución exacta de la ecuación de convección-
difusión. Por ejemplo, en una dimensión tendríamos la ecuación: 
 

 ( )1
1 1 1

v
x x x

φρ φ
 ∂ ∂ ∂

= Γ ∂ ∂ ∂ 
 (I.28) 

 
donde Γ y 1vρ  son constantes a lo largo del intervalo x∆ . La integración de esta 
ecuación proporciona una solución que describe como varía la variable escalar φ  con 
respecto a la coordenada x: 

 ( )
( )

0

0

exp 1

exp 1L

xPex L
Pe

φ φ
φ φ

  − −  =
− −

 (I.29) 

 
donde 0 0x

φ φ
=

= , L x L
φ φ

=
=  y 1v LPe ρ

Γ=  es el número de Peclet. 
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Figura I.3. Variación de la variable escalar en función de x. 



APÉNDICE I. Método de los volúmenes finitos.  

 

338

Universidad de Oviedo - Área de Mecánica de Fluidos 

La Figura I.3 representa la variación (I.29) de la variable escalar (tomando 
0 0φ = , 1Lφ =  y 1L = ) para distintos valores del número de Peclet. Como puede 

observarse en dicha figura, para un número de Peclet alto el valor de φ en / 2x L=  es 
aproximadamente igual al valor aguas arriba de la variable, lo que implica que cuando 
el flujo está dominado por la convección la interpolación puede realizarse estableciendo 
que el valor de φ en la cara sea igual al valor de φ en el centro de la celda aguas arriba. 
Cuando 0Pe =  (no hay flujo, o se produce difusión pura), el valor de φ en las caras 
puede interpolarse usando un promedio lineal sencillo entre los valores en 0x =  y  en 
x L= . Cuando el número de Peclet toma un valor intermedio, el valor interpolado de φ 
en / 2x L=  debe derivarse aplicando una ley de potencia similar a la (I.29). El esquema 
de la ley de potencia satisface siempre el criterio de acotamiento numérico y es exacto a 
primer orden en la resolución del flujo. 
 
I.3. ESQUEMAS DE ACOPLAMIENTO PRESIÓN – VELOCIDAD. 
 

En la discretización de las ecuaciones de transporte se ha asumido que el campo 
de velocidad era conocido, pero como ya se ha indicado, en la realidad dicho campo de 
velocidad debe obtenerse como parte de la solución del flujo. El término convectivo de 
las ecuaciones de momento involucra cantidades no lineales, y además las ecuaciones 
de momento están acopladas y no se dispone de una ecuación de transporte para 
resolver el campo de presión.  
 

Tanto el problema de la no linealidad como el problema del acoplamiento pueden 
resolverse aplicando un proceso iterativo para la resolución de las ecuaciones de 
momento, pero teniendo presentes ciertas características especiales a la hora de 
discretizar los gradientes de presiones. Para discretizar las ecuaciones de gobierno de la 
Mecánica de Fluidos mediante el método de los volúmenes finitos se requiere establecer 
dónde se van a almacenar las variables en cada volumen de control (centros o nodos de 
las caras). En el método de los volúmenes finitos considerado en esta discusión las 
variables escalares (presión, densidad, temperatura, etc.) se almacenan en los centros de 
las celdas, por lo que a priori parece lógico almacenar también en los centros de las 
celdas las componentes de la velocidad. No obstante, lo anterior puede dar lugar a que 
un campo de presiones que no es uniforme se comporte como un campo de presiones 
uniforme, de modo que se generan soluciones sin sentido físico y no se tiene en cuenta 
apropiadamente la influencia de la presión en las ecuaciones de momento. Este es el 
motivo  por el que en los esquemas de acoplamiento se utiliza un mallado escalonado, 
es decir, las variables escalares tales como la presión, la densidad, la temperatura, etc., 
se almacenan en los centros de las celdas, pero las componentes de la velocidad se 
almacenan en las caras que delimitan dichas celdas (Versteeg, 1995). Obviamente la 
ventaja del mallado escalonado es que genera las velocidades en las caras de las celdas, 
justo donde son necesarias para la discretización de los términos de convección, con lo 
que no es necesario emplear un esquema de interpolación adicional. En la Figura I.4 se 
representa la notación de una celda empleada para discretizar las ecuaciones en un 
mallado escalonado, siendo ( , , )i j k  el centro de la celda. 

 
A continuación se detalla la discretización de la ecuación de momento lineal para 

la componente escalar v1 de la velocidad, puesto que el proceso de obtención de las 
correspondientes ecuaciones para las componentes de la velocidad v2 y v3 es idéntico, y 
no se incluye aquí por brevedad. 
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Figura I.4. Nomenclatura del mallado escalonado. 
 

La ecuación de momento discreta y lineal para la componente de la velocidad en 
la dirección x, viene dada por: 
 
 ( )1/ 2, , 1; 1/ 2, , 1; 1, , , , 1; 1/ 2, , 1i j k i j k nb nb i j k i j k i j k

nb
a v a v p p A s− − − −= + − +∑  (I.30) 

 
donde 1; 1/ 2, ,i j kA −  es el área de la cara en la dirección  x cuyo centroide viene dado por 

( )1/ 2, ,i j k− , la presión se calcula en los centros de las celdas y nb indica las celdas 
vecinas a la considerada, que en este caso son: 
 

 
1; , , 1; , , 1, , 1; 1, , 1/ 2, 1/ 2, 1; 1/ 2, 1/ 2,

1/ 2, 1/ 2, 1; 1/ 2, 1/ 2, 1/ 2, , 1/ 2 1; 1/ 2, , 1/ 2 1/ 2, , 1/ 2 1; 1/ 2, , 1/ 2

nb nb i j k i j k i j k i j k i j k i j k
nb

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

a v a v a v a v

a v a v a v

− − − + − +

− − − − − + − + − − − −

= + + +

+ + +

∑
 (I.31) 

 
Los coeficientes lineales que aparecen en (I.31) son combinaciones de los flujos 
convectivos F y de los flujos difusivos D. En particular, para la componente de la 
velocidad en la dirección x, los flujos, tanto convectivos como difusivos, involucrados 
en los coeficientes lineales son los siguientes: 
 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( )

, , 1, , , , 1 1 , , 1, , 1 11/ 2, , 1/ 2, ,

1, , , , 1, , 1 1 1, , 2, , 1 11/ 2, , 3/ 2, ,

1/ 2, 1/ 2, , 1, , , 2 2 1, ,, 1/ 2,

1
4
1
4
1
4

i j k i j k i j k i j k i j ki j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j ki j k i j k

i j k i j k i j k i j ki j k

F v A v A

F v A v A

F v A

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

+ −+ −

− − − −− −

− + + −+

 = + + + 

 = + + + 

= + + +( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1, 1, 2 2 1, 1/ 2,

1/ 2, 1/ 2, , , , 1, 2 2 1, 1, 1, , 2 2, 1/ 2, 1, 1/ 2,

1/ 2, , 1/ 2 , , , , 1 3 3 1, , 1, , 1 3 3, , 1/ 2 1, , 1/ 2

1

1
4
1
4

i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j ki j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j ki j k i j k

i

v A

F v A v A

F v A v A

F

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

− + − +

− − − − − −− − −

− − − − − −− − −

−

 
 

 = + + + 

 = + + + 

( )( ) ( )( )/ 2, , 1/ 2 , , 1 , , 3 3 1, , 1 1, , 3 3, , 1/ 2 1, , 1/ 2

1
4j k i j k i j k i j k i j ki j k i j k

v A v Aρ ρ ρ ρ+ + − + −+ − +
 = + + + 

 

(I.32) 

( ), ,i j k

( )1/ 2, ,i j k+( )1/ 2, ,i j k−

( ), 1/ 2,i j k−

( ), 1/ 2,i j k+

( ), , 1/ 2i j k −

( ), , 1/ 2i j k +
x 

y 

z 
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( )

( )

, , 1, ,
, , 1, ,

1/ 2 1/ 2 1/ 2 3/ 2

, , 1, , , 1, 1, 1,
1/ 2, 1/ 2,

1

, , 1, , , 1, 1, 1,
1/ 2, 1/ 2,

1

, ,
1/ 2, , 1/ 2

;      

4

4

i j k i j k
i j k i j k

i i i i

i j k i j k i j k i j k
i j k

j j

i j k i j k i j k i j k
i j k

j j

i j k
i j k

D D
x x x x

D
y y

D
y y

D

−
−

+ − − −

− + − +
− +

+

− − − −
− −

−

− +

Γ Γ
= =

− −
Γ + Γ + Γ + Γ

=
−

Γ + Γ + Γ + Γ
=

−

Γ +
=

( )

( )

1, , , , 1 1, , 1

1

, , 1, , , , 1 1, , 1
1/ 2, , 1/ 2

1

4

4

i j k i j k i j k

k k

i j k i j k i j k i j k
i j k

k k

z z

D
z z

− + − +

+

− − − −
− −

−

Γ + Γ + Γ

−

Γ + Γ + Γ + Γ
=

−

 (I.33) 

 
Las expresiones (I.32) y (I.33) ponen de manifiesto que los valores de las 

componentes de la velocidad que no están disponibles en algún punto de las caras que 
delimitan la celda y que son necesarios, se interpolan a partir de los valores disponibles 
más cercanos, que a pesar de que influyen en los valores de los coeficientes lineales de 
la ecuación de momento, no deben confundirse con los escalares desconocidos 1; 1/ 2, ,i j kv −  
y 1;nbv , que son los que se pretenden calcular. En cada iteración las componentes de la 
velocidad se calculan a partir de sus correspondientes valores en la iteración previa.  

 
Expresiones similares a las ecuaciones (I.30) a (I.33) se obtienen para las 

componentes v2 y v3 de la velocidad, de modo que dado el campo de presiones p, las 
ecuaciones de momento discretas y lineales se plantean para cada volumen de control y 
se resuelven para obtener el campo de velocidades. Si el campo de presiones es correcto 
el campo de velocidades satisfará la ecuación de continuidad. Como el campo de 
presiones es desconocido y debe obtenerse como parte de la solución del problema de 
flujo, se necesitan nuevos algoritmos que permitan calcularlo, entre los que se 
encuentran los algoritmos SIMPLE, SIMPLEC y PISO, que se detallan a continuación.  
 
I.3.1. Algoritmo SIMPLE. 
 

El algoritmo SIMPLE (método semi–implícito para las ecuaciones acopladas de la 
presión), comienza suponiendo un campo de presiones, denotado como *p  , que se 
utiliza para resolver las ecuaciones de momento discretas, obteniéndose así el campo de 
velocidades supuesto ( )* * *

1 2 3, ,v v v  (Hirsch, 1990): 
 

 

( )

( )

* * * *
1/ 2, , 1; 1/ 2, , 1; 1, , , , 1; 1/ 2, , 1; 1/ 2, ,

* * * *
, 1/ 2, 2; , 1/ 2, 2; , 1, , , 2; , 1/ 2, 2; , 1/ 2,

* *
, , 1/ 2 3; , , 1/ 2 3; , ,

i j k i j k nb nb i j k i j k i j k i j k
nb

i j k i j k nb nb i j k i j k i j k i j k
nb

i j k i j k nb nb i j
nb

a v a v p p A S

a v a v p p A S

a v a v p

− − − − −

− − − − −

− −

= + − +

= + − +

= +

∑

∑

∑ ( )* *
1 , , 3; , , 1/ 2 3; , , 1/ 2k i j k i j k i j kp A S− − −− +

 (I.34) 

 

Si las correcciones de presión y velocidad, p′  y ( )1 2 3, ,v v v′ ′ ′ , se definen como: 
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 * * * *
1 1 1 2 2 2 3 3 3;    ;    ;    p p p v v v v v v v v v′ ′ ′ ′= + = + = + = +  (I.35) 

 
la diferencia entre las ecuaciones de momento (I.30) para los campos reales y las 
ecuaciones de momento (I.34) para los campos supuestos proporciona las ecuaciones de 
momento para los campos corregidos: 
 

 

( )

( )
1/ 2, , 1; 1/ 2, , 1; 1, , , , 1; 1/ 2, , 1; 1/ 2, ,

, 1/ 2, 2; , 1/ 2, 2; , 1, , , 2; , 1/ 2, 2; , 1/ 2,

, , 1/ 2 3; , , 1/ 2 3; ,

i j k i j k nb nb i j k i j k i j k i j k
nb

i j k i j k nb nb i j k i j k i j k i j k
nb

i j k i j k nb nb i j
nb

a v a v p p A S

a v a v p p A S

a v a v p

− − − − −

− − − − −

− −

′ ′ ′ ′= + − +

′ ′ ′ ′= + − +

′ ′ ′= +

∑

∑

∑ ( ), 1 , , 3; , , 1/ 2 3; , , 1/ 2k i j k i j k i j kp A S− − −′− +

 (I.36) 

 
La principal simplificación aplicada por el algoritmo SIMPLE consiste en eliminar 

de las ecuaciones anteriores para el campo de velocidades corregido los términos 
1;nb nba v′∑ , 2;nb nba v′∑  y 3;nb nba v′∑ , de modo que finalmente el campo de velocidades 

real vendrá dado por:  
 

 

( )
( )
( )

*
1; 1/ 2, , 1; 1/ 2, , 1/ 2, , 1, , , ,

*
2; , 1/ 2, 2; , 1/ 2, , 1/ 2, , 1, , ,

*
3; , , 1/ 2 3; , , 1/ 2 , , 1/ 2 , , 1 , ,

i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k

v v d p p

v v d p p

v v d p p

− − − −

− − − −

− − − −

′ ′= + −

′ ′= + −

′ ′= + −

 (I.37) 

 
siendo: 
 

 1; 1/ 2, , 2; , 1/ 2, 3; , , 1/ 2
1/ 2, , , 1/ 2, , , 1/ 2

1/ 2, , , 1/ 2, , , 1/ 2

 ;    ;     i j k i j k i j k
i j k i j k i j k

i j k i j k i j k

A A A
d d d

a a a
− − −

− − −
− − −

= = =  (I.38) 

 
Expresiones similares a (I.37) se obtienen para la componentes 1; 1/ 2, ,i j kv + , 

2; , 1/ 2,  i j kv + y 3; , , 1/ 2i j kv + . Además, las ecuaciones de momento deben satisfacer la ecuación 
de continuidad, de forma que sustituyendo en dicha ecuación de continuidad las 
expresiones (I.37) se obtiene la ecuación de corrección para la presión: 
 

 , , , , 1, , 1, , 1, , 1, , , 1, , 1, , 1, , 1,

, , 1 , , 1 , , 1 , , 1 , ,

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k

a p a p a p a p a p

a p a p b
+ + − − + + − −

+ + − −

′ ′ ′ ′ ′= + + + +

′ ′ ′+ + +
 (I.39) 

 
donde: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , 1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1

1, , 1 1, , 1 , 1, 21/ 2, , 1/ 2, , , 1/ 2,

, 1, 2 , , 1 3 , , 1 3, 1/ 2, , , 1/ 2 , ,

;   ;   

;   ;   

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j ki j k i j k i j k

i j k i j k i j ki j k i j k i j k

a a a a a a a

a dA a dA a dA

a dA a dA a dA

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

+ − + − + −

+ − ++ − +

− + −− +

= + + + + +

= = =

= = =

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1/ 2

* * *
, , 1 1 1 1 2 21/ 2, , 1/ 2, , , 1/ 2,

* * *
2 2 3 3 3 3, 1/ 2, , , 1/ 2 , , 1/ 2

i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k

b v A v A v A

v A v A v A

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

−

− + −

+ − +

′ = − + −

− + −

 (I.40) 
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Cuando se resuelve la ecuación de corrección de la presión (I.39) se obtiene un 
campo de presiones corregido p′  en todos los puntos del dominio, de forma que es 
inmediato obtener los campos de velocidades y presiones correctos. No obstante, con el 
algoritmo SIMPLE, la ecuación de corrección de la presión puede divergir, por lo que es 
necesario controlar el cambio de la presión en cada iteración mediante sub-relajaciones:  
 
 *new

pp p pα ′= +  (I.41) 
 
donde pα  es el factor de sub-relajación de la presión que debe tomar valores entre cero 

y uno, y donde newp  es el valor mejorado de la presión. Del mismo modo las 
velocidades también deben controlarse mediante sub-relajaciones: 
 
  ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3

1 1 1
1 1 1 2 2 2 3 3 31 ;   1 ;   1new n new n new n

v v v v v vv v v v v v v v vα α α α α α− − −= + − = + − = + −  (I.42) 

 
donde los superíndices ( )1n −  indican valores de las velocidades en la iteración previa, 
y donde los correspondientes factores de sub-relajación también deben tomar valores 
entre cero y uno. De este modo, las ecuaciones de momento lineales discretas con sub-
relajación se escriben como: 
 

 

( )

( )
1

1

1

1/ 2, ,
1; 1/ 2, , 1; 1, , , , 1; 1/ 2, ,

1/ 2, , 1
1; 1/ 2, , 1; 1/ 2, ,1

i j k
i j k nb nb i j k i j k i j k

nbv

i j k n
i j k v i j k

v

a
v a v p p A

a
S v

α

α
α

−
− − −

− −
− −

= + − +

 
+ + − 

  

∑
 (I.43) 

 

 

( )

( )
2

2

2

, 1/ 2,
2; , 1/ 2, 2; , 1, , , 2; , 1/ 2,

, 1/ 2, 1
2; , 1/ 2, 2; , 1/ 2,1

i j k
i j k nb nb i j k i j k i j k

nbv

i j k n
i j k v i j k

v

a
v a v p p A

a
S v

α

α
α

−
− − −

− −
− −

= + − +

 
+ + − 

  

∑
 (I.44) 

 

 

( )

( )
3

3

3

, , 1/ 2
3; , , 1/ 2 3; , , 1 , , 3; , , 1/ 2

, , 1/ 2 1
3; , , 1/ 2 3; , , 1/ 21

i j k
i j k nb nb i j k i j k i j k

nbv

i j k n
i j k v i j k

v

a
v a v p p A

a
S v

α

α
α

−
− − −

− −
− −

= + − +

 
+ + − 

  

∑
 (I.45) 

 
La ecuación de corrección de la presión se ve afectada también por la sub-

relajación de las velocidades a través de los términos: 
 

       31 2 3; , , 1/ 21; 1/ 2, , 2; , 1/ 2,
1/ 2, , , 1/ 2, , , 1/ 2

1/ 2, , , 1/ 2, , , 1/ 2

  ;    ;  i j k vi j k v i j k v
i j k i j k i j k

i j k i j k i j k

AA A
d d d

a a a
αα α −− −

− − −
− − −

= = =  (I.46) 

 
La correcta elección de los factores de sub-relajación es determinante para el coste 

computacional asociado con el algoritmo SIMPLE. 
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I.3.2. Algoritmo SIMPLEC. 
 

El algoritmo SIMPLEC (SIMPLE–Consistente) sigue la misma metodología que 
el algoritmo SIMPLE, pero utiliza correcciones de la velocidad en las ecuaciones de 
momento que omiten menos términos (Colella, 1994): 
 

 

( )
( )
( )

1; 1/ 2, , 1/ 2, , 1, , , ,

2; , 1/ 2, , 1/ 2, , 1, , ,

3; , , 1/ 2 , , 1/ 2 , , 1 , ,

i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k

v d p p

v d p p

v d p p

− − −

− − −

− − −

′ ′ ′= −

′ ′ ′= −

′ ′ ′= −

 (I.47) 

 
siendo en este caso: 
 

 

1; 1/ 2, , 2; , 1/ 2,
1/ 2, , , 1/ 2,

1/ 2, , , 1/ 2,

3; , , 1/ 2
, , 1/ 2

, , 1/ 2

;   ;   

;

i j k i j k
i j k i j k

i j k nb i j k nb

i j k
i j k

i j k nb

A A
d d

a a a a

A
d

a a

− −
− −

− −

−
−

−

= =
− −

=
−

∑ ∑

∑

 (I.48) 

 
Con el algoritmo SIMPLEC la ecuación de corrección de la presión que se obtiene 

es idéntica a la obtenida con el algoritmo SIMPLE (ecuación (I.39)). 
 
I.3.3. Algoritmo PISO. 
 

El algoritmo PISO (Presión Implícita con Separación de Operadores) involucra un 
primer paso de predicción y a continuación dos pasos de corrección, de forma que 
puede considerarse como un algoritmo del tipo SIMPLE al que se le añade un segundo 
paso de corrección (Versteeg, 1995). 

 
En el paso de predicción el algoritmo PISO resuelve las ecuaciones de momento 

discretas para un campo de presiones supuesto, *p , de forma que se obtiene el 
correspondiente campo de velocidades supuesto, ( )* * *

1 2 3, ,v v v , siguiendo un 
procedimiento idéntico al empleado en el algoritmo SIMPLE. 
 

En el primer paso de corrección el algoritmo PISO introduce un campo de 
velocidades ( )** ** **

1 2 3, ,v v v  que satisface la continuidad, y que se relaciona con los campos 
de presión y velocidad supuestos obtenidos en el paso de predicción a través de las 
expresiones: ** *p p p′= +  y ** *

i i iv v v′= +  para 1,2,3i = , de forma que las velocidades 
corregidas son: 
 

 

( )
( )
( )

** *
1; 1/ 2, , 1; 1/ 2, , 1/ 2, , 1, , , ,

** *
2; , 1/ 2, 2; , 1/ 2, , 1/ 2, , 1, , ,

** *
3; , , 1/ 2 3; , , 1/ 2 , , 1/ 2 , , 1 , ,

i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k

v v d p p

v v d p p

v v d p p

− − − −

− − − −

− − − −

′ ′= + −

′ ′= + −

′ ′= + −

 (I.49) 

 
Las expresiones (I.49) se sustituyen en la ecuación de la continuidad discreta para 



APÉNDICE I. Método de los volúmenes finitos.  

 

344

Universidad de Oviedo - Área de Mecánica de Fluidos 

obtener la primera ecuación de corrección de la presión, que coincide con la ecuación de 
corrección de la presión (I.39) del algoritmo SIMPLE. La resolución de la primera 
ecuación para la corrección de la presión permite obtener la primera corrección de 
presión p′ , y a partir de ella el campo de velocidades ( )** ** **

1 2 3, ,v v v . 
 

En el segundo paso de corrección del algoritmo PISO se resuelven las ecuaciones 
de momento discretas para el campo de velocidades ( )** ** **

1 2 3, ,v v v , de forma que se 

obtiene un nuevo campo de velocidades corregido por segunda vez ( )*** *** ***
1 2 3, ,v v v :  

 

 

( )

( )

*** *** *** ***
1/ 2, , 1; 1/ 2, , 1; 1, , , , 1; 1/ 2, , 1; 1/ 2, ,

*** *** *** ***
, 1/ 2, 2; , 1/ 2, 2; , 1, , , 2; , 1/ 2, 2; , 1/ 2,

***
, , 1/ 2 3; , , 1/ 2

i j k i j k nb nb i j k i j k i j k i j k
nb

i j k i j k nb nb i j k i j k i j k i j k
nb

i j k i j k

a v a v p p A S

a v a v p p A S

a v

− − − − −

− − − − −

− −

= + − +

= + − +

=

∑

∑

( )*** *** ***
3; , , 1 , , 3; , , 1/ 2 3; , , 1/ 2nb nb i j k i j k i j k i j k

nb

a v p p A S− − −+ − +∑

 (I.50) 

 
La diferencia entre las ecuaciones (I.50) y las ecuaciones de momento del algoritmo 
SIMPLE, proporciona: 
 

 

( ) ( )

( ) ( )

** *
1; 1;*** **

1; 1/ 2, , 1; 1/ 2, , 1/ 2, , 1, , , ,
1/ 2, ,

** *
2; 2;** *

2; , 1/ 2, 2; , 1/ 2, , 1/ 2, , 1, , ,
, 1/ 2,

**
3; , , 1/ 2 3; , ,

nb nb nb
i j k i j k i j k i j k i j k

i j k

nb nb nb
i j k i j k i j k i j k i j k

i j k

i j k i j k

a v v
v v d p p

a

a v v
v v d p p

a

v v

− − − −
−

− − − −
−

− −

−
′′ ′′= + + −

−
′′ ′′= + + −

=

∑

∑

( ) ( )
** *
3; 3;*

1/ 2 , , 1/ 2 , , 1 , ,
, , 1/ 2

nb nb nb
i j k i j k i j k

i j k

a v v
d p p

a − −
−

−
′′ ′′+ + −

∑

 (I.51) 

 
donde p′′ es la segunda corrección de presión, de forma que: *** **p p p′′= + . 
 

Cuando las ecuaciones (I.51) se sustituyen en la ecuación de continuidad discreta, 
se obtiene la segunda ecuación de corrección de la presión: 
 

 , , , , 1, , 1, , 1, , 1, , , 1, , 1, , 1, , 1,

, , 1 , , 1 , , 1 , , 1 , ,

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k

a p a p a p a p a p

a p a p b
+ + − − + + − −

+ + − −

′′ ′′ ′′ ′′ ′′= + + + +

′′ ′′ ′′+ + +
 (I.52) 

 
donde el término fuente se anula puesto que las componentes de la velocidad, 
( )** ** **

1 2 3, ,v v v , satisfacen la ecuación de continuidad, y donde: 
 

 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , 1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1

1, , 1 1, , 1 , 1, 21/ 2, , 1/ 2, , , 1/ 2,

, 1, 2 , , 1 3 , , 1 3, 1/ 2, , , 1/ 2 , ,

;   ;   

;   ;   

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j ki j k i j k i j k

i j k i j k i j ki j k i j k i j k

a a a a a a a

a dA a dA a dA

a dA a dA a dA

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

+ − + − + −

+ − ++ − +

− + −− +

= + + + + +

= = =

= = =
1/ 2−

 (I.53) 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

** *
, , 1 1 1, 1, 21/ 2, , 1/ 2, , , 1/ 2,

** *
2 2, 2, 3 3, 1/ 2, , 1/ 2, , 1/ 2,

** *
3, 3,

/ / /

/ / /

i j k nb nb nbi j k i j k i j k

nb nb nbi j k i j k i j k

nb nb nb

b A a A a a v v A a

A a a v v A a A a

a v v

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

− + −

+ − +

  ′′ = − − + −  

  − − + −  

−

∑

∑

∑

 (I.54) 

 
La ecuación (I.52) se resuelve para obtener la segunda corrección de la presión 

p′′ , de forma que el campo de presiones corregido por segunda vez viene dado por: 
 
 *** ** *p p p p p p′′ ′ ′′= + = + +  (I.55) 
 
A partir del campo de presiones (I.55) es inmediato obtener el campo de velocidades 
corregido por segunda vez. 
 
I.4. DISCRETIZACIÓN TEMPORAL. 
 

En los apartados anteriores el método de los volúmenes finitos se ha aplicado para 
discretizar las ecuaciones de gobierno estacionarias de la Mecánica de Fluidos. En el 
presente apartado se generaliza el método de los volúmenes finitos al caso de estado no 
estacionario, generalización que permite aplicar esta técnica a problemas que se 
desarrollan en regímenes de flujo transitorios. La ecuación de transporte para una 
variable escalar φ genérica, en estado no estacionario, integrada sobre un volumen de 
control tridimensional y sobre un intervalo temporal finito t∆ , viene dada por: 
 

      

( ) ( ) ( )

( )

1 2

3 1 2

3

1 1 2 2
1 2

3 3 1 2
3 1 1 2 2

3
3 3

t t t t t t

VC t t A t A

t t t t t t

t A t A t A

t t

t A

dtdV v dA dt v dA dt
t x x

v dA dt dA dt dA dt
x x x x x

dA dt S
x x φ

ρφ ρ φ ρ φ

φ φρ φ

φ

+∆ +∆ +∆

+∆ +∆ +∆

+∆

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = Γ + Γ +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 ∂ ∂
+ Γ + ∂ ∂ 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

 (I.56) 

 
que en forma discreta se convierte en1: 
 

 

( ) ( ) ( )
3

0
1/ 2 1/ 21/ 2 1/ 2

1

3

1 1/ 2 1/ 2

i ii i

i i

t t

P P P i i h i i hh h
i t

t t t t

i i
i i it th h

V v A v A dt

A A dt S dV
x x φ

ρ φ φ ρ φ ρ φ

φ φ

+∆

+ −+ −
=

+∆ +∆

= + −

 − ∆ + − = 

    ∂ ∂ = Γ − Γ +   ∂ ∂     

∑ ∫

∑ ∫ ∫
 (I.57) 

 
En la ecuación (I.57) es necesario integrar temporalmente cada uno de los 

términos. El método de los volúmenes finitos establece la siguiente aproximación para 
la evaluación de las integrales temporales (Shaw, 1992): 

                                                 
1 Las variables con superíndice 0 indican que la variable se evalúa en el paso temporal anterior al actual. 
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 ( ) 01
t t

P P P
t

I dt tφ φ θφ θ φ
+∆

 = = + − ∆ ∫  (I.58) 

 
donde θ es un parámetro que puede tomar valores entre cero y uno. Aplicando la 
aproximación (I.58) a la ecuación (I.57) y linealizándola, se obtiene: 
 

           ( ) ( ){ }1 1

3
0 0 0 0

1 1 1 1 1 1
1

1 1
i i i iP P h h h h h h P P

i
a a a aφ θφ θ φ θφ θ φ φ− − − + + +

=

   = + − + + − +   ∑  (I.59) 

 
donde: 
 

 ( )
3

0 0 0
1 1

1
;       

i iP h h P P P
i

Va a a a a
t

ρ+ −
=

∆
= + + =

∆∑  (I.60) 

 
y el resto de coeficientes se obtienen aplicando alguno de los esquemas de interpolación 
para la discretización espacial por volúmenes finitos de los términos de convección y 
difusión, desarrollados anteriormente para el caso estacionario. 
 

Cuando en la expresión (I.58) el parámetro θ  toma el valor cero, el esquema 
resultante se dice que es un esquema explícito, puesto que en la correspondiente 
ecuación (I.59) el lado derecho sólo contiene valores de la variable φ en el paso 
temporal anterior y el lado izquierdo se evalúa empleando solamente valores ya 
existentes de dicha variable. Este esquema se basa en una diferenciación temporal hacia 
atrás (backward) y un desarrollo en serie de Taylor del mismo demuestra que se trata de 
un esquema exacto a primer orden con respecto al tiempo. El esquema explícito tiene un 
límite muy restrictivo del tamaño máximo de paso temporal que es posible emplear, de 
modo que el coste computacional necesario para lograr una exactitud espacial aceptable 
es muy elevado. Por este motivo generalmente el esquema explícito no es recomendable 
para la solución de problemas dependientes del tiempo. Cuando 0 1θ< ≤ , el esquema 
de discretización temporal resultante se dice que es un esquema implícito, puesto que 
en ambos lados de la ecuación (I.59) se emplean valores de la variable φ  en el paso 
temporal que se está calculando. En particular, cuando 1θ = , se dice que el esquema es 
totalmente implícito, y cuando 1/ 2θ = , el esquema se denomina de Crank–Nicolson 
(Ballesteros, 2003). 

 
El esquema de Crank–Nicolson es incondicionalmente estable para todos los 

valores del paso temporal. Se basa en una diferenciación central, por lo que es exacto a 
segundo orden con respecto al tiempo. Con pasos temporales lo suficientemente 
pequeños es posible alcanzar una exactitud considerablemente mayor que con el método 
explícito. Como la exactitud total del cálculo depende también de la discretización 
espacial, este esquema suele emplearse junto con el método de diferenciación central. El 
esquema totalmente implícito también es incondicionalmente estable para cualquier 
tamaño de paso temporal y su exactitud es de primer orden, por lo que será necesario 
emplear pasos temporales pequeños para asegurar la exactitud de los resultados. Es un 
método muy robusto y suele recomendarse para los cálculos de flujos dependientes del 
tiempo. 

 
En todos los casos es  posible aumentar  la  precisión  de  los  cálculos  temporales 
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empleando esquemas de diferenciación temporal de segundo orden. Consideremos, por 
ejemplo, que la evolución de la variable φ  viene dada por: 
 

 ( )F
t
φ φ∂

=
∂

 (I.61) 

 
donde la función F ya incorpora cualesquiera discretizaciones espaciales. Si la derivada 
temporal se discretiza mediante diferenciación “backward”, el esquema exacto a primer 
orden es: 
 

 ( )
1n n

F
t

φ φ φ
+ −

=
∆

 (I.62) 

 
y el esquema exacto a segundo orden vendría dado por: 
 

 ( )
1 13 4n n n

F
t

φ φ φ φ
+ −− +

=
∆

 (I.63) 

 
donde 1nφ +  corresponde al valor de la variable en el paso temporal posterior, nφ  
corresponde al valor de la variable en el paso temporal actual y 1nφ −  corresponde al 
valor de la variable en el paso temporal anterior. 
 

Los esquemas de acoplamiento de la presión y la velocidad que se han 
desarrollado para el caso estacionario deben modificarse para ser aplicados al caso no 
estacionario. A continuación se detallan algunos de dichos esquemas de acoplamiento 
modificados. Para más información consúltese (Versteeg, 1995). 
 
I.4.1. Algoritmo SIMPLE no estacionario. 
 

En el caso de flujo no estacionario la ecuación de continuidad integrada en el 
tiempo y discretizada sobre un volumen de control tridimensional viene dada por: 
 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0
, , , , 1 1 1 11/ 2, , 1/ 2, ,

2 2 2 2 3 3 3 3, 1/ 2, , 1/ 2, , , 1/ 2 , , 1/ 2
0

i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k

V v A v A
t

v A v A v A v A

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

+ −

+ − + −

∆  − + − + ∆
   + − + − =   

 (I.64) 

 
de forma que sustituyendo (I.64) en la ecuación de corrección de la presión para el 
algoritmo SIMPLE (ecuación (I.39)), se obtiene la ecuación de corrección de la presión 
en el caso no estacionario: 
 

 , , , , 1, , 1, , 1, , 1, , , 1, , 1, , 1, , 1,

, , 1 , , 1 , , 1 , , 1 , ,

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k

a p a p a p a p a p

a p a p b
+ + − − + + − −

+ + − −

′ ′ ′ ′ ′= + + + +

′ ′ ′+ + +
 (I.65) 

 
donde: 
 , , 1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j ka a a a a a a+ − + − + −= + + + + +  (I.66) 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

* * * *
, , 1 1 1 1 2 2 2 21/ 2, , 1/ 2, , , 1/ 2, , 1/ 2,

* * 0
2 2 2 2 , , , ,, , 1/ 2 , , 1/ 2

i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j ki j k i j k

b v A v A v A v A

Vv A v A
t

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

− + − +

− +

′ = − + − +

∆
+ − + −

∆

 (I.67) 

 
y el resto de coeficientes del algoritmo SIMPLE no estacionario coinciden con los del 
caso estacionario. 
 
I.4.2. Algoritmo PISO no estacionario. 
 

En el caso de flujo no estacionario todos los términos dependientes del tiempo se 
retienen en las ecuaciones de momento y continuidad, de modo que en el algoritmo 
PISO aparecen unas contribuciones adicionales en las ecuaciones de momento 
corregidas y en la ecuación de corrección de la presión, que pueden resumirse como 
sigue: 

 
a) Se añade el término 0 0

, , , , /i j k i j ka V tρ= ∆ ∆  a los coeficientes centrales de 
las ecuaciones de momento discretizadas (I.34) y (I.50).  

b) Se añaden los términos 0 0
, , 1; , ,i j k i j ka v , 0 0

, , 2; , ,i j k i j ka v  y 0 0
, , 3; , ,i j k i j ka v  a los 

términos fuente de las ecuaciones de momento discretizadas.  
c) Se añade el término ( )0

, , , , /i j k i j k V tρ ρ− ∆ ∆  al término fuente de la 
primera y segunda ecuación de corrección de la presión. 

 
Por lo demás el algoritmo PISO es idéntico al desarrollado en el caso de flujo 

estacionario. 
 
I.4.3.Cálculos de estado estacionario mediante una aproximación pseudo no 

estacionaria. 
 

Ya se ha mencionado que la sub-relajación en cada iteración es un requisito 
necesario para estabilizar los procedimientos iterativos en cálculos estacionarios. 
Consideremos por ejemplo la forma sub-relajada de la ecuación de momento 
estacionaria para la componente v1 de la velocidad: 
 

 

( )

( )
1

1

1

1/ 2, ,
1; 1/ 2, , 1; 1, , , , 1; 1/ 2, ,

11/ 2, ,
1; 1/ 2, , 1; 1/ 2, ,1

i j k
i j k nb nb i j k i j k i j k

nbv

ni j k
i j k v i j k

v

a
v a v p p A

a
S v

α

α
α

−
− − −

−−
− −

= + − +

 
 + + −   

  

∑
 (I.68) 

 
y comparémosla con la forma discreta de la ecuación de momento para dicha 
componente dependiente del tiempo: 
 

         
( )0

1/ 2, , 1/ 2, , 1; 1/ 2, , 1; 1, , , , 1; 1/ 2, ,

0 0
1; 1/ 2, , 1/ 2, , 1; 1/ 2, ,

i j k i j k i j k nb nb i j k i j k i j k
nb

i j k i j k i j k

Va v a v p p A
t

VS v
t

ρ

ρ

− − − − −

− − −

∆ + = + − + ∆ 
∆

+ +
∆

∑
 (I.69) 
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De la comparación de las ecuaciones (I.68) y (I.69) se deduce claramente que: 
 

 ( ) 1/ 2, , 0
1 1/ 2, ,

1

1 i j k
v i j k

v

a V
t

α ρ
α
−

−

∆
− =

∆
 (I.70) 

 
La ecuación (I.70) pone de manifiesto que es posible alcanzar los efectos de sub-

relajación en cálculos estacionarios iterativos partiendo de un campo inicial dado por 
medio de un cálculo pseudo no estacionario que parta del mismo campo inicial y 
tomando un paso temporal que satisfaga la condición (I.70). Alternativamente los 
cálculos estacionarios pueden interpretarse como pseudo no estacionarios con pasos 
temporales que varían espacialmente. 
 
I.5. CONDICIONES DE CONTORNO Y CONDICIONES INICIALES. 
 

Todos los problemas CFD se definen en términos de condiciones iniciales y 
condiciones de contorno. Las condiciones iniciales definen el estado del fluido en el 
instante considerado para la evolución temporal ( 0t = ). De este modo, para definir 
correctamente un problema es necesario conocer el valor que tienen todas las variables 
en ese instante, proceso mediante el cual se inicializan las matrices de datos apropiados 
en el código CFD. En ocasiones en problemas resueltos mediante técnicas numéricas es 
imposible conocer las condiciones iniciales de las variables, por lo que debe buscarse 
otra alternativa. La más sencilla y habitual es dar a todas las variables el valor cero, 
asumiendo que si se avanza lo suficiente en el tiempo se llega a un estado estacionario o 
periódico independientemente de la solución inicial, según que las condiciones de 
contorno sean constantes o periódicas. La desventaja de esta aproximación es que si la 
solución inicial se aparta mucho de la solución real pueden aparecer problemas de 
convergencia a la hora de resolver las ecuaciones. En función del tipo de evolución 
temporal, las ecuaciones diferenciales, y por tanto, los problemas de origen, se 
clasifican en elípticas, parabólicas o hiperbólicas. 

 
En cuanto a las condiciones de contorno, cuando se construye un mallado 

escalonado, se establecen nodos adicionales que rodean los contornos físicos, como se 
muestra por ejemplo en la Figura I.5. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Figura I.5. Volumen de control en el contorno. 

Contorno físico 

Volumen de control en el contorno 
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Los cálculos se realizan únicamente en los nodos internos, ya que dos 
características notables del mallado escalonado son: en primer lugar los contornos 
físicos coinciden con los contornos del volumen de control de los escalares, y en 
segundo lugar los nodos fuera del dominio están disponibles para almacenar las 
condiciones de contorno (Colella, 1994). Lo anterior permite que la introducción de 
condiciones de  contorno se realice con pequeñas modificaciones de las ecuaciones 
discretizadas en los nodos internos cercanos a los contornos físicos. 
 

Las condiciones de contorno pueden ser de varios tipos, siendo los más comunes 
en la práctica (Ballesteros, 2003): 

 
• Condiciones de contorno de tipo Dirichlet: la variable dependiente 

es conocida en la frontera física del problema. 
• Condiciones de contorno de tipo Neumann: se conoce el valor de 

los gradientes normales de la variable dependiente en las fronteras 
del problema. 

• Condiciones de contorno de tipo Robin: la condición conocida 
constituye una combinación lineal de los dos tipos de condiciones 
de contorno anteriores. 

• Condiciones de contorno mixtas: en unas zonas de la frontera 
física se tienen condiciones de tipo Dirichlet, y en otras, 
condiciones de tipo Neumann. 

 
I.6. SOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES DISCRETAS. 
 

La discretización de las ecuaciones de gobierno de la Mecánica de Fluidos sobre 
un dominio dividido en volúmenes de control genera un sistema de ecuaciones 
algebraicas (en principio lineales aunque también pueden ser no lineales), que es 
necesario resolver.  

 
Existen dos familias fundamentales de técnicas de solución para ecuaciones 

algebraicas discretas: métodos directos y métodos indirectos o iterativos. El número 
de operaciones para la solución de un sistema de N ecuaciones con N incógnitas por 
medio de un método directo es del orden de 3N  y además, se requiere el 
almacenamiento simultáneo en memoria de 2N coeficientes del sistema de ecuaciones, 
lo que conlleva que los métodos directos tengan un coste computacional muy elevado.  
En cambio, los métodos iterativos se basan en la aplicación reiterada de un algoritmo 
relativamente sencillo que proporciona una eventual convergencia después de un cierto 
número de repeticiones. El número total de operaciones, típicamente del orden de N  por 
cada iteración del ciclo, no puede predecirse de antemano y no es posible garantizar la 
convergencia a menos que el sistema de ecuaciones satisfaga criterios exactos. La 
principal ventaja de los métodos iterativos es que sólo los coeficientes de las ecuaciones 
distintos de cero necesitan ser almacenados en memoria (Arbesmeir, 1991). 

 
Entre los métodos iterativos los más habituales son los métodos de Jacobi y 

Gauss–Seidel, que son muy fáciles de implementar, pero cuya convergencia es muy 
lenta cuando el sistema de ecuaciones a resolver es grande, por lo que en cálculos CFD 
deben usarse junto con un procedimiento denominado multigrid. En 1949 Thomas 
desarrolló un algoritmo que permite resolver rápidamente sistemas tridiagonales y que 
se conoce como algoritmo de la matriz tridiagonal (TDMA) (Thomas, 1949). Dicho 
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algoritmo es un método directo para problemas unidimensionales, pero puede ser 
aplicado iterativamente para resolver problemas multidimensionales. Aunque el 
algoritmo TDMA es poco costoso computacionalmente y requiere una cantidad mínima 
de almacenamiento en memoria, características que lo hacen muy atractivo para los 
códigos CFD, su convergencia para flujos complicados puede ser muy lenta, por lo que 
en los códigos CFD la técnica de resolución del sistema de ecuaciones algebraicas 
lineales discretas más empleada y que mejores resultados proporciona es la técnica 
multigrid en conjunción con algún tipo de método iterativo. A continuación se 
desarrollan las características generales de los métodos iterativos de Jacobi y Gauss–
Seidel, del método TDMA y del procedimiento multigrid. 
 
I.6.1. Métodos iterativos de Jacobi y Gauss–Seidel. 
 

Considérese un sistema lineal de ecuaciones en forma matricial dado por la 
expresión (Wesseling, 1992):  
 
 A bφ⋅ =  (I.71) 
 
donde A es la matriz de los coeficientes del sistema, φ es el vector columna de las 
variables dependientes y b es el vector columna de las soluciones. La matriz A es una 
matriz cuadrada de n filas y n columnas, y cuyos elementos de la diagonal son distintos 
de cero. 
 

Examinando por separado cada una de las ecuaciones del sistema (I.71), si la 
ecuación i se resuelve únicamente para φi , suponiendo que el resto de entradas para φ 
son conocidas y se mantienen fijas, el método de Jacobi establece que: 
 

 

1

  1,...,

k
i ij j

i jk
i

ii

b a
i n

a

φ
φ

−

≠

−
= =

∑
 (I.72) 

 
y el método de Gauss–Seidel establece que: 
 

 

1

  1,...,

k k
i ij j ij j

j i j ik
i

ii

b a a
i n

a

φ φ
φ

−

< >

− −
= =

∑ ∑
 (I.73) 

 
donde el superíndice k indica la iteración. En forma matricial, si D es la matriz diagonal 
de A, L es la matriz triangular inferior de A y U es la matriz triangular superior de A, 
dadas por: 
 

             
11 12 1

22 21 2

1 2

0 0 0 0 0 0
0 0    0 0    0 0
0 0 0 0 0 0

n

n

nn n n

a a a
D a L a U a

a a a

     
     

= = =     
     
     

 (I.74) 

 
de modo que se cumple que A D L U= + + , las expresiones de los métodos iterativos de 
Jacobi y Gauss–Seidel son respectivamente: 
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 ( )1 1 1k kD L U D bφ φ− − −= + +  (I.75) 
 
 ( ) ( )1 1k kD L U bφ φ− −= − +  (I.76) 
 
I.6.2. Algoritmo de la matriz tridiagonal (TDMA). 
 

Para desarrollar el algoritmo de la matriz tridiagonal vamos a considerar un 
sistema de ecuaciones con la forma tridiagonal siguiente (Thomas, 1949): 
 

 

1 1

2 1 2 2 2 3 2

3 2 3 3 3 4 3

1 1

1 1

.

.

n n n n n n n

n n

C
D C
D C

D C
C

φ
β φ φ α φ
β φ φ α φ

β φ φ α φ
φ

− +

+ +

=
− + − =

− + − =

− + − =
=

 (I.77) 

 
donde φ1 y φn+1 son valores de contorno conocidos y la forma general de una sola de las 
ecuaciones viene dada por: 
 
 1 1j j j j j j jD Cβ φ φ α φ− +− + − =  (I.78) 
 
El sistema de ecuaciones (I.77) puede rescribirse como: 
 

 2 2 2
2 3 1

2 2 2

C
D D D
α βφ φ φ= + +  (I.79) 

 3 3 3
3 4 2

3 3 3

C
D D D
α βφ φ φ= + +  (I.80) 

 4 4 4
4 5 3

4 4 4

C
D D D
α βφ φ φ= + +  (I.81) 

. 

. 

. 

 1 1
n n n

n n n
n n n

C
D D D
α βφ φ φ+ −= + +  (I.82) 

 
Las ecuaciones precedentes se resuelven por eliminación hacia delante y 

sustitución hacia atrás. La eliminación hacia delante comienza eliminando φ2 de la 
ecuación (I.80) por sustitución de la ecuación (I.79), de forma que se obtiene: 
 

 
( )2 2

2 2

2 2

2 2

3 1 33
3 4

3 3 3 3

C
D D

D D

C

D D

β

α α

β φαφ φ
β β

 + + 
 = +    − −   

 (I.83) 
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Introduciendo la notación: 
 

 

( ) ( )2 2 2 2 2 1 2 22

3 3 2 3
3 4

3 3 2 3 3 2

3 3 2 3
3 3

3 3 2 3 3 2

/ ;      / /

;     

A D C D C D

C C
D A D A

C CA C
D A D A

α β φ

α βφ φ
β β

α β
β β

′= = +

   ′ +
= +   − −   

′ +′= =
− −

 (I.84) 

 
la ecuación (I.83) puede rescribirse como: 
 
 3 3 4 3A Cφ φ ′= +  (I.85) 
 
que puede utilizarse para eliminar φ3 de la ecuación (I.81). Este procedimiento se repite 
sucesivamente hasta llegar a la última de las ecuaciones. La sustitución hacia atrás 
emplea la expresión general de la relación de recurrencia (I.85) dada por: 
 

 
1

1

1 1

     

j j j j

j j j j
j j

j j j j j j

A C

C C
A C

D A D A

φ φ

α β
β β

+

−

− −

′= +

′ +
′= =

− −

 (I.86) 

 
que se hace extensiva a los puntos 1j =  y 1j n= + , estableciendo los siguientes valores 
para los coeficientes A y C′ : 
 

 1 1 1

1 1 1

0             

0          n n n

A C

A C

φ

φ+ + +

′= =

′= =
 (I.87) 

 
Para resolver el sistema de ecuaciones es necesario escribirlo en la forma de la 

ecuación  (I.78), de modo que sea posible identificar los coeficientes jα , jβ , jD  y jC . 

Los valores de jA  y jC′  se obtienen, comenzando en 2j =  y terminando en j n= , 

mediante (I.86) y puesto que el valor de φ es conocido en el contorno ( )1n + , los 

valores de jφ  se obtienen en el orden inverso, es decir, ( )1 2 2, , ,...,n n nφ φ φ φ− − , también 
mediante (I.86). 

 
El método TDMA puede aplicarse a la resolución iterativa de problemas 

multidimensionales. En el caso bidimensional la ecuación de transporte discreta y lineal 
viene dada por: 

 

 ( )
2

1 1 1 1
1

i i i iP P h h h h
i

a a a bφ φ φ− − + +
=

= + +∑  (I.88) 

 
donde se emplea la notación de la Figura I.2. Para resolver el sistema de ecuaciones 
lineales discretas correspondientes a dos dimensiones, el algoritmo TDMA se aplica, 
por ejemplo, a una línea norte–sur, de modo que la ecuación (I.88) se rescribe como: 
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2 2 2 2 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1h h P P h h h h h ha a a a a bφ φ φ φ φ− − + + − − + +− + − = + +  (I.89) 

 
en la que se asume que el lado derecho es temporalmente conocido y se identifican los 
coeficientes siguientes: 
 
 

2 2 1 1 1 11 1 1 1 1 1,   ,   ,   j h j h j P j h h h ha a D a C a a bα β φ φ+ − − − + += = = = + +  (I.90) 
 
Tras resolver las ecuaciones a lo largo de la línea norte–sur considerada para 

2,3,4,...,j n= , se pasa a la siguiente línea norte–sur, y así sucesivamente. La secuencia 
en que las líneas norte–sur son elegidas se denomina dirección de barrido. El 
procedimiento se repite hasta que se obtiene una solución que converge. 
 

En el caso de problemas tridimensionales el método TDMA se aplica línea por 
línea sobre un plano seleccionado y después se pasa al siguiente plano (Wesseling, 
1992). Por ejemplo, si se toma un plano XY y se resuelve por líneas norte–sur, la 
ecuación de transporte discreta y lineal será: 
 
         

2 2 2 2 1 1 1 1 3 3 3 31 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1h h P P h h h h h h h h h ha a a a a a a bφ φ φ φ φ φ φ− − + + − − + + − − + +− + − = + + + +  (I.91) 
 
donde los valores en ( )1 1h + , ( )1 1h − , ( )3 1h +  y ( )3 1h −  se consideran temporalmente 
conocidos. Usando el algoritmo TDMA se calcula la línea norte–sur seleccionada y se 
pasa a la siguiente, y así sucesivamente hasta que se barre todo el plano XY. A 
continuación se pasa al siguiente plano y se repite el proceso hasta que todos los planos 
del dominio han sido barridos. 
 

En cálculos bidimensionales y tridimensionales la convergencia puede acelerarse 
alternando la dirección de barrido, de modo que toda la información disponible en los 
contornos se emplee en el cálculo de un modo más efectivo. 
 
I.6.3. Método multigrid. 
 

Para problemas en dos y tres dimensiones el método TDMA sólo puede ser 
aplicado línea a línea y, por tanto, la dispersión de la información disponible en los 
contornos físicos del dominio de cálculo es lenta. En los cálculos CFD la tasa de 
convergencia depende de la dirección del flujo, con un barrido desde aguas arriba a 
aguas abajo la convergencia es mucho más rápida que si el barrido se realiza contra el 
flujo. Aunque los problemas de convergencia pueden aliviarse alternando la dirección 
de los barridos, en flujos tridimensionales recirculantes donde la dirección dominante 
del flujo es desconocida de antemano, la convergencia puede ser demasiado lenta. 
Cuando la estabilidad total del método requiere el acoplamiento entre todos los valores 
del flujo sobre todo el dominio de cálculo, el algoritmo TDMA no es una solución 
eficaz para la resolución de las ecuaciones discretas. Este es el motivo por el que la 
mayor parte de los códigos CFD actuales emplean un método diferente conocido como 
método multigrid, que es la técnica iterativa para la resolución de ecuaciones 
algebraicas discretas más eficiente y general conocida hoy en día. Su origen se basa en 
las propiedades de los métodos iterativos convencionales (Gauss–Seidel o Jacobi), en 
particular la lenta convergencia a que dan lugar dichos métodos como consecuencia del 
ineficaz amortiguamiento que realizan de las componentes del error de frecuencia baja. 
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De modo general se puede considerar que las componentes del error situadas en el 
rango de frecuencias bajas del espectro de un operador de discretización espacial, que 
denotaremos como A, son las que se amortiguan a un ritmo más lento en los procesos 
iterativos (Wagner, 1998). Por otra parte, las componentes a las frecuencias más altas 
son las primeras en reducirse, de forma que tras unas pocas iteraciones la mayor parte 
de las componentes del error a las frecuencias altas se habrán amortiguado. Como 
consecuencia de estas características un método iterativo actuará como “suavizador” 
(smoother) del error, de modo que después de una o más iteraciones de los barridos a 
través del mallado (llamados también barridos de relajación), el comportamiento del 
error será lo suficientemente suave para que pueda ser representado adecuadamente en 
un mallado más basto. 

 
La idea básica del método multigrid puede resumirse en tres pasos. En primer 

lugar aplicar uno o más barridos de un método iterativo con buenas propiedades de 
suavizado de las componentes del error de frecuencia alta. En segundo lugar transferir el 
problema a un mallado más basto, donde se obtiene una aproximación a la corrección de 
la solución con un coste computacional menor puesto que existen menos celdas de 
mallado. En tercer y último lugar transferir las correcciones obtenidas nuevamente al 
mallado fino original, con vistas a generar una nueva aproximación de la solución. Por 
tanto un método multigrid consta de dos procesos básicos: un método iterativo 
suavizador (Jacobi o Gauss–Seidel) y un método de corrección de mallado basto 
(CGC). 

 
Como los métodos iterativos suavizadores se han tratado en secciones anteriores 

aquí se desarrollan únicamente las características de los métodos de corrección en 
mallado basto. En particular se desarrolla el método multigrid algebraico (AMG) y el 
método multigrid del almacenamiento de la aproximación completa (FAS). 
 
a) Multigrid AMG. 
 

El método multigrid algebraico (AMG) se denomina esquema algebraico como 
consecuencia de que las ecuaciones en el nivel basto de mallado se generan sin 
necesidad de emplear ningún tipo de geometría o rediscretización de los niveles de 
mallado bastos, carácter éste que hace que el método AMG sea particularmente 
atractivo para usarlo con mallados no estructurados. Los mallados bastos no tienen que 
ser construidos ni almacenados, y no es necesario evaluar flujos ni términos fuente en 
ellos. En cambio, como veremos más adelante, se considera que el multigrid FAS capta 
de un modo más eficiente las no linealidades del flujo, por lo que suele emplearse el 
método multigrid FAS para resolver sistemas de ecuaciones no lineales. 

 
Para desarrollar las características del método multigrid AMG se considera un 

conjunto de ecuaciones lineales discretas en forma matricial, dado por: 
 
 0h h hA fφ + =  (I.92) 
 
donde hφ  es el vector columna de la solución exacta del sistema y el subíndice h hace 
referencia al tamaño del mallado en el nivel fino original. Cuando aún no se dispone de 
la solución exacta en la resolución de la ecuación (I.92) aparecerá un residuo o defecto 
debido al error, de forma que se generará un nuevo sistema de ecuaciones de la forma: 
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 h h h hA f rϕ + =  (I.93) 
 
donde rh es el residuo y hϕ  es una solución aproximada del sistema, de modo que 
siendo e el error: 
 
 h h eφ ϕ= +  (I.94) 
 

El método de corrección en mallado basto para multigrid AMG realiza las 
siguientes operaciones (Arbesmeir, 1991): 

 
• Transferencia del residuo, rh, y de la solución aproximada, hϕ , desde el mallado 

fino hasta el siguiente mallado basto de tamaño H, empleando un operador de 
restricción H

hR , que define el modo en que los valores de mallado en el nivel 
basto se definen a partir de los valores adyacentes en el nivel fino. El residuo y 
la solución aproximada en el nivel basto se obtienen entonces como: 

 

 
H

H h h
H

H h h

r R r

Rϕ ϕ

=

=
 (I.95) 

 
• Solución del sistema en el nivel basto para obtener las soluciones aproximadas, 

Hϕ : 
 H H H HA f rϕ + =  (I.96) 
 

• Transferencia de las soluciones en el nivel basto, Hφ , nuevamente al nivel fino 
mediante un operador de prolongación o interpolación h

HP : 
 
 h

h H HPϕ ϕ=  (I.97) 
 

Una combinación de las tres operaciones anteriores permite obtener el operador de 
corrección, AH, en el mallado basto para el método AMG. De la ecuación (I.95) se 
deduce que: 
 
 ( ) 1H H

H h h h h Hr R r r R r
−

= ⇒ =  (I.98) 
 
de forma que introduciendo la expresión (I.98) en la ecuación (I.93) se obtiene: 
 
 ( ) 1H H H

h h h h H h h h h h HA f R r R A R f rϕ ϕ
−

+ = ⇒ + =  (I.99) 
 
Teniendo en cuenta que H

H h hf R f= , la expresión (I.99) puede rescribirse como: 
 
 H

h h h H HR A f rϕ + =  (I.100) 
 
y si en la ecuación anterior se introduce la expresión (I.97) se obtiene: 
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 H h
h h H H H HR A P f rϕ + =  (I.101) 

 
Comparando la ecuación (I.101) con la ecuación (I.96) se obtiene finalmente la 
expresión para el operador de corrección en el mallado basto: 
 
 H h

H h h HA R A P=  (I.102) 
 

La principal dificultad a la hora de emplear el método multigrid en mallados no 
estructurados es la creación y el uso de la jerarquía de los mallados bastos. En un 
mallado estructurado los mallados bastos pueden crearse simplemente eliminando una 
de cada dos filas de celdas del mallado fino anterior, de modo que los operadores de 
prolongación y restricción son fáciles de formular, pero en mallados no estructurados el 
proceso es algo más complicado. El método multigrid AMG sobre dos mallados de 
tamaños h y H, queda completamente definido cuando se combina un suavizador con un 
CGC, por lo que el método de iteración entre los dos mallados se obtiene mediante la 
siguiente secuencia: 
 

1) Se realizan n barridos de relajación con un suavizador sobre la 
solución del mallado fino n

hϕ . 
 
2) Se aplica el método CGC para obtener: 1n n

h h Hϕ ϕ ϕ+ = + . 
 

3) Se realizan otra serie de barridos con el suavizador sobre la 
solución 1n

hϕ +  en el mallado fino. 
 

Un ciclo multigrid se define como un procedimiento recursivo, similar a la 
secuencia que acabamos de detallar, que se aplica en cada nivel de mallado cuando se 
mueve a través de la jerarquía de mallados. A continuación se detallan cuatro tipos 
diferentes de ciclos multigrid: ciclos V y W, ciclo F y ciclo Flexible. 

 
• Ciclos V y W. 
 

La Figura I.6 representa esquemáticamente el ciclo multigrid V y el ciclo 
multigrid W (Wagner, 1998).  
 

 
a) Ciclo multigrid V. b) Ciclo multigrid W. 

 
Figura I.6. Representación esquemática de los ciclos multigrid V y W. 
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Para los ciclos V y W la jerarquía transversal de mallados está gobernada por tres 
parámetros β1, β2 y β3, con la siguiente secuencia: 
 

1) En primer lugar se realizan las iteraciones sobre el nivel de mallado actual para 
reducir las componentes del error de frecuencia alta (errores locales). Para el 
método AMG una iteración consiste de un barrido de Gauss–Seidel hacia 
delante y otro hacia atrás. Dichas iteraciones se conocen como pasos de pre 
relajación, puesto que se realizan antes de moverse al nivel de mallado basto 
siguiente. El número de barridos de pre relajación viene determinado por el 
parámetro β1. Las componentes de frecuencia alta del error deben reducirse 
hasta que el error restante se pueda expresar en el nivel de mallado basto 
siguiente sin un “aliasing” significante. Si éste fuese el nivel de mallado más 
basto, el ciclo multigrid estaría completo. 

 
2) A continuación el problema se restringe al nivel de mallado basto siguiente, 

usando la ecuación (I.95). 
 
3) El error en el mallado basto se reduce realizando un número específico (β2) de 

ciclos multigrid. Normalmente este parámetro toma valor uno para el ciclo V y 
valor dos para el ciclo W. 

 
4) Tras esto, la corrección acumulativa calculada sobre el nivel de mallado basto se 

interpola al mallado fino mediante la ecuación (I.97) y se suma a la solución del 
mallado fino. El error de frecuencia alta presente ahora en el nivel de mallado 
fino se debe al procedimiento de prolongación empleado para transferir la 
corrección. 

 
5) En el paso final se realizan iteraciones sobre el nivel de mallado fino para 

eliminar el error de frecuencia alta introducido sobre los niveles de mallado 
bastos por los ciclos multigrid. Estas iteraciones se conocen como barridos de 
post relajación, puesto que se realizan después de retornar al nivel de mallado 
fino desde un nivel de mallado más basto. El número de barridos de post 
relajación se especifica por el parámetro β3. 

 
• Ciclo F. 
 

El ciclo multigrid F es esencialmente una combinación de los ciclos multigrid V y 
W, de modo que un ciclo F requiere más cálculos que un ciclo V, pero menos que un 
ciclo W (Wagner, 1998). Las propiedades de convergencia son mejores que las del ciclo 
V y rigurosamente iguales a las del ciclo W. Si los ciclos V y W consisten, 
respectivamente, de: 
 

pre  barrido restricción ciclo V prolongación post barrido→ → → →  
 

pre  barrido restricción ciclo W ciclo W prolongación post  barrido→ → → → →  
 
entonces un ciclo F estará formado por un ciclo W seguido por un ciclo V: 
 

pre  barrido restricción ciclo W ciclo V prolongación post barrido→ → → → →  
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• Ciclo Flexible. 
 

En el ciclo Flexible el cálculo y uso de las correcciones en los mallados bastos se 
controla mediante un ciclo multigrid cuya lógica se representa en la Figura I.7. Dicha 
lógica asegura que los cálculos en el mallado más basto sólo se realizan cuando la tasa 
de reducción de residuos sobre el nivel de mallado actual es demasiado lenta. Además 
los controles multigrid dictaminan cuándo la solución iterativa de la corrección en el 
nivel de mallado basto ha convergido suficientemente y, por tanto, la corrección de la 
solución podría aplicarse al nivel de mallado fino. Estas dos decisiones se controlan por 
los parámetros α y β. La lógica del procedimiento multigrid hace que los niveles de 
mallado sean visitados repetidamente durante una sola iteración global de una ecuación. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Figura I.7. Ciclo multigrid Flexible. 
 
La principal diferencia entre el ciclo Flexible y los ciclos V y W es que el criterio 

de satisfacción de la tolerancia de reducción de residuos y el criterio de terminación, 
determinan cuándo y cómo se visita cada nivel de mallado en el ciclo Flexible, mientras 
que en los ciclos V y W el patrón transversal se define explícitamente. El procedimiento 
multigrid invoca los cálculos en el siguiente nivel de mallado basto cuando la tasa de 
reducción del error en el nivel actual es insuficiente, tal y como se define a través de: 
 
 1i iR Rβ −>  (I.103) 
 
donde Ri es la suma absoluta de los residuos o defectos calculados en el nivel de 
mallado actual después de la relajación i en ese nivel. La ecuación anterior establece 
que si el residuo presente en la solución iterativa después de la relajación i, es mayor 
que cierta fracción β (que debe tomar valores entre cero y uno) del residuo presente 
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después de la relajación ( )1i − , el nivel de mallado basto siguiente debería visitarse. El 
parámetro β se conoce como tolerancia de reducción de residuos, y determina la 
frecuencia con que los niveles de mallado más bastos son visitados, de modo que un 
valor grande de β resultará en una frecuencia de visitas menor, y un valor pequeño de β 
resultará en una frecuencia de visitas mayor. A condición de que la tasa de reducción de 
residuos sea lo suficientemente rápida, las ecuaciones para las correcciones en los 
niveles de mallado bastos convergerán, y el resultado podrá aplicarse al campo de 
soluciones en el nivel de mallado fino anterior (Wesseling, 1992). 

 
Se considera que las ecuaciones para las correcciones en el nivel de mallado actual 

han convergido lo suficiente cuando el error en la solución de la corrección se reduce 
cierta fracción α (que debe tomar valores entre cero y uno) del error original en dicho 
nivel de mallado, es decir: 
 
 0iR Rα<  (I.104) 
 
donde Ri es el residuo en el nivel de mallado actual después de la iteración i en dicho 
nivel, y R0 es el residuo que se obtuvo inicialmente en ese nivel de mallado en la 
iteración actual. El parámetro α se conoce como criterio de terminación. 
 
b) Multigrid FAS. 
 

El método multigrid FAS (Almacenamiento de la Aproximación Completa) se 
denomina en ocasiones multigrid geométrico, puesto que requiere una jerarquía de 
mallados y las ecuaciones discretas tienen que ser evaluadas en cada nivel. 
Teóricamente la ventaja de FAS sobre AMG consiste en que FAS debería funcionar 
mejor para problemas no lineales, puesto que las no linealidades del sistema son 
transportadas hacia los niveles bastos a través de las rediscretizaciones, mientras que 
cuando se emplea AMG una vez que el sistema ha sido linealizado, las no linealidades 
no son transportadas a los niveles bastos y, por tanto, no son detectadas por el método 
de resolución hasta que se produce una nueva adaptación de la solución en el mallado 
fino original. Como consecuencia de estas características el método FAS suele 
emplearse para resolver sistemas de ecuaciones discretas no lineales (Wesseling, 1992).  

 
Para desarrollar el método multigrid FAS consideramos un sistema no lineal 

( )A fφ = , sobre el que se quiere aplicar un método multigrid para obtener su solución. 
Los métodos multigrid se basan en una relación fundamental que es la ecuación de 
residuos, dada para un sistema lineal por: 
 
  A A f A A e rφ ϕ ϕ− = − ⇒ =  (I.105) 
 
donde e φ ϕ= −  es el error, φ es una solución exacta del sistema, ϕ es una solución 
aproximada y r es el residuo. En el caso de sistemas no lineales la expresión (I.105) no 
se verifica: 
 
 ( ) ( ) ( )A A A eφ ϕ− ≠  (I.106) 
 
No obstante, el método multigrid para sistemas no lineales continúa  desarrollándose  en 
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torno a la ecuación de residuos no lineal, que ahora viene dada por: 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A f A A f A A A rφ φ ϕ ϕ φ ϕ= ⇒ − = − ⇒ − =  (I.107) 
 

El método de Newton es el método mejor conocido y más importante para 
resolver sistemas de ecuaciones no lineales. Supongamos por ejemplo que se quiere 
resolver la ecuación ( ) 0F x = . Para ello se desarrolla F en serie de Taylor alrededor del 
punto x: 
 
 ( ) ( ) ( ) ( )' 2 ''F x s F x sF x s F ξ+ = + +  (I.108) 
 
Eliminando los términos de orden superior en la ecuación (I.108) y siendo x s+  una 
solución de la ecuación, se obtiene: 
 

 ( ) ( ) ( )
( )

'
'0 F xF x sF x s F x+ = ⇒ = −  (I.109) 

 
De forma que es posible generar la iteración: 
 

 ( )
( )'

F x
x x

F x
← −  (I.110) 

 
Supongamos  ahora   que  se  quiere  resolver  el  sistema  ( ) 0A φ = , que en forma 

vectorial se escribe como: 
 

 ( )

( )
( )

( )

1 1 2

2 1 2

1 2

, ,..., 0
, ,..., 0

0, ,...,

N

N

N N

f

f
A

f

φ φ φ

φ φ φ
φ

φ φ φ

   
   
   = =   
       

 (I.111) 

 
Desarrollando ( )A eϕ +  en serie de Taylor alrededor de ϕ se obtiene: 
 
 ( ) ( ) ( ) términos de orden superiorA e A J eϕ ϕ ϕ+ = + +  (I.112) 
 
donde ( )J ϕ  es el jacobiano del sistema dado por: 
 

 ( )

1 1 1

1 2

2 2 2

1 1 1

1 1 1

N

N N N

f f f

f f f

f f f

J

φ φ φ

φ φ φ

φ φ φ φ ϕ

ϕ

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ =

 
 
 

=  
 
 
 

 (I.113) 
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Si eφ ϕ= +  es una solución del sistema entonces se cumple que ( ) ( ) 0A J eϕ ϕ+ = , y 
por tanto: 
 
 ( ) ( )1

e J Aϕ ϕ
−

= −     (I.114) 
 
que permite desarrollar la iteración siguiente: 
 
 ( ) ( )1

J Aϕ ϕ ϕ ϕ
−

← −     (I.115) 
 

 
Recordando que la ecuación de residuos para un sistema no lineal venía dada por 

( ) ( )A e A rϕ ϕ+ − = , es posible desarrollar ( )A eϕ +  en serie de Taylor sin términos de 
orden superior alrededor de ϕ : 
 
 ( ) ( ) ( ) ( )A J e A r J e rϕ ϕ ϕ ϕ+ − = ⇒ =  (I.116) 
 
El método de Newton establece por tanto en este caso la iteración siguiente: 
 

 
( )

( ) 1

r f A

J r

ϕ

ϕ ϕ ϕ
−

= −

← +   
 (I.117) 

 
Para ajustar el método multigrid al método de Newton una de las posibilidades 

consiste en emplear dicho método multigrid para resolver ( )J e rϕ =  en cada paso de la 
iteración, que es el método conocido como multigrid–Newton, y que puede ser muy 
efectivo (Wesseling, 1992). No obstante, sería deseable poder emplear las ideas del 
multigrid para tratar directamente las no linealidades del sistema, para lo cual es 
necesario extender las componentes del multigrid (relajación, transferencias de mallado, 
embastecimiento) para el caso no lineal. 

 
Muchos de los esquemas comunes de relajación (Jacobi, Gauss–Seidel), tienen 

contrapartidas no lineales. Por ejemplo, para un sistema ( )A fφ = , la iteración de 
Gauss–Seidel no lineal establece que “para cada 1,2,...,j N=  se establece como cero la 
componente del residuo y se resuelve para jϕ , es decir, se resuelve la ecuación: 

( )( ) jj
A fϕ = ”, lo que equivale a afirmar que “para cada 1,2,...,j N= , se encuentra un 

valor real s tal que ( )( )j jj
A s fϕ ε+ = , donde jε  es el vector unitario j de la base 

canónica”. Cada componente ( )( ) jj
A fϕ =  es una ecuación escalar no lineal que se 

puede resolver aplicando el método de Newton escalar. 
 
En multigrid se obtiene una solución aproximada hϕ  sobre el mallado fino y a 

continuación se resuelve la ecuación de residuos sobre el mallado basto de tamaño H: 
 
 ( ) ( )H H H H H HA e A rϕ ϕ+ − =  (I.118) 
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Dada hϕ , una aproximación en el mallado fino, se restringen los residuos al mallado 
basto en el caso no lineal a través de: 
 
 ( )( )H

H h h h hr R f A ϕ= −  (I.119) 
 
y la solución aproximada se restringe como: 
 
 H

H h hRϕ ϕ=  (I.120) 
 
De este modo la ecuación (I.118) se rescribe como: 
 
 ( ) ( ) ( )( )H H H

H h h H H h h h h h hA R e A R R f Aϕ ϕ ϕ+ = + −  (I.121) 
 
que es una ecuación de la forma H H HA fφ = , donde H

H h h HR eφ ϕ= +  y 

( ) ( )( )H H
H H h h h h h hf A R R f Aϕ ϕ= + − . Si se resuelve la ecuación H H HA fφ =  para la 

solución H
H h h HR eφ ϕ= + , se obtiene: 

 
 H

H H h he Rφ ϕ= −  (I.122) 
 
y se puede aplicar la corrección siguiente: 
 
 h

h h H HP eϕ ϕ= +  (I.123) 
 

El método multigrid FAS genera las celdas del mallado basto fundiendo entre sí 
grupos de celdas del mallado fino que rodean un nodo, como se representa en la Figura 
I.8. Dependiendo de la topología del mallado pueden resultar celdas con formas 
irregulares y un número variable de caras. No obstante, los niveles de mallado son 
fáciles de generar y están incrustados unos en otros, de modo que los operadores de 
prolongación y relajación serán sencillos. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura I.8. Aglomeración de los nodos para formar celdas del mallado basto. 
 
Es interesante señalar que aunque las celdas del mallado basto parecen muy 

irregulares, la discretización no puede detectar los bordes mellados de las caras de las 
celdas. La discretización emplea solamente proyecciones de las áreas de las caras de las 
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celdas y, por tanto, cada grupo de caras de celdas melladas que separa dos celdas de 
forma irregular es equivalente a una línea recta (en 2D) conectando los extremos de los 
segmentos mellados. En 3D las proyecciones de las áreas forman una geometría 
irregular pero continua. Esta optimización disminuye los requisitos de memoria y el 
tiempo de cálculo. 
 

La secuencia de trabajo del esquema multigrid FAS puede resumirse en los 
siguientes pasos: 

 
1) Se realiza una relajación no lineal sobre ( )h h hA fφ =  para obtener la 

aproximación ϕh. 
2) Se restringe la aproximación H

H h hRϕ ϕ= , y su residuo ( )( )H
H h h h hr R f A ϕ= − . 

3) Se resuelve el problema de residuos en el mallado basto: 
( ) ( )H H H H HA A rφ ϕ= + . 

4) Se extrae el error en el mallado basto: H H He φ ϕ= − . 
5) Se interpola o prolonga, y se aplica la corrección: H

h h h HP eϕ ϕ= + . 
 

El método FAS requiere por tanto la restricción tanto de la solución en el mallado 
fino ϕh, como de su residuo rh. El operador de restricción H

hR  empleado para transferir 
la solución al siguiente nivel de mallado basto se forma empleando un esquema de 
aproximación completa, es decir, la solución para una celda del mallado basto se 
obtiene tomando el promedio en volumen de los valores de la solución en las celdas del 
mallado fino incrustado, de forma que los residuos en las celdas del mallado basto se 
obtienen sumando los residuos de las celdas del mallado fino incrustado. El operador de 
prolongación, h

HP , empleado para transferir las correcciones nuevamente al nivel de 
mallado fino, se construye de un modo sencillo para que la corrección en el mallado 
fino sea simplemente el valor asociado en el mallado basto. 
 

De la discusión anterior pueden extraerse una serie de observaciones que se 
detallan a continuación (Wesseling, 1992): 

 
• Si A es un operador lineal, entonces FAS se reduce directamente al esquema de 

corrección en dos mallados lineal. 
• Un punto fijo de FAS es una solución exacta del problema en el mallado fino, y 

una solución exacta del problema en el mallado fino es un punto fijo de la 
iteración de FAS. 

• La ecuación de mallado basto en FAS puede escribirse como 
( ) H

H H H hA fφ τ= + , donde H
hτ  es la llamada corrección tau. 

• Puesto que en general 0H
hτ ≠ , la solución Hφ  de la ecuación en el mallado basto 

de FAS no es la misma que la solución del problema en el mallado original 
( )H H HA fφ = . 

• La corrección tau puede considerarse como un modo de alterar las ecuaciones en 
mallado basto para aumentar sus propiedades de aproximación. 

• FAS puede considerarse como una iteración interna y otra externa: la externa es 
la corrección de mallado basto y la interna es el método de relajación. 
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• Un proceso FAS en multiniveles real es recursivo, de modo que se emplea FAS 
para resolver el dominio no lineal de tamaño H mediante el dominio de tamaño 
2H siguiente, y así sucesivamente. Por tanto, generalmente, FAS emplea los 
ciclos multigrid V o W. 

• De modo general los operadores estándar (interpolación lineal, promediado 
completo) trabajan efectivamente en los esquemas FAS. 

• En problemas con una elevada no linealidad el uso de interpolaciones de orden 
superior (interpolación cúbica por ejemplo) puede ser beneficioso. 

• Como en el caso lineal en FAS hay también dos opciones para determinar 
( )H HA φ . Una primera en la que ( )H HA φ  se determina discretizando el operador 

no lineal ( )A φ  del mismo modo que se empleó para obtener ( )h hA φ , excepto 
por el hecho de que se utiliza el espaciamiento de mallado basto H. Y una 
segunda en la que ( )H HA φ  se determina a partir de la condición de Galerkin: 

( ) ( )H h
H H h h h HA R A Pφ φ= . 

 
I.7. CONSISTENCIA, CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD. 
 

Se dice que un sistema de ecuaciones algebraicas, generado a partir de la 
discretización de las ecuaciones de gobierno en derivadas parciales, es consistente con 
el sistema original, si cuando el espaciado del mallado tiende a cero el sistema de 
ecuaciones es equivalente al sistema en derivadas parciales en cada punto del mallado, o 
lo que es lo mismo, cuando el error de truncamiento del sistema de ecuaciones 
algebraicas tiende a cero. Para comprobar la consistencia de un sistema es necesario 
sustituir la solución exacta en las ecuaciones algebraicas resultantes tras la 
discretización, y desarrollar todos los términos de las mismas en serie de Taylor en 
torno a un punto. Para obtener consistencia la expresión resultante debe estar formada 
por la ecuación en derivadas parciales original más un residuo, el cual debe anularse 
cuando se refina el mallado (Ballesteros, 2003). 

 
Se define la convergencia como la capacidad que tiene un sistema de ecuaciones 

algebraicas para representar la solución analítica de un conjunto de ecuaciones 
diferenciales, si ésta existiese. Las ecuaciones se dice que convergen si la solución 
numérica tiende a la solución analítica cuando el espaciado del mallado tiende a cero. 
Una solución de un sistema de ecuaciones algebraicas que aproxima un sistema de 
ecuaciones en derivadas parciales es convergente si la solución aproximada es igual a la 
solución exacta para cada valor de la variable independiente cuando el espaciado del 
mallado tiende a cero, es decir, cuando , 0x t∆ ∆ → . 

 
Un conjunto de ecuaciones resulta estable si los valores de las variables 

implicadas tienden hacia una solución correcta sin que los errores de cálculo en la 
solución discreta deformen los resultados mientras se realiza el proceso numérico. El 
concepto de estabilidad está relacionado con el crecimiento o la atenuación de errores 
introducidos en la fase de cálculo, pues el ordenador introduce un error de redondeo en 
cada cálculo que realiza. Se emplean distintos métodos numéricos para obtener una 
valoración de dicha estabilidad. A continuación se detallan algunos: 

 
• Método de las perturbaciones discretas. En este método se introduce una 

perturbación en un punto y se observa su efecto en los puntos vecinos. Si la 
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perturbación se atenúa a medida que procede la solución, el esquema numérico es 
estable. Por el contrario, si la perturbación crece con la solución, el esquema es 
inestable. 

 
• Método de Von Neumann. Permite establecer la condición necesaria y suficiente 

para la estabilidad de problemas lineales. En el resto de casos el método se aplica 
localmente, congelando los términos no lineales, por lo que sólo proporciona 
condiciones necesarias de estabilidad, pero no suficientes. En este método la solución 
de la ecuación se desarrolla en serie de Fourier, y la atenuación o el crecimiento de las 
amplitudes de los modos indica si el algoritmo numérico es o no estable.  

 
• Método de la ecuación diferencial equivalente. La estabilidad de un esquema puede 

analizarse parcialmente a partir de las propiedades del error de truncamiento. 
Generalmente este método permite definir condiciones necesarias, pero no suficientes, 
para que un esquema sea estable. 

 
• Método de la matriz. Este método, a diferencia de los anteriores, permite tener en 

cuenta la influencia de la representación numérica de las condiciones de contorno 
sobre la estabilidad total del esquema. El método parte de la matriz de representación 
del esquema considerado como un sistema de ecuaciones diferenciales parciales en el 
tiempo. 

 
En la práctica se dice que un esquema numérico converge si los valores de las 

variables en los puntos del dominio tienden hacia unos valores fijos mientras progresa la 
solución. Esto es así porque en muchos casos no se puede demostrar la convergencia 
estricta. En la Figura I.9 se representan esquemáticamente los conceptos anteriores. 
 

 
 
 

Figura I.9. Representación esquemática de los conceptos de convergencia,  
consistencia y estabilidad. 
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Apéndice II 
 
 
 
 
 
 

Modelos de turbulencia 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
II.1. INTRODUCCIÓN. 
 

Con vistas a eliminar en las ecuaciones de Navier-Stokes las fluctuaciones a escala 
turbulenta pequeña, de modo que no tengan que ser resueltas directamente sino que 
puedan ser tratadas mediante modelos adecuados, se dispone de dos procedimientos 
diferentes: el promediado turbulento (promedio temporal para flujos incompresibles o 
promedio de masa para flujos compresibles) de las ecuaciones, o el filtrado de dichas 
ecuaciones. Con ambos procedimientos se introducen términos desconocidos 
adicionales en las ecuaciones de Navier-Stokes que tienen que ser modelizados para 
conseguir el cierre de las mismas. Dicha modelización de los términos adicionales es 
llevada a cabo por los modelos de turbulencia. 

 
El promediado turbulento de las ecuaciones de Navier-Stokes proporciona 

ecuaciones de transporte generales para las cantidades medias del flujo, y todas las 
escalas de la turbulencia tienen que ser modelizadas. Por el contrario, el filtrado de las 
ecuaciones consiste en una manipulación de las mismas con el fin de eliminar solamente 
los remolinos que poseen un tamaño más pequeño que el del filtro previamente 
establecido. Con el proceso de filtrado la turbulencia a escala pequeña debe ser 
modelizada, pero la turbulencia a escala grande se resuelve directamente. Dentro de los 
modelos que aplican el procedimiento del promediado turbulento se encuentran los 
modelos k ε−  y el modelo de tensiones de Reynolds (RSM), mientras que entre los 
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modelos que aplican el proceso de filtrado se encuentra el modelo LES (Large Eddy 
Simulation). 

 
Desafortunadamente no existe un modelo de turbulencia universalmente aceptado, 

y la elección del modelo de turbulencia dependerá del problema particular que vaya a 
estudiarse, teniendo en cuenta las características físicas del flujo, la experiencia con la 
solución de esa determinada clase de problemas, el nivel de precisión de los resultados 
numéricos que se necesite, los recursos computacionales necesarios y la cantidad de 
tiempo que se está dispuesto a emplear para obtener una solución numérica del campo 
de flujo. 

 
En principio, el modelo de turbulencia LES basado en el filtrado de las ecuaciones 

de Navier-Stokes debería proporcionar resultados más precisos que los modelos de 
turbulencia basados en el promedio turbulento de dichas ecuaciones, puesto que con 
LES sólo las escalas turbulentas más pequeñas son modelizadas mientras que con los 
modelos k ε−  o RSM todas las escalas de la turbulencia se modelizan. Lo anterior hace 
que el modelo LES requiera costes computacionales más elevados que los modelos 
basados en el promedio turbulento de las ecuaciones de Navier-Stokes. Además, el 
modelo LES está aún en una etapa de desarrollo y no ha sido suficientemente validado 
experimentalmente.  

 
En cuanto a los modelos de turbulencia basados en el promedio turbulento de las 

ecuaciones de Navier-Stokes, el modelo k ε−  es un modelo de dos ecuaciones que 
demanda menos costes computacionales que el modelo RSM (que para flujos 
tridimensionales añade siete ecuaciones de transporte a las ecuaciones del flujo medio). 
No obstante el modelo RSM es un modelo mucho más general que el modelo k ε− , 
claramente superior en situaciones en las que la anisotropía de la turbulencia tiene 
efectos importantes sobre el flujo medio, y se considera que es el modelo más simple 
con el potencial suficiente para resolver adecuadamente las variables del flujo medio y 
las variables turbulentas. Cuando la anisotropía de la turbulencia es poco importante y 
no se desean resultados excesivamente precisos, utilizar un modelo k ε−  puede ser una 
buena alternativa para disminuir los costes computacionales y el tiempo necesario para 
obtener una solución del campo de flujo estudiado. 

 
En este anexo se describe el proceso de promediado, temporal y de masa, de las 

ecuaciones de Navier-Stokes, los modelos de turbulencia k ε− , RSM y LES, y 
finalmente se describen las consideraciones especiales a tener en cuenta para estudiar 
flujos turbulentos en las proximidades de paredes. 
 
II.2. PROMEDIO TEMPORAL Y DE MASA DE LAS ECUACIONES DE 

NAVIER-STOKES. 
 

Las ecuaciones de Navier-Stokes se aplican tanto a flujos laminares como a flujos 
turbulentos, pero en este último caso los valores de las variables dependientes tienen 
que ser sustituidos por sus valores medios. Una aproximación directa al problema de la 
turbulencia consiste en resolver las ecuaciones de Navier-Stokes convencionales, con 
sus correspondientes condiciones de contorno e iniciales, y calcular los valores medios 
sobre las soluciones, pero incluso para los tipos de flujos más sencillos dicho 
procedimiento es extremadamente complicado debido a la existencia de términos no 
lineales, por lo que parece más adecuado promediar directamente las ecuaciones de 



APÉNDICE II. Modelos de turbulencia.  
 

 

369

Universidad de Oviedo - Área de Mecánica de Fluidos 

Navier-Stokes en lugar de promediar sus soluciones. Éste último es el procedimiento 
estándar empleado para la obtención de las leyes de gobierno de los flujos turbulentos. 

 
El promedio se introduce en las ecuaciones de Navier-Stokes con vistas a obtener 

las ecuaciones conservativas de gobierno de las cantidades turbulentas medias 
(promediadas en el tiempo), y se define de forma que la influencia de las fluctuaciones 
turbulentas se elimine sin destruir la dependencia temporal asociada con otros 
fenómenos dependientes del tiempo en el problema (con escalas temporales diferentes a 
las de la turbulencia), o lo que es lo mismo, se trata de examinar los efectos de la 
aparición de las fluctuaciones turbulentas en las propiedades medias del flujo. El 
intervalo temporal, t∆ , sobre el que se va a realizar el promedio de las ecuaciones, debe 
ser lo suficientemente grande con respecto a la escala temporal de las fluctuaciones 
turbulentas, pero lo suficientemente pequeño respecto a las escalas temporales de los 
otros fenómenos dependientes del tiempo que aparecen en el problema. 

 
El promedio de las ecuaciones de Navier-Stokes puede llevarse a cabo utilizando 

los promedios temporales convencionales (promedio de Reynolds), o utilizando 
promedios de masa. El promedio temporal suele aplicarse a las ecuaciones de Navier-
Stokes cuando el flujo es incompresible y como resultado se obtienen las denominadas 
ecuaciones de Reynolds, mientras que el promedio de masa es más adecuado para 
tratar flujos compresibles dando como resultado las denominadas ecuaciones de Favre. 
Ambos tipos de ecuaciones se desarrollan en las siguientes secciones.  
 
II.2.1. Flujo incompresible: ecuaciones de Reynolds. 

 
Para obtener las ecuaciones de gobierno de los flujos turbulentos incompresibles 

es conveniente reemplazar los valores instantáneos de las variables que aparecen en las 
ecuaciones de Navier-Stokes por la suma de su valor medio y su valor fluctuante, de 
forma que si f denota una propiedad del flujo, entonces (Hinze, 1959): 
 
 f f f ′= +  (II.1) 
 
donde f ′  es la parte fluctuante de la propiedad, variable en el tiempo, y f  es el 
promedio temporal1, o valor medio de la propiedad, definido como: 
                                                 
1 Algunas de las reglas más importantes que gobiernan los promedios temporales de las propiedades 

fluctuantes f f f ′= +  y g g g′= + , son: 
 

 
0

;             ;         

 ;      ;       0
        

f f fds fds f g f g
s s

fg f g f g f g f g f g

∂ ∂
= = + = +

∂ ∂
′ ′ ′= + = =

∫ ∫
  

que pueden extenderse a una cantidad vectorial a a a′= +  y sus combinaciones con la cantidad 
escalar f f f ′= + : 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

a a

f a f a f a f a

f f

∇ = ∇

′ ′∇ ⋅ = ∇ ⋅ = ∇ ⋅ +∇ ⋅

∇ ∇ = ∇ ∇
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 ( )
0

0
0

1lim
t t

t
t

f f t dt
t

+∆

∆ →
=

∆ ∫  (II.2) 

 
El promedio temporal de las fluctuaciones es cero por definición: 
 

 ( ) ( )
0

0
0

1lim 0
t t

t
t

f t f t dt
t

+∆

∆ →
′ ′= =

∆ ∫  (II.3) 

 
Para obtener las ecuaciones de Reynolds se parte de las ecuaciones de Navier-

Stokes particularizadas para el caso de flujo incompresible; que para la masa, el 
momento y la energía interna, son: 
 

 0i

i

v
x
∂

=
∂

 (II.4) 

 ( ) iji
i j

j i j

v pv v
t x x x

τ
ρ ρ

∂∂ ∂ ∂
+ = − +

∂ ∂ ∂ ∂
 (II.5) 

 

 ( ) ji i
i ij

i i i i

vq ve ev p
t x x x x

ρ ρ τ
∂∂ ∂∂ ∂

+ = − − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (II.6) 

 
donde ijτ  es el tensor de tensiones viscosas y qi es el flujo de calor. Introduciendo en las 
ecuaciones (II.4), (II.5) y (II.6), la siguiente separación de variables: 
 
 ;    ;    ;    ;    i i i i i iv v v p p p e e e q q qρ ρ ρ′ ′ ′ ′ ′= + = + = + = + = +  (II.7) 
 
y tomando promedios temporales de dichas ecuaciones, se obtiene: 
 

 0i

i

v
x
∂

=
∂

 (II.8) 

 

 ( ) ( )
2

´ ´
2

i i
i j i j

j i j j

v vpv v v v
t x x x x

ρ ρ µ ρ∂ ∂∂ ∂ ∂
+ = − + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (II.9) 

 

 ( ) ji i i
i i ij

i i i i i

vq v ve e v e v p p
t x x x x x

ρ ρ τ
∂′∂ ∂ ∂∂ ∂ ′ ′ ′+ + = − − − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (II.10) 

 
que son las llamadas ecuaciones de Reynolds. Las ecuaciones de Reynolds contienen 
términos medios que tienen la misma forma que los correspondientes términos en las 
ecuaciones de Navier-Stokes originales, pero también contienen términos adicionales 
que representan los efectos medios de la turbulencia, y que son cantidades 
desconocidas, como por ejemplo, el término que aparece en la ecuación de momento 
(II.9) y que corresponde a las denominadas tensiones de Reynolds: 
  
 ´ ´R

ij i jv vτ ρ=  (II.11) 
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Como consecuencia de la aparición de estos nuevos términos, las ecuaciones de 
gobierno de Reynolds no forman un conjunto completo de ecuaciones, y son necesarias 
relaciones adicionales para alcanzar el cierre de las mismas. Dichas relaciones 
adicionales son los denominados modelos de turbulencia, que se obtienen a partir de 
consideraciones estadísticas, empíricas o de semejanza (Hinze, 1959). 
 
II.2.2. Flujo compresible: ecuaciones de Favre. 
 

En el caso de flujos compresibles, si se realiza un promedio temporal de las 
ecuaciones de Navier-Stokes, aparecen, al igual que en las ecuaciones de Reynolds, 
términos adicionales correspondientes al tensor de tensiones R

ijτ , y además, términos 
adicionales generados por la densidad, indicativos de que tiene lugar un intercambio de 
masa media a través de las líneas de corriente medias del flujo, lo cual no es consistente 
con el concepto usual de líneas de corriente. Por tanto, en el caso de flujos 
compresibles, la separación de variables (II.1) no es la más apropiada, motivo por el 
cual el promedio temporal de las ecuaciones de Navier-Stokes suele reemplazarse por el 
promedio de masa de las mismas (Foias, 2001). 

 
 Para obtener las ecuaciones de gobierno de flujos turbulentos compresibles la 

velocidad del flujo iv  se considera como la suma de una parte promediada en masa y de 
una parte fluctuante2: 
 
 i i iv v v′′= +  (II.12) 
 
donde iv′′  es la parte fluctuante de la propiedad, variable en el tiempo, y iv′′  es el 
promedio de masa de dicha propiedad, definido como:  
 

 ( ) ( )
0

0
0

1 1lim , ,
t t

i
i it

t

vv x t v x t dt
t

ρ ρ
ρ ρ

+∆

∆ →
= =

∆ ∫  (II.13) 

 
Tomando como punto de partida las ecuaciones de Navier-Stokes para la masa, el 

momento y la energía total en el caso de flujo compresible, dadas por: 
 

 ( ) 0i

i

v
t x

ρρ ∂∂
+ =

∂ ∂
 (II.14) 

 

 ( ) ( ) iji
i j

j i j

v pv v
t x x x

τρ
ρ

∂∂ ∂ ∂
+ = − +

∂ ∂ ∂ ∂
 (II.15) 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )ij jii
i

i i i i

vE pvqEv
t x x x x

τρ
ρ

∂∂ ∂∂∂
+ = − − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (II.16) 

                                                 
2 Algunas propiedades importantes relacionadas con los promedios de masa son las siguientes: 
 

0;    0;    iiv vρ ρφϕ ρφϕ ρφ ϕ′′ ′′ ′′ ′′= ≠ = +  
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e introduciendo en ellas la siguiente separación de variables: 
 
 ;    ;    ;    i i iv v v p p p E E E ρ ρ ρ′′ ′ ′′ ′= + = + = + = +  (II.17) 
 
se obtiene, después de realizar un promedio temporal de las mismas, que las nuevas 
ecuaciones de gobierno, denominadas ecuaciones de Favre, son: 
 

 ( ) 0i
i

v
t x
ρ ρ∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (II.18) 

 

 ( ) ( ) ( )i i j ij i j
j i j

pv v v v v
t x x x
ρ ρ τ ρ∂ ∂ ∂ ∂ ′′ ′′+ = − + −

∂ ∂ ∂ ∂
 (II.19) 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )ii
i ij j i

i i i i

pvqE Ev v E v
t x x x x
ρ ρ τ ρ

∂∂∂ ∂ ∂ ′′ ′′+ = − − + −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (II.20) 

 
En las ecuaciones de Favre, al igual que en las ecuaciones de Reynolds, aparecen 

términos medios de las variables que tienen la misma forma que los correspondientes 
términos en las ecuaciones de Navier-Stokes originales, y también términos adicionales 
desconocidos, entre ellos el tensor de tensiones de Reynolds, dado por la siguiente 
expresión en el caso de flujo compresible: 
 
 R

ij i jv vτ ρ ′′ ′′=  (II.21) 
 

Como resultado de la introducción en las ecuaciones de Favre de términos 
adicionales desconocidos,  dichas  ecuaciones  no  forman  un  conjunto  completo  y  es 
necesario introducir modelos de turbulencia para alcanzar el cierre de las mismas. 
 

La ecuación para la energía cinética media puede obtenerse tomando el 
producto escalar de la velocidad jv  con la ecuación de momento media para iv  
(ecuación (II.19)): 
 

 ( ) ( ) ( ) 0j i i k ik i k
k i k

pv v v v v v
t x x x
ρ ρ τ ρ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ′′ ′′+ + − − = ∂ ∂ ∂ ∂ 
 (II.22) 

 
y el producto escalar de la velocidad iv  con la ecuación de momento media para jv : 
 

 ( ) ( ) ( ) 0i j j k jk j k
k i k

pv v v v v v
t x x x
ρ ρ τ ρ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ′′ ′′+ + − − = ∂ ∂ ∂ ∂ 
 (II.23) 

 
Sumando las ecuaciones (II.22) y (II.23), reagrupando términos, y haciendo i j= , se 
obtiene finalmente la ecuación de la energía cinética media dada por: 
 

 ( )1 1
2 2

ik
i i i i k i i i i k

k i k k

pv v v v v v v v v v
t x x x x

τρ ρ ρ∂∂ ∂ ∂ ∂    ′′ ′′+ = − + −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 (II.24) 
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El lado izquierdo de la ecuación (II.24) representa la tasa de cambio de la energía 
cinética media del flujo, que en ocasiones se denomina ganancia de energía cinética 
media por advección. El primer término del lado derecho de (II.24) representa el trabajo 
realizado por las fuerzas de presión que actúan sobre el volumen de control, mientras 
que el segundo término representa el efecto de la viscosidad y el tercer término 
corresponde a las tensiones de Reynolds. 

 
Si se suma el producto escalar de la velocidad vj con la ecuación de momento para 

vi (ecuación (II.15)): 
 

 ( ) ( ) 0i ik
j i k

k i k

v pv v v
t x x x
ρ τρ

∂ ∂∂ ∂
+ + − = ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (II.25) 

 
y el producto escalar de la velocidad vi con la ecuación de momento para vj: 
 

 
( ) ( ) 0j jk

i j k
k j k

v pv v v
t x x x
ρ τ

ρ
 ∂ ∂∂ ∂

+ + − = 
∂ ∂ ∂ ∂  

 (II.26) 

 
se introduce la separación de variables: 
 
 ;    ;    i i i ik ik ik jk jk jkv v v τ τ τ τ τ τ′′ ′ ′= + = + = +  (II.27) 
 
y se realiza un promedio temporal, es posible obtener (restando del resultado la 
ecuación de la energía cinética media (II.24)) la ecuación de transporte para las 
tensiones de Reynolds dadas por (II.21): 
 

 
( ) ( ) ( )i j k i j i j k j i

k k i j

jk jik i
j i i k j k

k k k k

p pv v v v v v v v v v
t x x x x

v vv v v v v v
x x x x

ρ ρ ρ

ττ ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ + = − − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

′∂ ∂′∂ ∂′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ + − −
∂ ∂ ∂ ∂

 (II.28) 

 
En condiciones de flujo estacionario la ecuación (II.28) establece que las tensiones 

de Reynolds, constantes en el tiempo, se producen por un equilibrio entre la ganancia 
por advección del flujo medio, la producción por interacción entre la turbulencia y el 
flujo medio, la ganancia por movimientos convectivos de la turbulencia y la acción de 
gradientes de presión, y la destrucción debida a las fuerzas viscosas. 

 
Cuando se toma i j=  en (II.28) se obtiene la ecuación para la energía cinética 

media de las fluctuaciones, o energía cinética turbulenta, dada por: 
 

     1 1 1
2 2 2

ik i
i i k i i i i k i i i k

k k i k k

vpv v v v v v v v v v v v
t x x x x x

τρ ρ ρ ρ
′∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂     ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ + = − + −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

 (II.29) 

 
A continuación se exponen algunos de los modelos de turbulencia más habituales 

en las técnicas CFD, en particular, los modelos k ε− , RSM y LES. 
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II.3. MODELO DE TURBULENCIA k - ε. 
 

La energía cinética instantánea, ( )k t , de un flujo turbulento puede considerarse 
como la suma de la energía cinética media, K, y de la energía cinética turbulenta, k: 

 
 ( )k t K k= +  (II.30) 
 

La ley de Newton de la viscosidad establece que las tensiones viscosas son 
proporcionales a la tasa de deformación del fluido, eij, es decir: 
 
 ij ijeτ µ=  (II.31) 
 
y en flujo turbulento la tasa de deformación del fluido puede descomponerse en una 
parte media y una parte fluctuante: 
 
 ( )ij ij ije t E e′= +  (II.32) 
 
de forma que la tasa de disipación de energía cinética turbulenta por unidad de masa, ε, 
que aparece en la ecuación equivalente a la ecuación (II.29) para flujo incompresible, 
puede definirse como: 
 
 2 ij ije eε ν ′ ′=  (II.33) 
 
siendo ν  la viscosidad cinemática del fluido. El modelo de turbulencia k ε−  estándar 
es un modelo semiempírico de dos ecuaciones (correspondientes a las ecuaciones de 
transporte de la energía cinética turbulenta k y su tasa de disipación ε), que se basa en la 
hipótesis de Boussinesq para calcular las tensiones de Reynolds relacionándolas con el 
gradiente de la velocidad media del flujo (Davidson, 2003): 

 

 2
3

ji i
i j t t ij

j i i

vv vv v k
x x x

ρ µ ρ µ δ
 ∂  ∂ ∂′ ′− = + − +    ∂ ∂ ∂  

 (II.34) 

 
siendo tµ  la viscosidad turbulenta modelizada como: 
 

 
2

t
kCµµ ρ
ε

=  (II.35) 

 
donde Cµ  es una constante adimensional. El modelo k ε−  asume que el flujo es 
totalmente turbulento y que los efectos de la viscosidad molecular son despreciables, de  
forma que las ecuaciones de transporte para la energía cinética turbulenta y su tasa de 
disipación vienen dadas por: 
 

 ( ) ( ) t
i k b M k

i j k j

kk kv G G Y S
t x x x

µρ ρ µ ρε
σ

  ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + + + − − +  ∂ ∂ ∂ ∂   

 (II.36) 
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    ( ) ( ) ( )
2

1 3 2
t

i k b
i j j

v C G C G C S
t x x x k kε ε ε ε

ε

µ ε ε ερε ρε µ ρ
σ

  ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + + + − +  ∂ ∂ ∂ ∂   

 (II.37) 

 
En las ecuaciones (II.35), (II.36) y (II.37) aparecen una serie de constantes cuyos 

valores se muestran en la Tabla II.I. En dichas ecuaciones, kG  representa la producción 
de energía cinética turbulenta debida a los gradientes de la velocidad media del flujo, el 
término Gb representa la producción de energía cinética turbulenta como consecuencia 
de los efectos de flotación y el término YM  representa los efectos de la compresibilidad. 
 

Cµ  1C ε 2C ε kσ εσ
0.09 1.44 1.92 1.0 1.3

 
Tabla II.I. Constantes del modelo k ε− . 

 
El valor exacto de la producción de energía cinética turbulenta resultante de los 

gradientes de velocidad media en el flujo se obtiene a partir de la ecuación de transporte 
para la energía cinética turbulenta: 
 

 j
k i j

i

v
G v v

x
ρ

∂
′ ′= −

∂
 (II.38) 

y en el modelo k ε−  estándar se modeliza como: 
 
 2k t ij ijG E Eµ=  (II.39) 
 

Los efectos de flotación aparecen en un flujo cuando en el mismo están presentes 
simultáneamente un campo gravitatorio no nulo y un gradiente de temperatura (Cebeci, 
1974), de forma que el término de producción de energía cinética turbulenta resultante 
de los efectos de flotación se calcula como:  
 

 
Pr

t
b i

t i

TG g
x

µβ ∂
=

∂
 (II.40) 

 
donde gi es la componente del vector gravedad en la dirección i, Prt es el número de 
Prandtl turbulento que en el modelo k ε−  estándar toma el valor de 0.85, y β es el 
coeficiente de expansión térmica dado por: 
 

 1

pT
ρβ

ρ
∂ = −  ∂ 

 (II.41) 

 
Los efectos que la flotación produce sobre la tasa de disipación de energía cinética 

turbulenta no son bien conocidos. En el modelo k ε−  estándar dichos efectos vienen 
representados mediante la constante 3C ε , calculada como:  
 

 2
3

1

tanh vC
vε =  (II.42) 
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donde 2v  es la componente de la velocidad media del flujo paralela al vector de 
gravedad y 1v  es la componente de la velocidad media del flujo perpendicular al vector 
gravedad. 
 

La compresibilidad del flujo afecta a la turbulencia cuando el número de Mach del 
flujo es elevado. En las ecuaciones de transporte de la energía cinética turbulenta y su 
tasa de disipación se incluye el efecto de la compresibilidad del flujo a través del 
término YM  calculado como: 
 
 22M tY Mρε=  (II.43) 
 
siendo Mt el número de Mach turbulento, 2

0/tM k c= . 
 
II.4. MODELO RSM. 
 

El modelo RSM (Reynolds Stress Model), o modelo de cierre de momento de 
segundo orden, es el modelo de turbulencia clásico más complejo. Cuando en el flujo 
turbulento el campo de tensiones es complejo o las fuerzas de volumen son 
significativas, el modelo k ε−  modeliza muy pobremente las tensiones de Reynolds 
incluso si la energía cinética turbulenta se calcula con suficiente precisión, mientras que 
la ecuación de transporte exacta para las tensiones de Reynolds tiene en cuenta los 
efectos direccionales del campo de tensiones (Hirsch, 1990). Para flujo incompresible 
dicha ecuación de transporte de las tensiones de Reynolds viene dada por: 
 

 

( ) ( ) ( )

( )

,

,

Tasa de cambio Transporte convectivo Difusión turbulenta 

Difusión molecular 

ij T ij

L ij

i j k i j i j k kj i ik j
k k

C D

i j
k k

D

v v v v v v v v p v v
t x x

v v
x x

ρ ρ ρ δ δ

µ

∂ ∂ ∂  ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ = − + + +  ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ′ ′+  ∂ ∂ 
( )

Producción por flotación 
Producción de tensiones 

Interacción presión-tensiones 

2

ij
ij

ij

j i
i k j k i j j i

k k
G

P

ji

j i

v vv v v v g v g v
x x

vvp
x x

φ

ρ ρβ θ θ
∂ ∂′ ′ ′ ′ ′ ′− + − + + ∂ ∂ 

 ′∂′∂
+ + −  ∂ ∂ 

( )
Fuente

Producción por la rotación del sistema 
Disipación de tensiones 

2

ij
ij

ji
k j m ikm i m jkm

k k
F

vv v v v v S
x x

µ ρ

∈

′∂′∂ ′ ′ ′ ′− Ω ∈ + ∈ +
∂ ∂

 (II.44) 

 
La ecuación (II.44) representa seis ecuaciones parciales diferenciales, una para el 

transporte de cada una de las seis tensiones de Reynolds independientes. En el modelo 
RSM los términos de convección, de difusión molecular, de producción de tensiones y 
el término de rotación, se calculan de forma exacta, mientras que los términos de 
difusión turbulenta, de flotación, de interacción presión-tensiones y de disipación, 
necesitan ser modelizados. 
 

El término de difusión turbulenta, DT,ij, puede modelizarse bajo la hipótesis de que 
la tasa de transporte de las tensiones de Reynolds por difusión es proporcional a los 
gradientes de las mismas (Davidson, 2003), es decir: 
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 ,
i j

T ij s k l
k l

v vkD C v v
x x

ρ
ε

 ′ ′∂∂ ′ ′=   ∂ ∂ 
 (II.45) 

 
No obstante, la hipótesis (II.45) puede dar lugar a inestabilidades numéricas en los 
códigos CFD (Celik, 2001), motivo por el cual en la mayoría de los mismos se emplea 
una versión simplificada de la hipótesis (II.45) dada por:  
 

 ,
i jt

T ij
k k k

v v
D

x x
µ
σ

 ′ ′∂∂
=   ∂ ∂ 

 (II.46) 

 
donde la viscosidad turbulenta, tµ , se calcula como: 
 

 
2

t
kCµµ ρ
ε

=  (II.47) 

 
y las constantes que aparecen en las expresiones (II.46) y (II.47) toman los valores: 

0.82kσ =  y 0.09Cµ = . 
 

El término de  producción  de  tensiones  de  Reynolds  como  consecuencia  de  la  
posible flotación del flujo, Gij, se modeliza como: 
 

 
Pr

t
ij i j

t j i

T TG g g
x x

µβ
 ∂ ∂

= +  ∂ ∂ 
 (II.48) 

 
donde Prt = 0.85 es el número de Prandtl turbulento para la energía, β es el coeficiente 
de expansión térmica dado por la ecuación (II.41) y gi es el vector de gravedad en la 
dirección i. 
 

El término de disipación de la ecuación (II.44), ∈ij,  se modeliza suponiendo la 
isotropía de los vórtices turbulentos disipativos de menor tamaño, es decir: 
 

 ( )2
3ij ij MYδ ρε∈ = +  (II.49) 

 
donde ε es la tasa de disipación de energía cinética turbulenta dada por la ecuación 
(II.33) y el término adicional 22M tY Mρε=  incluye los posibles efectos de la 
compresibilidad del flujo turbulento (es equivalente a una disipación por dilatación 
adicional), siendo 2

0/tM k c=  el número de Mach turbulento del flujo. 
 

Las ecuaciones de transporte de la energía cinética turbulenta y su tasa de 
disipación vienen dadas en este caso por: 
 

     ( ) ( ) ( ) ( )21 1 2
2

t
i ii ii t k

i j k j

kk kv P G M S
t x x x

µρ ρ µ ρε
σ

  ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + + + − + +  ∂ ∂ ∂ ∂   

 (II.50) 
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 ( ) ( ) ( )
2

1 3 2
1
2

t
i ii ii

i j j

v C P C G C S
t x x x k kε ε ε ε

ε

µ ε ε ερε ρε µ ρ
σ

  ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + + + − +  ∂ ∂ ∂ ∂   

 (II.51) 

 
Las constantes que aparecen en las ecuaciones (II.50) y (II.51) son exactamente las 
mismas que las constantes del modelo de turbulencia k ε− , con la excepción de kσ  que 
para el modelo RSM toma el valor 0.82. La energía cinética turbulenta puede obtenerse 
también a partir de su relación con las tensiones de Reynolds: 
 

 1
2 i jk v v′ ′=  (II.52) 

 
El término de interacción presión-tensiones, φij, es el término más importante del 

modelo RSM, y al mismo tiempo, el término más difícil de modelizar. El efecto de este 
término sobre las tensiones de Reynolds se debe a dos fenómenos físicos diferentes: las 
fluctuaciones de presión debidas a la interacción mutua de dos remolinos turbulentos y 
las fluctuaciones de presión debidas a la interacción de un remolino turbulento con una 
zona del flujo que posee una velocidad media diferente. El efecto total del término φij 
consiste en una redistribución de la energía entre las tensiones de Reynolds normales 
( i j= ) para hacerlas más isótropicas, y en una reducción de las tensiones de Reynolds 
de cizalladura ( i j≠ ). La aproximación clásica para la modelización del término de 
interacción presión-tensiones realiza la siguiente descomposición del mismo: 
 
 ,1 ,2 ,ij ij ij ij wφ φ φ φ= + +  (II.53) 
 
donde ,1ijφ  es el llamado término de interacción presión-tensiones lento, o término de 
retorno a la isotropía (Celik, 2001), dado por: 

 

 ,1 1
2
3ij i j ijC v v k

k
εφ ρ δ ′ ′= − −  

 (II.54) 

 
,2ijφ  es el denominado término de interacción presión-tensiones rápido, dado por: 

 

 ( ) ( ),2 2
2
3ij ij ij ij ij ijC P F G C P G Cφ δ = − + + − − + −  

 (II.55) 

 
siendo / 2kkP P= , / 2kkG G= , / 2kkC C= , y ,ij wφ  es el término de reflexión en las 
paredes, responsable de la redistribución de las tensiones normales en las proximidades 
de una pared (este término tiende a amortiguar las tensiones normales perpendiculares a 
las paredes y a aumentar las tensiones paralelas a las mismas):  
 

 

3
2

3
2
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 ′+ − − 
 

 (II.56) 
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donde nk es la componente del vector unitario normal a la pared, d es la distancia 
perpendicular a la pared y 3

4 /lC Cµ κ= , siendo 0.4187κ =  la constante de Von Karman. 
Las constantes que aparecen en las ecuaciones (II.54), (II.55) y (II.56) toman los valores 
mostrados en la Tabla II.II. 
 

1C  2C  1C′ 2C′ Cµ  
1.8 0.60 0.5 0.3 0.09

 
Tabla II.II. Constantes del modelo RSM. 

 
No obstante, cuando el modelo RSM se aplica a flujos en las proximidades de 

paredes mediante un modelo de tratamiento avanzado de las paredes, que se desarrolla 
en apartados subsiguientes, los valores de las constantes 1C , 2C , ´

1C  y ´
2C  tienen que ser 

modificados de forma que se calculen en función de las invariantes de las tensiones de 
Reynolds y del número de Reynolds turbulento (Davidson, 2003): 
 

 

( ){ }

( )

2
1 2 2

22 1
3 62

1 1 2
2

2
3

2 3 2 3

1 2.58 1 exp 0.0067 Re ;     0.75

2 1.67;        max ,0 ;    Re
3

91 ;    ;    ;    
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t

i j ij
ik ki ik kj ji ij

C A A C A

C kC C C
C

v v k
A A A A a a A a a a a

k

ρ
µε

ρ ρ δ
ρ

 = + − − = 

 −′ ′= − + = = 
 

 ′ ′ +
= − − = = = −  

 

 (II.57) 

 
donde A2 y A3 son las invariantes del tensor de tensiones de anisotropía de Reynolds aij. 
 

En las zonas por las que el flujo penetra en el dominio considerado deben 
establecerse las condiciones de contorno de las tensiones de Reynolds y de la tasa de 
disipación de energía cinética turbulenta. En las paredes los valores de las tensiones de 
Reynolds se obtienen mediante funciones de pared, que analizaremos en apartados 
subsiguientes. Para obtener dichas funciones de pared se utiliza la hipótesis de 
equilibrio y una ley logarítmica, despreciando los términos convectivo y difusivo. 
Mediante un sistema de coordenadas local (τ es la componente tangencial, η es la 
componente normal y λ  es la componente binormal), se obtiene: 
 

 
22 2

1.098    0.247    0.655    0.255
v v vv v

k k k k
η τ ητ λ
′ ′ ′′ ′

= = = − =  (II.58) 

 
II.5. MODELO LES. 
 

Los flujos turbulentos se caracterizan por la presencia de remolinos con un amplio 
espectro de escalas espaciales y temporales. Aunque desde el punto de vista teórico es 
posible resolver directamente todas las escalas, espaciales y temporales, de la 
turbulencia mediante la aproximación conocida como DNS (Direct Numerical 
Simulation), en la práctica el coste computacional requerido por dicha aproximación es 
demasiado elevado en base a los recursos de los que se dispone hoy en día. En el 
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extremo opuesto, a las ecuaciones de Navier-Stokes puede aplicárseles un proceso de 
promediado turbulento (promedio de Reynolds) de forma que en las ecuaciones 
resultantes aparecerán nuevas variables desconocidas (tensiones de Reynolds) que 
deben modelizarse para alcanzar el cierre de las ecuaciones. Los modelos para calcular 
las tensiones de Reynolds dan lugar a que todas las escalas de la turbulencia sean 
modelizadas y ninguna de ellas resuelta directamente. El modelo de turbulencia LES 
(Large Eddy Simulation) es una aproximación intermedia entre la simulación directa 
DNS y los modelos de turbulencia basados en los promedios turbulentos (Sagaut, 2001). 
La masa, el momento, la energía, y otros escalares pasivos, son transportados 
principalmente por los remolinos de escala grande que son los que tienen una gran 
dependencia del tiempo, de la geometría y de las condiciones de contorno de cada 
problema particular, mientras que los remolinos de escala pequeña dependen mucho 
menos de la geometría del problema y tienden a ser más isotrópicos, y por lo tanto más 
universales, de modo que la probabilidad de encontrar un modelo de turbulencia 
universal para los remolinos de escala pequeña es más elevada. Sustentándose en este 
hecho, el modelo LES aplica un procedimiento de filtrado a las ecuaciones de Navier-
Stokes, con vistas a eliminar de las mismas los remolinos con un tamaño más pequeño 
que el del filtro considerado, pero no los remolinos con un tamaño igual o superior al 
susodicho filtro. De este modo los remolinos a escala pequeña son modelizados, 
mientras que los remolinos a escala grande se resuelven directamente. Una variable 
filtrada puede escribirse como: 
 
 ( ) ( ) ( ),

D

x x G x x dxφ φ ′ ′ ′= ∫  (II.59) 

 
donde D es el dominio donde se desarrolla el campo de flujo y G es la función de 
filtrado. La técnica de los volúmenes finitos para discretizar las ecuaciones de gobierno 
de la Mecánica de Fluidos ya lleva implícita una operación de filtrado definida como: 
 

 ( ) ( )1 ;    
V

x x dx x V
V

φ φ ′ ′ ′= ∈∫  (II.60) 

 
siendo V el volumen de cada celda discreta del dominio computacional y donde la 
función de filtrado viene dada por: 
 

 ( )
1/ ;     si 

,
0;         si  

V x V
G x x

x V
′∈′ =  ′∉

 (II.61) 

 
El modelo LES para el caso de un flujo compresible aún no está lo 

suficientemente desarrollado y comprobado (para el desarrollo del esquema LES en el 
caso de flujo compresible, consúltese (Sagaut, 2001)), por lo que nos limitamos a  
exponer las ecuaciones filtradas correspondientes a un flujo incompresible: 
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( ) ( )
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j j j i j
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t x x x x x

ρ ρ
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  ∂∂∂ ∂ ∂ ∂
+ = − −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (II.62) 
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En las ecuaciones (II.62) aparece un término desconocido correspondiente al tensor de 
tensiones a escala de sub-mallado, ijτ , que se define como: 
 
 ij i j i jv v v vτ ρ ρ= −  (II.63) 
 
Puesto que el tensor de tensiones (II.63) es desconocido, debe modelizarse mediante un 
modelo de viscosidad turbulenta a escala de sub-mallado para obtener el cierre de las 
ecuaciones (II.62): 
 

 1 2
3ij kk ij t ijEτ τ δ µ− = −  (II.64) 

 
donde tµ  es la viscosidad turbulenta a escala de sub-mallado y ijE  es el valor filtrado 
del tensor de deformaciones para la escala resuelta, dado por: 
 

 1
2

ji
ij

j i

vvE
x x

 ∂∂
= +  ∂ ∂ 

 (II.65) 

 
Entre los modelos a escala de sub-mallado, es decir, los modelos de turbulencia 

empleados para modelizar los remolinos del flujo turbulento de menor tamaño que son 
los que no se resuelven directamente, destacan cuatro: el modelo Smagorinsky-Lilly, el 
modelo Smagorinsky-Lilly dinámico, el modelo WALE y el modelo dinámico de sub-
mallado para la energía cinética3. 
 

El modelo Smagorinsky-Lilly, que es el modelo de sub-mallado más básico, 
modeliza la viscosidad turbulenta mediante la siguiente expresión: 
 
 2

t sL Eµ ρ=  (II.66) 

 

donde 2 ij ijE E E=  y Ls es la longitud de mezcla a escala de sub-mallado que se 
calcula como: 
 
 ( )1/3min ,s sL d C Vκ=  (II.67) 
 
siendo κ la constante de Von Karman, d la distancia a la pared más próxima y V el 
volumen de la celda discreta considerada. La constante del modelo que toma el valor 

0.1sC = , es la llamada constante de Smagorinsky. Con el modelo de Smagorinsky-Lilly 
dinámico, la constante de Smagorinsky, Cs, se calcula dinámicamente a partir de la 
información proporcionada por las escalas del movimiento turbulento que son resueltas, 
obviando así la necesidad de especificar de antemano un valor para dicha constante. El 
valor de Cs obtenido con el modelo de Smagorinsky-Lilly dinámico es un valor local, 
variable en el espacio y en el tiempo, que puede ser tanto positivo como negativo. Un 
                                                 
3 Otros desarrollos de modelos a escala de sub-mallado pueden encontrarse en (Meneveau, 1996), 

(Meneveau, 1997), (Meneveau, 2000), (Porte, 2000), (Scotti, 1997) o (Mansfield, 1998). 
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característica deseable en el modelo dinámico es que la constante de Smagorinsky tome 
un valor negativo, hecho que se interpreta como el flujo de energía desde los remolinos 
a escala de sub-mallado a los remolinos resueltos. No obstante, si el valor negativo es 
muy grande, pueden producirse problemas de estabilidad numérica y divergencia de la 
solución, por lo que en tales casos se asigna el valor cero a la constante de 
Smagorinsky. 
 

En el modelo WALE (Wall-Adapting Local Eddy-Viscosity) la viscosidad 
turbulenta se modeliza mediante la expresión: 
 

 
( )

( ) ( )

3/ 2

2
5/ 2 5/ 4

d d
ij ij

t s
d d

ij ij ij ij

E E
C L

E E E E
ωµ ρ=

+
 (II.68) 

 
donde: 
 

 ( )2 2 21 1 ;    
2 3

d i
ij ij ji ij kk ij

j

vE g g g g
x

δ ∂
= + − =

∂
 (II.69) 

 
es un operador espacial mediante el cual el modelo WALE retorna al comportamiento  
asintótico correcto de pared para flujos confinados.  
 

El modelo de Smagorinsky-Lilly, tanto el original como el dinámico, son modelos 
algebraicos en los que las tensiones a escala de sub-mallado se parametrizan mediante 
las escalas resueltas de la velocidad basándose en la hipótesis de equilibrio local entre la 
energía transferida a través de la escala de mallado filtrada y la energía cinética disipada 
a las escalas de mallado más pequeñas (Scotti, 1997). Utilizando la ecuación de 
transporte para la energía cinética turbulenta a escala de sub-mallado es posible 
representar con más precisión la turbulencia en dicha escala. La energía cinética a escala 
de sub-mallado se define como: 
 

 ( )2 21
2sgs k kk v v= −  (II.70) 

 
y la correspondiente ecuación de transporte viene dada por: 
 

 ( )
3/ 2

sgs sgs sgsi t
j sgs ij

j j s j k j

k k kvv k C
t x x L x xε

µτ
σ
 ∂ ∂∂∂ ∂

+ = − − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 (II.71) 

 
donde la viscosidad turbulenta a escala de sub-mallado, y las tensiones a escala de sub-
mallado, se definen como: 
 
 1/ 2

t k sgs sC k Lµ =  (II.72) 
 

 1/ 22 2
3ij sgs ij k sgs s ijk C k L Eτ δ− = −  (II.73) 
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En los contornos por los que el flujo penetra en el dominio computacional se 
especifican las componentes estocásticas de la velocidad mediante la superposición de 
perturbaciones aleatorias de las componentes de velocidad individuales, es decir: 

 

 i iv v I vψ= +  (II.74) 

 
siendo I  la intensidad de la fluctuación y ψ  un número aleatorio gaussiano que 
satisface las condiciones 0ψ =  y 1ψ ′ = . Si el mallado es lo suficientemente fino 
como para resolver la subcapa límite laminar, las tensiones de cizalladura en la pared se 
pueden calcular mediante la expresión: 
 

 v yv
v

τ

τ

ρ
µ

=  (II.75) 

 
y en caso contrario, puede emplearse una ley logarítmica para la pared: 
 

 1 ln v yv E
v

τ

τ

ρ
κ µ

 
=  

 
 (II.76) 

 
donde κ es la constante de Von Karman y E = 9.793. 
 
 
II.6.TRATAMIENTO DE FLUJOS TURBULENTOS EN LAS PROXIMIDADES 

DE PAREDES. 
 

La presencia de paredes afecta de manera significativa a los flujos turbulentos. 
Evidentemente el campo de velocidad media debe cumplir la condición de no 
deslizamiento en las paredes, pero además el amortiguamiento viscoso y el bloqueo 
cinemático en las proximidades de una pared reducen, respectivamente, las 
fluctuaciones de la velocidad tangencial y de la velocidad normal. Lo anterior hace que 
en la región próxima a una pared se produzca un aumento de la turbulencia como 
consecuencia de la presencia de elevados gradientes de velocidad que aumentan la 
producción de energía cinética turbulenta. La precisión de las soluciones numéricas 
depende en gran medida de la modelización de las regiones próximas a paredes, por lo 
que los modelos de turbulencia k ε− , RSM y LES deben ser modificados para tratar 
flujos que se desarrollan en las proximidades de paredes (Kaltenbach, 1998). 

 
La región próxima a una pared puede subdividirse en tres zonas o capas: la más 

interna, denominada subcapa viscosa, en la que el flujo es prácticamente laminar y está 
dominado por la viscosidad molecular; la más externa, denominada subcapa totalmente 
turbulenta, en la que domina la turbulencia; y una zona intermedia, denominada subcapa 
amortiguadora, en la que la viscosidad molecular y la turbulencia son de la misma 
importancia. Pueden distinguirse dos aproximaciones diferentes para modelizar la 
región cercana a una pared. Una primera aproximación en la que la subcapa viscosa y la 
subcapa amortiguadora no se resuelven sino que se tratan mediante funciones semi-
empíricas denominadas funciones de pared, de forma que no es necesario realizar 
ningún tipo de modificación en los modelos de turbulencia. Y una segunda 
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aproximación, denominada modelos de pared, en la que sí se resuelve la región 
afectada por la viscosidad, de modo que es necesario modificar los modelos de 
turbulencia. Para flujos con números de Reynolds elevados las funciones de pared 
proporcionan soluciones suficientemente precisas con costes computacionales menores, 
pero son inadecuadas para flujos con números de Reynolds bajos, siendo entonces 
necesario usar un modelo de pared (Versteeg, 1995). A continuación se describe tanto la 
aproximación de funciones de pared como la aproximación de modelos de pared. 
 
a) Funciones de pared: 
 

Como se ha comentado, las funciones de pared son una colección de fórmulas 
semi-empíricas que abarcan tanto leyes de pared para la velocidad media y la 
temperatura, como fórmulas para las cantidades turbulentas (Kaltenbach, 1998). Puesto 
que en el problema del ventilador axial que es objeto de estudio en esta tesis, la 
ecuación de la energía no se resuelve, nos limitamos a exponer aquí las funciones de 
pared correspondientes a la velocidad media y a las cantidades turbulentas. Puede 
distinguirse entre dos tipos fundamentales de funciones de pared, las funciones de pared 
estándar y las funciones de pared de no-equilibrio. En las aplicaciones de flujos 
industriales las funciones de pared estándar son las más habituales. Con dichas fórmulas 
la ley de pared para la velocidad media se calcula como: 
 

 ( )1* ln *U Ey
κ

=  (II.77) 

 
siendo: 
 

 
1/ 4 1/ 2 1/ 4 1/ 2

* ;       *P P P P

w

U C k C k y
U yµ µρ ρ

τ µ
= =  (II.78) 

 
donde 0.42κ =  es la constante de Von Karman, 9.793E =  es una constante empírica, 
UP es la velocidad media del fluido en el punto P, kP es la energía cinética turbulenta en 
P e yP es la distancia entre el punto P y la pared. La ley (II.77) es válida cuando 

* 11.225y > , en caso contrario se aplica la aproximación * *U y= . En los modelos 
k ε−  y RSM, la ecuación para la energía cinética turbulenta se resuelve en todo el 
dominio computacional, incluyendo las celdas adyacentes a las paredes, y la condición 
de contorno que se impone para la energía cinética turbulenta en la pared (siendo n la 
coordenada local perpendicular a dicha pared) viene dada por:  
 

 0k
n
∂

=
∂

 (II.79) 

 
Por el contrario, la producción de energía cinética, Gk, y su tasa de disipación, ε, 

se calculan en las celdas adyacentes a las paredes mediante la hipótesis de equilibrio 
local, asumiendo que son iguales a la  producción  de  k  y  su  tasa  de  disipación  en  el 
volumen de control adyacente a la pared: 
 

 1/ 4 1/ 2
w

k w w
P P

UG
y C k yµ

ττ τ
κρ

∂
≈ =

∂
 (II.80) 
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3/ 4 3/ 2

P
P

P

C k
y

µε
κ

=  (II.81) 

 
Por tanto, mediante esta aproximación no se resuelve la ecuación de transporte de 

la tasa de disipación de energía cinética turbulenta, sino que se calcula mediante la 
ecuación (II.81). Cuando las condiciones del flujo se apartan mucho de la hipótesis de 
equilibrio local, las funciones de pared estándar proporcionan resultados numéricos 
poco precisos, que pueden mejorarse empleando las funciones de pared de no-equilibrio 
(Davidson, 2003). Dichas funciones emplean una ley logarítmica para calcular la 
velocidad media que es sensible al gradiente de presiones, y utilizan una aproximación 
basada en el concepto de dos capas para calcular el incremento de energía cinética 
turbulenta en las celdas adyacentes a las paredes. La ley logarítmica para determinar la 
velocidad media del campo de flujo viene dada por la expresión: 
 

 
1/ 4 1/ 2 1/ 4 1/ 21 ln
/

P P

w

UC k C k y
Eµ µρ

τ ρ κ µ
 

=   
 

 (II.82) 

 
donde, si yv denota el espesor de la subcapa viscosa, entonces: 
 

 

2
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*
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µ
ρ

   −
= − + +  

  

= =

 (II.83) 

 
El concepto de dos capas permite calcular el incremento de energía cinética 

turbulenta, Gk, en las celdas adyacentes a las paredes, necesario para resolver la 
ecuación de transporte de k en dichas celdas, asumiendo que las proximidades de las 
paredes consisten de una subcapa viscosa y de una subcapa totalmente turbulenta. Se 
suponen los siguientes perfiles para las cantidades turbulentas:  
 

 ( )2 2

3/ 2

0,    2 / ,     / ,    
;   ;   

,  / ,   ,             
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t
w v l vP v

y y k y y yy y y y
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y y k C y y yk y y

ν
τ ε

τ

 < < < = = =  > >>   
 (II.84) 

 
donde 3/ 4

lC Cµκ −= . Mediante los perfiles (II.84) la producción de energía cinética 

turbulenta promediada en una celda discreta, kG , y la tasa de disipación de energía 

cinética turbulenta promediada también en una celda discreta, ε , se calculan a partir de 
un promedio de volumen de kG  y ε  en las celdas adyacentes. Por ejemplo, en el caso 
de celdas hexaédricas, en las cuales el promedio de volumen puede aproximarse por un 
promedio en profundidad, se tiene: 
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donde yn es la altura de la celda ( 2n Py y= ). 
 
b) Modelos de pared: 

 
Las funciones de pared estándar dan resultados numéricos razonablemente 

precisos para la mayor parte de los flujos turbulentos confinados a números de Reynolds 
altos, y además las funciones de pared de no-equilibrio extienden la validez de la 
aproximación de funciones de pared a flujos con la presencia de gradientes de presión 
elevados. En el resto de situaciones la fiabilidad de la solución numérica se pone en 
entredicho y es necesario emplear un tratamiento diferente: los modelos de pared. 

 
El modelo de pared más habitual es un modelo de dos capas que resuelve el 

campo de flujo turbulento en las proximidades de las paredes a condición de que el 
mallado sea lo suficientemente fino como para poder resolver la subcapa laminar 
(Davidson, 2003). Si el mallado se refina hasta tal extremo en todo el dominio del fluido 
los costes computacionales pueden ser excesivamente grandes, pero si el mallado se 
refina únicamente en la supuesta región ocupada por la subcapa laminar pueden 
generarse errores numéricos que disminuyan la precisión de los cálculos. Para evitar 
este problema puede emplearse lo que se conoce como tratamiento mejorado de las 
paredes (Hirsch, 1990), consistente en la combinación de un modelo de pared de dos 
capas con funciones de pared mejoradas. 

 
Mediante el modelo de dos capas es posible calcular tanto la tasa de disipación de 

energía cinética turbulenta como la viscosidad turbulenta en las proximidades de las 
paredes. El dominio computacional se subdivide en una región afectada por la 
viscosidad y una región totalmente turbulenta, siendo el número de Reynolds turbulento 
el criterio de separación entre ambas regiones: 
 

 Re y

y kρ

µ
=  (II.87) 

 
donde y es la distancia perpendicular a la pared. En la región totalmente turbulenta 
( *Re Rey y> ; *Re 200y = ) se emplea un modelo de turbulencia ( k ε− , RSM o LES), 

mientras que en la región afectada por la viscosidad ( *Re Rey y< ) se emplea el modelo 
de una ecuación de Wolfstein, mediante el cual las ecuaciones de momento y energía 
cinética turbulenta se calculan  como  en  los  modelos  turbulentos,  pero  la  viscosidad 
turbulenta se obtiene como: 
 ,2t layer C l kµ µµ ρ=  (II.88) 
 
donde ( )Re /1 y A

ll yC e µ
µ

−= −  es una escala de longitud, siendo 70Aµ =  y 3/ 4
lC Cµκ −= . La 

formulación de dos capas para la viscosidad turbulenta se emplea como parte del 
tratamiento de paredes mejorado, que define dicha viscosidad para la capa más externa 
(con números de Reynolds elevados) como: 
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 ( ), ,21t enh t t layerε εµ λ µ λ µ= + −  (II.89) 
 
donde tµ  es la viscosidad turbulenta para números de Reynolds elevados que se calcula 
del mismo modo que en los modelos de turbulencia k ε−  o RSM, y ελ  es la función de 
mezcla definida de modo que sea unitaria en zonas alejadas de las paredes y tenga valor 
cero en las proximidades de las mismas: 
 

 
*Re Re1

1 tanh
2

y y

Aελ
−

+
  

=   
  

 (II.90) 

 
donde la constante A determina la anchura de la función de mezcla: 
 

 
( )
Re

tanh 0.98
yA

∆
=  (II.91) 

 
siendo típicamente Re y∆  entre un 5% y un 20% del valor de Rey. La tasa de disipación 
de energía cinética turbulenta se calcula como: 
 

 
3/ 2k
lε

ε =  (II.92) 

 
donde ( )Re /1 y A

ll yC e ε
ε

−= −  es la escala de longitud, siendo 2 lA Cε = . 

 
Para que el modelo de pared sea aplicable a toda la región próxima a las paredes 

es necesario formular la ley de pared como una única ley que sea válida en dicha zona: 
 
 1/

lam turbu e u e u+ Γ + Γ += +  (II.93) 
 
donde la función de mezcla viene dada por: 
 

 
( )4

5;  exp 1 ;  0.01 ;  ;  9.793;  ´
1 ´ r

a y E Ec a c b E E
by E c f

+

+
 Γ = − = − = = = = +  

 (II.94) 

 
siendo fr una función de rugosidad de la pared. La ecuación general para la variación de 
la velocidad, /du dy+ + ,  se calcula a partir de (II.93) como: 
 

 1/lam turbdu dudu e e
dy dy dy

+ ++
Γ Γ

+ + += +  (II.95) 

 
de forma que en la expresión (II.95) la parte correspondiente a la subcapa totalmente 
turbulenta permite incluir los efectos de la presencia de gradientes de presiones. 
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Apéndice III 
 
 
 
Resultados de la 
caracterización del 
ventilador axial 
 
 
 
 
 
 
 
III.1. INTRODUCCIÓN. 
 

En este apéndice se ofrece un resumen de los resultados obtenidos mediante la 
realización de esta tesis para la caracterización de la soplante axial. Se presentan tanto 
resultados del análisis del flujo en la turbomáquina como de la caracterización acústica 
de la región de propagación. El anexo se ha dividido en dos bloques, uno 
correspondiente a los resultados del flujo y otro correspondiente a los resultados 
aeroacústicos. A su vez, el bloque correspondiente a la caracterización de los fenómenos 
fluidodinámicos que tienen lugar en el ventilador se ha estructurado en cuatro partes: 
resultados de anemometría térmica, resultados numéricos, resultados de la sonda de 
presión y resultados de los transductores piezoeléctricos, mostrándose tanto los 
resultados promediados a un canal de álabe como los instantáneos. Se dispone también 
de una versión electrónica, que se adjunta a la memoria de la tesis, donde se han 
incluido las animaciones, numéricas y experimentales, obtenidas para distintas 
magnitudes del campo de flujo del ventilador. 
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III.2. CARACTERIZACIÓN DEL FLUJO. 
 
III.2.1. Resultados de anemometría térmica. 
 
 

 

 

 

 
 

Figura III.1. Componente axial de la velocidad media en los planos entre haces (D) y  
tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales (Qn, 0.85Qn y 0.7Qn):  

resultados experimentales de hilo caliente (DHW). 
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Figura III.2. Componente circunferencial de la velocidad media en los planos entre haces (D) 

y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales (Qn, 0.85Qn y 0.7Qn):  
resultados experimentales de hilo caliente (DHW). 
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Figura III.3. Mapa radial de la componente axial de la velocidad instantánea en los planos 
entre haces (D) y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales 

(Qn, 0.85Qn y 0.7Qn): resultados DHW, posición circunferencial 8º. 
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Figura III.4. Mapa angular de la componente axial de la velocidad instantánea en los planos 
entre haces (D) y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales 

(Qn, 0.85Qn y 0.7Qn): resultados DHW, posición radial 9. 
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Figura III.5. Mapa radial de la componente circunferencial de la velocidad instantánea  
en los planos entre haces (D) y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales 

(Qn, 0.85Qn y 0.7Qn): resultados DHW, posición circunferencial 8º. 
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Figura III.6. Mapa angular de la componente circunferencial de la velocidad instantánea  
en los planos entre haces (D) y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales 

(Qn, 0.85Qn y 0.7Qn): resultados DHW, posición radial 9. 
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III.2.2. Resultados numéricos. 
 
 

 
   

 
   

 
   

 
   

 
Figura III.7. Componente axial de la velocidad media en los planos entre haces (D) 
 y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales (Qn, 0.85Qn y 0.7Qn):  

resultados numéricos del modelo tridimensional. 
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Figura III.8. Componente axial de la velocidad media en los planos entre haces (D)  
y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales (Qn, 0.85Qn y 0.7Qn):  

resultados numéricos, perímetro completo. 
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Figura III.9. Componente circunferencial de la velocidad media en los planos entre haces (D) 

y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales (Qn, 0.85Qn y 0.7Qn):  
resultados numéricos del modelo tridimensional. 
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Figura III.10. Componente circunferencial de la velocidad media en los planos entre haces (D)
y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales  

(Qn, 0.85Qn y 0.7Qn): resultados numéricos, perímetro completo. 
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Figura III.11. Ángulo azimutal promedio en los planos entre haces (D) y tras el rotor (R),  

para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales (Qn, 0.85Qn y 0.7Qn):  
resultados numéricos del modelo tridimensional. 
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Figura III.12. Ángulo azimutal promedio en los planos entre haces (D)  

y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales (Qn, 0.85Qn y 0.7Qn):  
resultados numéricos, perímetro completo. 
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Figura III.13. Magnitud de la vorticidad media en los planos entre haces (D) y  

tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales (Qn, 0.85Qn y 0.7Qn):  
resultados numéricos del modelo tridimensional. 
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Figura III.14. Magnitud de la vorticidad media  en los planos entre haces (D)  

y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales (Qn, 0.85Qn y 0.7Qn):  
resultados numéricos, perímetro completo. 
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Figura III.15. Mapa radial de la componente axial de la velocidad instantánea en los planos 
entre haces (D) y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales 

(Qn, 0.85Qn y 0.7Qn): resultados numéricos, posición circunferencial 8º. 
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Figura III.16. Mapa angular de la componente axial de la velocidad instantánea en los planos 
entre haces (D) y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales 

(Qn, 0.85Qn y 0.7Qn): resultados numéricos, posición radial 9. 
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Figura III.17. Mapa radial de componente circunferencial de la velocidad instantánea en los planos 
entre haces (D) y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales 

(Qn, 0.85Qn y 0.7Qn): resultados numéricos, posición circunferencial 8º. 
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Figura III.18. Mapa angular de la componente circunferencial de la velocidad instantánea  
en los planos entre haces (D) y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales 

(Qn, 0.85Qn y 0.7Qn): resultados numéricos, posición radial 9. 
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Figura III.19. Mapa radial de la componente radial de la velocidad instantánea en los planos 
entre haces (D) y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales 

(Qn, 0.85Qn y 0.7Qn): resultados numéricos, posición circunferencial 8º. 
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Figura III.20. Mapa angular de la componente radial de la velocidad instantánea en los planos 
entre haces (D) y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales 

(Qn, 0.85Qn y 0.7Qn): resultados numéricos, posición radial 9. 
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Figura III.21. Mapa radial de la magnitud de la vorticidad instantánea en los planos 
entre haces (D) y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales 

(Qn, 0.85Qn y 0.7Qn): resultados numéricos, posición radial 9. 
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Figura III.22. Mapa angular de la magnitud de la vorticidad instantánea en los planos 
entre haces (D) y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales 

(Qn, 0.85Qn y 0.7Qn): resultados numéricos, posición radial 9. 
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Figura III.23. Mapas angulares de la componente axial de la velocidad instantánea, 

entre haces (D) y tras el rotor (R), caudal nominal Qn, dos gaps (G y 1.25G): 
resultados numéricos con modelos de turbulencia RSM y LES. 
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Figura III.24. Mapas angulares de la componente circunferencial de la velocidad  

instantánea, entre haces (D) y tras el rotor (R), caudal nominal Qn,  
dos gaps (G y 1.25G): resultados numéricos con modelos de turbulencia RSM y LES. 
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Figura III.25. Fuerza total, componentes axial y tangencial sobre el álabe, para tres secciones 
(base, media y punta), caudal nominal Qn y dos gaps (G y 1.25G). 

 

   
   

 
   

Figura III.26. Fuerza total, componentes axial y tangencial sobre la directriz, para tres secciones 
(base, media y punta), caudal nominal Qn y dos gaps (G y 1.25G). 
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Figura III.27. Espectros de la fuerza y sus componentes axial y tangencial sobre el álabe, 

caudal nominal Qn y dos gaps (G y 1.25G). 
 
 
 
 
 

  

  

 
Figura III.28. Fuerza total sobre el álabe y distribución radial promedio de la misma, 

caudal nominal Qn y dos gaps axiales (G y 1.25G). 
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Figura III.29. Espectros de la fuerza total, axial y tangencial sobre la directriz, 

caudal nominal Qn y dos gaps (G y 1.25G). 
 
 
 
 
 

  

  

 
Figura III.30. Fuerza total sobre la directriz y distribución radial promedio de la 

misma, caudal nominal Qn y dos gaps axiales (G y 1.25G). 
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III.2.3. Resultados de la sonda de presión. 
 

  

  
Figura III.31. Componente axial de la velocidad media en los planos entre haces (D) 

y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y caudal nominal Qd:  
resultados experimentales de la sonda de presión (FHP). 

 
 

  

  
Figura III.32. Componente circunferencial de la velocidad media en los planos  

entre haces (D) y tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y caudal  
nominal Qd: resultados experimentales de la sonda de presión (FHP). 
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Figura III.33. Ángulo azimutal promedio en los planos entre haces (D) y 
 tras el rotor (R), para dos gaps (G y 1.25G) y caudal nominal Qd:  

resultados experimentales de la sonda de presión (FHP). 
 

  

  
 

Figura III.34. Presión estática media en los planos entre haces (D) y tras el rotor (R),  
para dos gaps axiales (G y 1.25G) y caudal nominal de funcionamiento Qd:  

resultados experimentales de la sonda de presión (FHP).  
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III.2.4. Resultados de los transductores de presión. 
 

 
Figura III.35. Fluctuaciones de presión estática sobre la carcasa del rotor: 

dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales (Qn, 0.85Qn y 0.7Qn). 
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Figura III.36. Fluctuaciones de presión estática sobre la carcasa del rotor: 
dos gaps (G y 1.25G) y tres caudales (Qn, 0.85Qn y 0.7Qn). 
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III.3. CARACTERIZACIÓN AEROACÚSTICA. 
 
 

  
   

  
   

   
   

   
   

Figura III.37. Resultados numéricos y experimentales del ruido en el plano R5, 
para dos gaps axiales (G y 1.25G) y caudal nominal Qn: 

frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 
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Figura III.38. Resultados numéricos y experimentales del ruido en el plano R7, 
para dos gaps axiales (G y 1.25G) y caudal nominal Qn: 

frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 
 
 



APÉNDICE III. Resultados de la caracterización del ventilador axial.  

 

423

Universidad de Oviedo - Área de Mecánica de Fluidos 

 
 

  
   

  
   

  
   

  
   

Figura III.39. Resultados numéricos y experimentales del ruido en el plano R9, 
para dos gaps axiales (G y 1.25G) y caudal nominal Qn: 

frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 
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Figura III.40. Resultados numéricos del ruido en el plano R5, 

dominio de la frecuencia y temporal para el gap inferior (G) y caudal nominal Qn: 
 frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 
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Figura III.41. Resultados numéricos del ruido en el plano R5, 

dominio de la frecuencia y temporal para el gap superior (1.25G) y caudal nominal Qn: 
 frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 
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Figura III.42. Resultados numéricos del ruido en el plano R7, 

dominio de la frecuencia y temporal para el gap inferior (G) y caudal nominal Qn: 
 frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 
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Figura III.43. Resultados numéricos del ruido en el plano R7, 

dominio de la frecuencia y temporal para el gap superior (1.25G) y caudal nominal Qn: 
 frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 
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Figura III.44. Resultados numéricos del ruido en el plano R9, 

dominio de la frecuencia y temporal para el gap inferior (G) y caudal nominal Qn: 
 frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 

 
 



APÉNDICE III. Resultados de la caracterización del ventilador axial.  
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Figura III.45. Resultados numéricos del ruido en el plano R9, 

dominio de la frecuencia y temporal para el gap superior (1.25G) y caudal nominal Qn: 
 frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 

 
 



APÉNDICE III. Resultados de la caracterización del ventilador axial.  
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Figura III.46. Espectros de ruido para varias posiciones angulares en el plano R5, 
gap inferior (G) y caudal nominal (Qn): 

resultados en el dominio temporal y experimentales. 
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Figura III.47. Espectros de ruido para varias posiciones angulares en el plano R5, 
gap superior (1.25G) y caudal nominal (Qn): 

resultados en el dominio temporal y experimentales. 
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Figura III.48. Espectros de ruido para varias posiciones angulares en el plano R7, 
gap inferior (G) y caudal nominal (Qn): 

resultados en el dominio temporal y experimentales. 
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Figura III.49. Espectros de ruido para varias posiciones angulares en el plano R7, 
gap superior (1.25G) y caudal nominal (Qn): 

resultados en el dominio temporal y experimentales. 
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Figura III.50. Espectros de ruido para varias posiciones angulares en el plano R9, 
gap inferior (G) y caudal nominal (Qn): 

resultados en el dominio temporal y experimentales. 
 
 



APÉNDICE III. Resultados de la caracterización del ventilador axial.  
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Figura III.51. Espectros de ruido para varias posiciones angulares en el plano R9, 
gap superior (1.25G) y caudal nominal (Qn): 

resultados en el dominio temporal y experimentales. 
 
 



APÉNDICE III. Resultados de la caracterización del ventilador axial.  
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Figura III.52. Comparación de resultados numéricos y experimentales en los planos R5, R7 y R9, 

para dos gaps axiales (G y 1.25G) y caudal nominal Qn: 
frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 

 



APÉNDICE III. Resultados de la caracterización del ventilador axial.  
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Figura III.53. Distribución circunferencial y radial del SPL entre los planos R5, R7 y R9, 

resultados en el dominio de la frecuencia y temporal para el gap inferior (G) 
 y caudal nominal Qn: frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 
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Figura III.54. Distribución circunferencial y radial del SPL entre los planos R5, R7 y R9, 

resultados en el dominio de la frecuencia y temporal para el gap superior (1.25G) 
 y caudal nominal Qn: frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 
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Figura III.55. Distribución circunferencial y radial del SPL entre los planos R5, R7 y R9, 

resultados experimentales  para los dos gaps (G y 1.25G) y caudal nominal Qn: frecuencias 
BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 

 
 
 

   
   

   
   

 
Figura III.56. Comparación de resultados numéricos y experimentales del ruido  

en el plano R5, para caudal nominal Qn: 
frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 
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Figura III.57. Comparación de resultados numéricos y experimentales del ruido  
en el plano R7, para caudal nominal Qn: 

frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 
 

   
   

   
 

Figura III.58. Comparación de resultados numéricos y experimentales del ruido  
en el plano R9, para caudal nominal Qn: 

frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 
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Figura III.59. Nivel SPL total en los planos frontales FD (antes del estator)  y FR (tras el rotor),   

para dos gaps (G y 1.25G) y  para caudal nominal Qn: 
dominio de la frecuencia, dominio temporal y resultados experimentales. 

 



APÉNDICE III. Resultados de la caracterización del ventilador axial.  
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Figura III.60. Resultados numéricos y experimentales de la contribución total (dos gaps axiales) 
y de la contribución estacionaria del ruido en el plano R5, caudal nominal Qn: 

frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 
 

   
   

   
   

Figura III.61. Resultados numéricos y experimentales de la contribución total (dos gaps axiales) 
y de la contribución estacionaria del ruido en el plano R7, caudal nominal Qn: 

frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 
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Figura III.62. Resultados numéricos y experimentales de la contribución total (dos gaps axiales) 

y de la contribución estacionaria del ruido en el plano R9, caudal nominal Qn: 
frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 

 

   
   

   
   

Figura III.63. Resultados numéricos del modelo temporal para la contribución estacionaria 
 del ruido en el plano R5, caudal nominal de funcionamiento Qn: 
 frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 

 



APÉNDICE III. Resultados de la caracterización del ventilador axial.  
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Figura III.64. Resultados numéricos del modelo temporal para la contribución estacionaria 
 del ruido en el plano R7, caudal nominal de funcionamiento Qn: 
 frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 

 

   
   

   
Figura III.65. Resultados numéricos del modelo temporal para la contribución estacionaria 

 del ruido en el plano R9, caudal nominal de funcionamiento Qn: 
 frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 
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Figura III.66. Espectros de ruido correspondientes a la contribución estacionaria del SPL 

 para varias posiciones angulares en el plano R5: 
resultados del modelo temporal, caudal nominal Qn. 

 
 
 
 

 
Figura III.67. Espectros de ruido correspondientes a la contribución estacionaria del SPL 

 para varias posiciones angulares en el plano R7: 
resultados del modelo temporal, caudal nominal Qn. 
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Figura III.68. Espectros de ruido correspondientes a la contribución estacionaria del SPL 

 para varias posiciones angulares en el plano R7: 
resultados del modelo temporal, caudal nominal Qn. 

 
 
 

   
   

   
   

 
Figura III.69. Comparación de resultados numéricos y experimentales en los planos R5, R7 y R9 

 para la contribución estacionaria del ruido, caudal nominal Qn: 
frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 
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Figura III.70. Distribución circunferencial y radial de la contribución estacionaria del SPL  

en los planos R5, R7 y R9, caudal nominal Qn:  
frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 
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Figura III.71. Comparación entre RSM y LES en el plano R5, 

para dos gaps axiales (G y 1.25G) y caudal nominal Qn: 
frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 
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Figura III.72. Comparación entre RSM y LES en el plano R7, 

para dos gaps axiales (G y 1.25G) y caudal nominal Qn: 
frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 
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Figura III.73. Comparación entre RSM y LES en el plano R9, 

para dos gaps axiales (G y 1.25G) y caudal nominal Qn: 
frecuencias BPF, 2BPF, 3BPF, 4BPF, 5BPF y nivel SPL total. 

 



APÉNDICE IV. Algoritmo numérico.  

 

451

Universidad de Oviedo - Área de Mecánica de Fluidos 

 
 
 
 

Apéndice IV 
 
 
 
 
 

Algoritmo numérico 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
IV.1. INTRODUCCIÓN. 
 

En este apéndice se lista el algoritmo numérico que se ha desarrollado para 
caracterizar la región de propagación del ruido en el dominio de la frecuencia. El 
algoritmo toma como datos de partida las fuerzas de carga sobre los álabes y sus 
coordenadas, obtenidos a partir de las simulaciones numéricas de la región fuente 
realizadas con Fluent (ver Capítulo 4). Por tanto, como ya se ha comentado a lo largo de 
la tesis, el algoritmo considera únicamente la contribución del ruido de carga generado 
por la turbomáquina axial. 

 
El algoritmo consta básicamente de tres programas. El primer programa 

(Coordenadas.c) se utiliza para obtener las coordenadas geométricas de los álabes y 
escribirlas en ficheros – binarios o de texto – en el orden correcto para su posterior 
utilización. El segundo programa (Armonicos.c) se encarga de leer correctamente las 
fuerzas de carga sobre los álabes almacenadas mediante las simulaciones de Fluent, y 
calcula sus transformadas de Fourier, es decir, proporciona los armónicos de carga de 
las fuerzas. Finalmente, el tercer programa (Ruido.c) utiliza las coordenadas de los 
álabes y los armónicos de carga para resolver la formulación integral en el dominio de 
la frecuencia del ruido de carga (ver Capítulo 4), proporcionando los niveles de ruido en 
el campo lejano para una determinada posición del observador, que debe especificarse 
en coordenadas esféricas como dato en el programa. En este último programa se ha 
implementado una rutina que permite calcular las funciones Bessel, responsables de la 
directividad del sonido radiado. 
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IV.2. PROGRAMA Coordenadas.c. 
 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
#include <io.h> 
#include <fcntl.h> 
 
#define NCELDAS1 3600 
#define NCELDAS2 8800 
#define NCELDAS ( NCELDAS1 + NCELDAS2 ) 
#define FICH_ENTRADA_1 "Coordenadas_ps.txt" 
#define FICH_ENTRADA_2 "Coordenadas_ss.txt" 
#define FICH_SALIDA_BIN "salida.bin" 
#define FICH_SALIDA_TXT "salida.txt" 
 
int leerFichero(char *name, float datos[NCELDAS][3], int ini, int fin) 
{ 

FILE *in; 
char buf[1024]; 
int celda; 

 
if((in = fopen(name, "rt")) == NULL)  
{ 

fprintf(stderr, "Error abriendo %s. Imposible continuar.\n", name); 
return 1; 

} 
while(fgets(buf, 1024, in) != NULL)  
{ 

if(buf[0] == '(' && buf[1] == 'g' && buf[2] == 'a') 
break; 

} 
for(celda = ini; celda < fin; ++celda)  
{ 

if(fgets(buf, 1024, in)  == NULL)  
{ 

fprintf(stderr, "Error leyendo %s. Imposible continuar.\n", name); 
return 1; 

} 
datos[celda][0] = atof(buf);  

} 
while(fgets(buf, 1024, in) != NULL)  
{ 

if(buf[0] == '(' && buf[1] == 'a' && buf[2] == 'n') 
break; 

} 
for(celda = ini; celda < fin; ++celda)  
{ 

if(fgets(buf, 1024, in)  == NULL)  
{ 

fprintf(stderr, "Error leyendo %s. Imposible continuar.\n", name); 
return 1; 

} 
datos[celda][1] = atof(buf);  

} 
while(fgets(buf, 1024, in) != NULL)  
{ 

if(buf[0] == '(' && buf[1] == 'r' && buf[2] == 'a') 
break; 

} 
for(celda = ini; celda < fin; ++celda)  
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{ 
if(fgets(buf, 1024, in)  == NULL) 
{ 

fprintf(stderr, "Error leyendo %s. Imposible continuar.\n", name); 
return 1; 

} 
datos[celda][2] = atof(buf);  

} 
fclose(in); 
return 0; 

} 
 
int main() 
{ 

float datos[NCELDAS][3]; 
int  i, j; 
int  out; 
FILE *outtxt; 

 
leerFichero(FICH_ENTRADA_1, datos, 0, NCELDAS1); 
leerFichero(FICH_ENTRADA_2, datos, NCELDAS1, NCELDAS1 + NCELDAS2); 

 
if( (out = open(FICH_SALIDA_BIN, O_RDWR | O_CREAT | O_TRUNC, 0644)) < 0 )  
{ 

fprintf(stderr, "Error grabando salida en %s. Imposible continuar.\n", 
FICH_SALIDA_BIN); 
exit(1); 

} 
write(out, datos, sizeof(float)*NCELDAS*3); 
close(out); 
fprintf(stderr,"\n"); 
if( (outtxt = fopen(FICH_SALIDA_TXT, "wt")) == NULL)  
{ 

fprintf(stderr, "Error grabando salida en %s. Imposible continuar.\n", 
FICH_SALIDA_TXT); 
exit(1); 

} 
for(i = 0; i < NCELDAS; ++i)   
{ 

for(j = 0; j < 3; ++j)  
{ 

fprintf(outtxt, "%f ", datos[i][j]); 
} 
fprintf(outtxt,"\n"); 
fprintf(stderr, "."); 

} 
fprintf(stderr,"\n"); 
fclose(outtxt); 
return 0; 

} 
 
void leerdatos() 
{ 

float datos[NCELDAS][2]; 
int  i, j; 
int  in; 
FILE *intxt; 

 
if( (in = open(FICH_SALIDA_BIN, O_RDONLY, 0644)) < 0 )  
{ 
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fprintf(stderr, "Error leyendo entrada en %s. Imposible continuar.\n", 
FICH_SALIDA_BIN); 
exit(1); 

} 
read(in, datos, sizeof(float)*NCELDAS*2); 
if( (intxt = fopen(FICH_SALIDA_TXT, "rt")) == NULL)  
{ 

fprintf(stderr, "Error leyendo entrada en %s. Imposible continuar.\n", 
FICH_SALIDA_TXT); 
exit(1); 

} 
for(i = 0; i < NCELDAS; ++i)   
{ 

for(j = 0; j < 2; ++j)  
{ 

fscanf(intxt, "%f ", &datos[i][j]); 
} 

} 
fclose(intxt); 

} 
 
IV.3. PROGRAMA Armonicos.c. 
 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
#include <io.h> 
#include <fcntl.h> 
#include <math.h> 
#include "nrutil.h" 

 
#define NCELDAS1 3600 
#define NCELDAS2 8800 
#define NCELDAS ( NCELDAS1 + NCELDAS2 ) 
#define NSTEPS  512 
#define FICH_SALIDA_BIN "salida.bin" 
#define FICH_SALIDA_TXT "salida.txt" 
#define SWAP(a,b) tempr=(a);(a)=(b);(b)=tempr 
 
void four1(float data[ ], unsigned long nn, int isign); 
void realft(float data[ ],unsigned long n, int isign); 
 
int main() 
{ 

float *datos[NCELDAS]; 
int  i, j; 
int  out; 
FILE *outtxt; 

    
for(i = 0; i < NCELDAS; ++i)  
{ 

datos[i] = (float *) malloc(sizeof(float)*(NSTEPS + 1));  
} 
for (i = 0; i < NSTEPS; ++i)  
{ 

char buf[1024]; 
FILE *in; 
char name[512];  
int  celda; 

 
sprintf(name, "alabe_ps_%04d.txt", i+1); //i + 1); 
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if((in = fopen(name, "rt")) == NULL)  
{ 

fprintf(stderr, "Error abriendo %s. Imposible continuar.\n", name); 
exit(1); 

} 
while(fgets(buf, 1024, in) != NULL)  
{ 
if(buf[0] == '(' && buf[1] == 'f' && buf[2] == 'u') 
break; 
} 
for(celda = 0; celda < NCELDAS1; ++celda) 
{ 

if(fgets(buf, 1024, in)  == NULL)  
{ 

fprintf(stderr, "Error leyendo %s. Imposible continuar.\n", name); 
exit(1); 

} 
//printf("%s",buf); 
datos[celda][i + 1] = atof(buf);  

} 
fclose(in); 
sprintf(name, "alabe_ss_%04d.txt", i+1); //i + 1); 
if((in = fopen(name, "rt")) == NULL)  
{ 

fprintf(stderr, "Error abriendo %s. Imposible continuar.\n", name); 
exit(1); 

} 
while(fgets(buf, 1024, in) != NULL)  
{ 

if(buf[0] == '(' && buf[1] == 'f' && buf[2] == 'u') 
break; 

} 
for(celda = 0; celda < NCELDAS2; ++celda)  
{ 

if(fgets(buf, 1024, in)  == NULL)  
{ 

fprintf(stderr, "Error leyendo %s. Imposible continuar.\n", name); 
exit(1); 

} 
//printf("%s",buf); 
datos[NCELDAS1 + celda][i + 1] = atof(buf);  

} 
fclose(in); 

} 
for(i = 0; i < NCELDAS; ++i)  
{ 

realft(datos[i], NSTEPS, 1); 
} 
if( (out = open(FICH_SALIDA_BIN, O_RDWR | O_CREAT | O_TRUNC , 0644)) < 0 ) 
{ 

fprintf(stderr, "Error grabando salida en %s. Imposible continuar.\n", 
FICH_SALIDA_BIN); 
exit(1); 

} 
for(i = 0; i < NCELDAS; ++i)   
{ 

write(out, datos[i], sizeof(float)*(NSTEPS+1));  
fprintf(stderr, "o"); 

} 
close(out); 
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fprintf(stderr,"\n"); 
if( (outtxt = fopen(FICH_SALIDA_TXT, "wt")) == NULL)  
{ 

fprintf(stderr, "Error grabando salida en %s. Imposible continuar.\n", 
FICH_SALIDA_TXT); 
exit(1); 

} 
for(i = 0; i < NCELDAS; ++i)   
{ 

for(j = 0; j < NSTEPS; ++j)  
{ 

fprintf(outtxt, "%f ", datos[i][j + 1]);  
} 
fprintf(outtxt,"\n"); 
fprintf(stderr, "."); 

} 
fprintf(stderr,"\n"); 
fclose(outtxt); 

} 
 
void leerdatos() 
{ 

float *datos[NCELDAS]; 
int  i, j; 
int  in; 
FILE *intxt; 

 
for(i = 0; i < NCELDAS; ++i)  
{ 

datos[i] = (float *) malloc(sizeof(float)*(NSTEPS + 1));  
} 
if( (in = open(FICH_SALIDA_BIN, O_RDONLY, 0644)) < 0 )  
{ 

fprintf(stderr, "Error leyendo entrada en %s. Imposible continuar.\n", 
FICH_SALIDA_BIN); 
exit(1); 

} 
for(i = 0; i < NCELDAS; ++i)   
{ 

read(in, datos[i], sizeof(float)*(NSTEPS+1));  
} 
if( (intxt = fopen(FICH_SALIDA_TXT, "rt")) == NULL)  
{ 

fprintf(stderr, "Error leyendo entrada en %s. Imposible continuar.\n", 
FICH_SALIDA_TXT); 
exit(1); 

} 
for(i = 0; i < NCELDAS; ++i)   
{ 

for(j = 0; j < NSTEPS; ++j)  
{ 

fscanf(intxt, "%f ", &datos[i][j + 1]);  
} 

} 
fclose(intxt); 

} 
 
void realft(float data[],unsigned long n, int isign) 
{ 

void four1(float data[], unsigned long nn, int isign); 
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unsigned long i,i1,i2,i3,i4,np3; 
float c1=0.5,c2,h1i,h1r,h2i,h2r; 
double wtemp,wr,wpr,wpi,wi,theta;  
theta=3.141592653589793/(double) (n>>1); 
if(isign==1) 
{ 

c2=-0.5; 
four1(data,n>>1,1); 

} 
else 
{ 

c2=0.5; 
theta=-theta; 
} 
wtemp=sin(0.5*theta); 
wpr=-2.0*wtemp*wtemp; 
wpi=sin(theta); 
wr=1.0+wpr; 
wi=wpi; 
np3=n+3; 
for(i=2;i<=(n>>2);i++) 
{ 

i4=1+(i3=np3-(i2=1+(i1=i+i-1))); 
h1r=c1*(data[i1]+data[i3]); 
h1i=c1*(data[i2]-data[i4]); 
h2r=-c2*(data[i2]+data[i4]); 
h2i=c2*(data[i1]-data[i3]); 
data[i1]=(float)(h1r+wr*h2r-wi*h2i); 
data[i2]=(float)(h1i+wr*h2i+wi*h2r); 
data[i3]=(float)(h1r-wr*h2r+wi*h2i); 
data[i4]=(float)(-h1i+wr*h2i+wi*h2r); 
wr=(wtemp=wr)*wpr-wi*wpi+wr; 
wi=wi*wpr+wtemp*wpi+wi; 

} 
if(isign==1) 
{ 

data[1]=(h1r=data[1])+data[2]; 
data[2]=h1r-data[2]; 

} 
else 
{ 

data[1]=c1*((h1r=data[1])+data[2]); 
data[2]=c1*(h1r-data[2]); 
four1(data,n>>1,-1); 

} 
} 
 
void four1(float data[], unsigned long nn, int isign) 
{ 

unsigned long n,mmax,m,j,istep,i; 
double wtemp,wr,wpr,wpi,wi,theta;  
float tempr,tempi; 
n=nn << 1; 
j=1; 
for (i=1;i<n;i+=2)  
{  

if (j > i)  
{ 

SWAP(data[j],data[i]);  
SWAP(data[j+1],data[i+1]); 
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} 
m=nn; 
while (m >= 2 && j > m) 
{ 

j -=m; 
m >>= 1; 

} 
j +=m; 

} 
mmax=2; 
while (n > mmax)  
{  

istep=mmax << 1; 
theta=isign*(6.28318530717959/mmax);  
wtemp=sin(0.5*theta); 
wpr = -2.0*wtemp*wtemp; 
wpi=sin(theta); 
wr=1.0; 
wi=0.0; 
for (m=1;m<mmax;m+=2)  
{  

for (i=m;i<=n;i+=istep)  
{ 

j=i+mmax;  
tempr=(float)(wr*data[j]-wi*data[j+1]); 
tempi=(float)(wr*data[j+1]+wi*data[j]); 
data[j]=data[i]-tempr; 
data[j+1]=data[i+1]-tempi; 
data[i] += tempr; 
data[i+1] += tempi; 

} 
wr=(wtemp=wr)*wpr-wi*wpi+wr; 
wi=wi*wpr+wtemp*wpi+wi; 

} 
mmax=istep; 

} 
} 
 
IV.4. PROGRAMA Ruido.c. 
 
#include <math.h> 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
#include <string.h> 
#include "nrutil.h" 

 
#define RAD (3.14159265/180.0) 
#define PI 3.14159265 
#define VELSON 340.0 
#define OMEGA 251.2 
#define ACC 40.0 
#define BIGNO 1.0e10 
#define BIGNI 1.0e-10 
#define NCELDAS 12400 
#define NCOLUMNAS 512 
#define B 9 
#define V 13 
#define RADIO 5.0 
#define ARM 1 
#define FILAS 37 
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float bessj0(float x); 
float bessj1(float x); 
float bessj(int n, float x); 
float componentes(float gamma, float theta, float radioFuente, int w); 
float expReal(float phi, float phiFuente, int w); 
float expImaginaria(float phi, float phiFuente, int w); 
 
main(int argn, char *argv[]) 
{ 

int i, j, w, orden, k; 
float Constante, A, C, D, E, J, K; 
float mach, radioFuente, gamma, phiFuente; 
float argumento, Componentes, theta, phi; 
float SumaWReal, SumaWImaginaria, SumaCReal, SumaCImaginaria; 
float RealPresion, ImaginariaPresion; 
float *armonicos[NCELDAS]; 
float *coordenadas[NCELDAS]; 
float *posiciones[FILAS]; 
float bessel; 
FILE *fichero, *fichero1, *fichero2, *fichero3; 

 
fichero = fopen("Fourier.txt", "r"); 
fichero1 = fopen("Coordenadas.txt", "r"); 
fichero3=fopen("Posiciones_R5.txt","r"); 
fichero2 = fopen("Presiones_R5_BPF.txt", "w"); 

 for (i = 0; i < NCELDAS; ++i)  
{ 

armonicos[i] = (float *) malloc(sizeof(float) * (NCOLUMNAS)); 
if (armonicos[i] == NULL)  
{ 

printf("Se acabo la memoria\n"); 
exit(2); 

} 
} 
for (i = 0; i < NCELDAS; ++i)  
{ 

coordenadas[i] = (float *) malloc(sizeof(float) * (3)); 
if (coordenadas[i] == NULL) 
{ 

printf("Se acabo la memoria\n"); 
exit(2); 

} 
} 
for (i = 0; i < FILAS; ++i)  
{ 

posiciones[i] = (float *) malloc(sizeof(float) * (2)); 
if (posiciones[i] == NULL)  
{ 

printf("Se acabo la memoria\n"); 
exit(2); 

} 
} 
for (i = 0; i < NCELDAS; ++i)  
{ 

for (j = 0; j < NCOLUMNAS; ++j)  
{ 

fscanf(fichero, "%f", &armonicos[i][j]); 
} 

} 
fclose(fichero); 
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for (i = 0; i < NCELDAS; ++i)  
{ 

for (j = 0; j < 3; ++j)  
{ 

fscanf(fichero1, "%f", &coordenadas[i][j]); 
} 

} 
fclose(fichero1); 
for (i = 0; i < FILAS; ++i)  
{ 

for (j = 0; j < 2; ++j)  
{ 

fscanf(fichero3, "%f", &posiciones[i][j]); 
} 

} 
fclose(fichero3); 
Constante = (float) ((ARM * B * B * OMEGA) / (4.0 * PI * RADIO * VELSON)); 
J = (float) (cos(ARM * B * OMEGA * RADIO / VELSON)); 
K = (float) (sin(ARM * B * OMEGA * RADIO / VELSON)); 
for (k = 0; k < FILAS; ++k)  
{ 

theta = (float)(RAD*posiciones[k][1]); 
phi=(float)(RAD*posiciones[k][0]); 
RealPresion = 0.0; 
ImaginariaPresion = 0.0; 
SumaCReal = 0.0; 
SumaCImaginaria = 0.0; 
for (i = 0; i < NCELDAS; ++i)  
{ 

radioFuente = coordenadas[i][2]; 
phiFuente = coordenadas[i][1]; 
gamma = coordenadas[i][0]; 
mach = (float) (OMEGA * radioFuente / VELSON); 
argumento = (float) (ARM * B * mach * sin(theta)); 
SumaWReal = 0.0; 
SumaWImaginaria = 0.0; 
for (w = -38; w <= 38; ++w)  
{ 

if (abs(w) > 19)  
{ 

if (w == 0)  
{ 

C = armonicos[i][2 * w * V - 2 * 247]; 
D = 0.0; 

}  
else if (w < 0)  
{ 

C = armonicos[i][2 * abs(w) * V - 2 * 247]; 
D = -armonicos[i][2 * abs(w) * V + 1 - 2 * 247]; 

}  
else  
{ 

C = armonicos[i][2 * w * V - 2 * 247]; 
D = armonicos[i][2 * w * V + 1 - 2 * 247]; 

} 
}  
else  
{ 

if (w == 0)  
{ 
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C = armonicos[i][2 * w * V]; 
D = 0.0; 

}  
else if (w < 0)  
{ 

C = armonicos[i][2 * abs(w) * V]; 
D = -armonicos[i][2 * abs(w) * V + 1]; 

}  
else  
{ 

C = armonicos[i][2 * w * V]; 
D = armonicos[i][2 * w * V + 1]; 

} 
} 
orden = ARM * B - w * V; 
if (orden < 0)  
{ 

bessel = (float) (pow(-1.0, abs(orden)) * 
bessj(abs(orden), argumento)); 

}  
else  
{ 

bessel = bessj(orden, argumento); 
} 
A = expReal(phi, phiFuente, w); 
E = expImaginaria(phi, phiFuente, w); 
Componentes = componentes(gamma, theta, radioFuente, w); 
SumaWReal += (A * C - E * D) * bessel * Componentes; 
SumaWImaginaria += (A * D + E * C) * bessel * Componentes; 

} 
SumaCReal += SumaWReal; 
SumaCImaginaria += SumaWImaginaria; 

} 
RealPresion = -Constante * (K * SumaCReal + J * SumaCImaginaria); 
ImaginariaPresion = Constante * (J * SumaCReal - K * SumaCImaginaria); 
fprintf(fichero2, "%.20f\t%.20f\t%d\n", RealPresion, ImaginariaPresion, k); 
printf("k es %d\n", k); 

} 
fclose(fichero2); 

} 
 
float componentes(float gamma, float theta, float radioFuente, int w) 
{ 

float valor; 
float mach; 
mach = (float) (OMEGA * radioFuente / VELSON); 
valor = (float) (cos(gamma) * cos(theta) - (((ARM * B - w * V) * sin(gamma)) / (ARM * B * 
mach))); 
return valor; 

} 
 
float expReal(float phi, float phiFuente, int w) 
{ 

float valor; 
valor = (float) (cos((ARM * B - w * V) * (phi - phiFuente - (PI / 2.0)))); 
return valor; 

} 
 
float expImaginaria(float phi, float phiFuente, int w) 
{ 
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float valor; 
valor = (float) (sin((ARM * B - w * V) * (phi - phiFuente - (PI / 2.0)))); 
return valor; 

} 
 
float bessj0(float x) 
{ 

float ax, z; 
double xx, y, ans, ans1, ans2; 
if ((ax = (float) fabs(x)) < 8.0)  
{ 

y = x * x; 
ans1 = 57568490574.0 + y * (-13362590354.0 + y * (651619640.7+y *(-
11214424.18 +y *(77392.33017 +y *(-184.9052456))))); 
ans2 =57568490411.0 + y * (1029532985.0 +y * (9494680.718 + y * 
(59272.64853 +y * (267.8532712 + y * 1.0)))); 
ans = ans1 / ans2; 

}  
else  
{ 
z = (float) (8.0 / ax); 
y = z * z; 
xx = ax - 0.785398164; 
ans1 = 1.0 + y * (-0.1098628627e-2 + y * (0.2734510407e-4+ y * (-0.2073370639e-5 +y 
*0.2093887211e-6))); 
ans2 = -0.1562499995e-1 + y * (0.1430488765e-3 +y * (-0.6911147651e-5 + y * 
(0.7621095161e-6 -y * 0.934945152e-7))); 
ans =sqrt(0.636619772 / ax) * (cos(xx) * ans1 - z * sin(xx) * ans2); 
} 
return (float) ans; 

} 
 
float bessj1(float x) 
{ 

float ax, z; 
double xx, y, ans, ans1, ans2; 
if ((ax = (float) fabs(x)) < 8.0)  
{ 

y = x * x; 
ans1 = x * (72362614232.0 + y * (-7895059235.0 + y * (242396853.1+y *(-
2972611.439+y *(15704.48260+y *(-30.16036606)))))); 
ans2 =144725228442.0 + y * (2300535178.0 +y * (18583304.74 +y * 
(99447.43394 +y * (376.9991397 + y * 1.0)))); 
ans = ans1 / ans2; 

}  
else  
{ 

z = (float) (8.0 / ax); 
y = z * z; 
xx = ax - 2.356194491; 
ans1 = 1.0 + y * (0.183105e-2 + y * (-0.3516396496e-4+ y * (0.2457520174e-5 
+y *(-0.240337019e-6)))); 
ans2 =0.04687499995 + y * (-0.2002690873e-3 +y * (0.8449199096e-5 +y * (-
0.88228987e-6 +y * 0.105787412e-6))); 
ans =sqrt(0.636619772 / ax) * (cos(xx) * ans1 - z * sin(xx) * ans2); 
if (x < 0.0) 
ans = -ans; 

} 
return (float) ans; 

} 
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float bessj(int n, float x) 
{ 

float bessj0(float x); 
float bessj1(float x); 
int j, jsum, m; 
float ax, bj, bjm, bjp, sum, tox, ans; 
if (n == 0) 
return bessj0(x); 
else if (n == 1) 
return bessj1(x); 
else  
{ 

ax = (float) fabs(x); 
if (ax == 0.0) 
return 0.0; 
else if (ax > (float) n)  
{ 

tox = (float) (2.0 / ax); 
bjm = bessj0(ax); 
bj = bessj1(ax); 
for (j = 1; j < n; j++)  
{ 

bjp = j * tox * bj - bjm; 
bjm = bj; 
bj = bjp; 

} 
ans = bj; 

}  
else  
{ 

tox = (float) (2.0 / ax); 
m = 2 * ((n + (int) sqrt(ACC * n)) / 2); 
jsum = 0; 
bjp = ans = sum = 0.0; 
bj = 1.0; 
for (j = m; j > 0; j--) 
{ 

bjm = j * tox * bj - bjp; 
bjp = bj; 
bj = bjm; 
if (fabs(bj) > BIGNO)  
{ 

bj *= (float) BIGNI; 
bjp *= (float) BIGNI; 
ans *= (float) BIGNI; 
sum *= (float) BIGNI; 

} 
if (jsum) 
sum += bj; 
jsum = !jsum; 
if (j == n) 
ans = bjp; 

} 
sum = (float) (2.0 * sum - bj); 
ans /= sum; 

} 
return x < 0.0 && (n & 1) ? -ans : ans; 

} 
} 
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Apéndice V 
 
 
 
 
 

Copia de 
publicaciones 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Se incluye en este último apéndice una copia de las publicaciones más relevantes 
relacionadas con el tema tratado en la presente tesis en las que ha participado la autora 
de la misma. Dichas publicaciones son las siguientes: 
 
¾ Fernández, J.M.; Argüelles, K.M.; Ballesteros, R.; Santolaria, C.; 

“Numerical analysis of the rotor-stator interaction in an axial flow fan”, 
Proceedings of the Hydraulic Machinery and Systems 21st IAHR Symposium, 
Lausanne, 2002. 

 
¾ Fernández, J.M.; Argüelles, K.M.; Santolaria, C.; Ballesteros, R.; “Unsteady 

flow analysis of the rotor-stator interaction in an axial flow fan”, Proceedings of 
FEDSM’03: The 2003 Joint ASME-JSME Fluids Engineering Summer 
Conference, Honolulu, 2003. 

 
¾ Argüelles, K.M.; Fernández, J.M.; Santolaria, C.; Fernández, P.; 

“Numerical study of the discrete frequency noise generation in an axial flow 
fan”, Proceedings of 6th Euroturbo, European Conference on Turbomachinery. 
March, 7-11, 2005. Lille. 
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