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de la Universitat Jaume I su labor de revisión y cŕıtica a este trabajo.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Uno de los problemas que aborda la Mecánica Celeste es la determinación
de las figuras de equilibrio de los cuerpos celestes. Para investigar su solución
mediante métodos directos, se precisa evaluar el potencial generado por su
autogravitación, el generado por su fuerza centŕıfuga y el generado por la
fuerza de atracción entre los cuerpos.

Los métodos clásicos que afrontan estos problemas, para determinar el
potencial autogravitatorio en las configuraciones de equilibrio, emplean de-
sarrollos en serie de los potenciales interior y exterior del potencial autogra-
vitatorio. Estos métodos incurren en el error de suponer la convergencia en
capas donde resulta cuestionable dicha convergencia para estos desarrollos en
serie. Además, estos métodos, para la determinación del potencial de marea
no incluyen las amplitudes de la componente secundaria del sistema.

Por otra parte, para la manipulación de estos desarrollos en serie se re-
quiere que se expresen, tanto el producto de polinomios de Legendre como
el producto de armónicos esféricos, como combinación lineal de polinomios
de Legendre y como combinación lineal de armónicos esféricos, respectiva-
mente. Los métodos existentes para obtener la transformación del producto
de armónicos esféricos como combinación lineal de armónicos esféricos son
laboriosos, complicados de implementar y no engloban toda la casúıstica.

A ráız de todo lo expuesto, los objetivos de esta memoria son los de abor-
dar:

La elaboración, el manejo y la implementación, en el programa Mathe-
matica, de algoritmos eficientes que engloben toda la casúıstica y que
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posibiliten una eficaz manipulación en la conversión del producto de
armónicos esféricos como combinación lineal de armónicos esféricos.

El estudio anaĺıtico del potencial autogravitatorio de las configuraciones
de equilibrio de los cuerpos celestes (figuras aisladas) mediante desarro-
llos en serie, manejando para ello métodos de primer y segundo orden
en las amplitudes.

En este estudio se pretende conseguir desarrollos de los potenciales
interior y exterior del potencial autogravitatorio que, hasta los órdenes
prefijados, sean convergentes en cualquier capa.

El estudio anaĺıtico del potencial autogravitatorio de los sistemas bina-
rios próximos mediante desarrollos en serie, manejando para ello méto-
dos de primer orden en las amplitudes.

En este estudio se pretende conseguir desarrollos de los potenciales
interior y exterior del potencial autogravitatorio que, hasta el orden
prefijado, sean convergentes en cualquier capa.

La exposición de un método anaĺıtico para la determinación del poten-
cial de marea en un sistema binario próximo mediante desarrollos en
serie, manejando para ello métodos de primer orden en las amplitudes,
en el cual se manifieste la forma de la componente secundaria del sis-
tema. Puntualizando de que es en el desarrollo de segundo orden donde
se manifiesta la forma de la componente secundaria.

Con todo ello se pretende concluir que:

Se han elaborado unos algoritmos e implementado en el programa
Mathematica unos códigos que contemplan toda la casúıstica y que
permiten una manipulación eficiente del producto de polinomios de
Legendre, del producto de funciones asociadas de Legendre y del pro-
ducto de armónicos esféricos como combinación lineal de ellos mismos.

Se han obtenido, para primer y segundo orden en las amplitudes, los de-
sarrollos correctos para los potenciales interior y exterior del potencial
autogravitatorio para configuraciones de equilibrio aisladas. Constatan-
do que, a pesar de las discrepancias existentes entre los desarrollos
clásicos y los obtenidos en este trabajo para los potenciales anterior-
mente mencionados, el desarrollo del potencial autogravitatorio total
obtenido por ambos métodos es coincidente.
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Además de emplear un método similar al utilizado por los métodos
clásicos para obtener los desarrollos del punto anterior, se ha confec-
cionado un método anaĺıtico alternativo que ha corroborado los desa-
rrollos citados en el punto anterior.

El método anaĺıtico nombrado en el punto anterior se ha utilizado tam-
bién para obtener, en primer orden de amplitudes, los desarrollos co-
rrectos de los potenciales interior y exterior del potencial autogravita-
torio en sistemas binarios próximos. Constatando, aqúı también, que
a pesar de las discrepancias existentes entre los desarrollos clásicos y
los obtenidos en este trabajo para los potenciales anteriormente men-
cionados, el desarrollo del potencial autogravitatorio total obtenido por
ambos métodos es coincidente.

Se han confeccionado dos métodos, uno anaĺıtico y otro iterativo basado
en el algoritmo de Kovalevsky, para la determinación del inverso de la
distancia en la obtención del desarrollo del potencial de marea entre
las dos componentes de un sistema binario próximo.

Se ha elaborado un método anaĺıtico, en primer orden respecto a las
amplitudes, para la determinación del potencial de marea en sistemas
binarios próximos en el cual se manifiesta la forma de la componente
secundaria del sistema.

En forma esquemática, el contenido de esta memoria puede resumirse en
los puntos siguientes:

En el caṕıtulo primero (Figuras de equilibrio de una masa fluida en
rotación) se consideran modelos basados en una masa fluida en rotación
y se estudian detalladamente los diversos métodos usados para abordar
la solución al problema de la determinación de la figura de los cuerpos
celestes:

• MacLaurin demostró (1742) que el elipsoide de revolución (elip-
soide de MacLaurin) pod́ıa ser una figura de equilibrio de una
masa fluida homogénea en rotación.

• Clairaut, en su obra Figure de la Terre (1743), extiende el estudio
al caso de una masa formada por capas homogéneas concéntricas.

• Laplace (1776) y Legendre (1789) perfeccionan la teoŕıa de Clairaut
introduciendo nuevos métodos de cálculo. Laplace encuentra ade-
más una nueva figura de equilibrio: un núcleo central rodeado por
un anillo (caso de Saturno).
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• En 1834, Jacobi demuestra que pueden existir formas de equilibrio
que no sean de revolución: el elipsoide de tres ejes (elipsoide de
Jacobi) pasa a enriquecer la gama de las figuras posibles.

• Liouville (1834), hizo un estudio general del problema, y la dis-
cusión completa de las distintas formas y su variación con la ve-
locidad de rotación.

• Más tarde, Poincaré (1885) demuestra que no son éstas las únicas
figuras de equilibrio posibles. Antes de llegar a la ruptura que,
al aumentar la velocidad de rotación hab́ıan predicho Thomson
y Tait (1883), existen las llamadas figuras piriformes; las cuales,
al continuar el crecimiento de la velocidad, llegan a romperse por
una estrangulación.

• Liapounov (1930), Kholshevnikov (2002, 2003 y 2004), Elkin (2002)
y Kurdubov (2004) han insistido en el estudio de estas figuras y
en el de las condiciones de equilibrio.

• Kopal (1974, 1978 y 1983), estudia los sistemas binarios próximos
mediante los desarrollos del potencial en coordenadas de Clairaut
y mediante el modelo de Roche.

En el caṕıtulo segundo (Desarrollos en serie de los productos de algunas
funciones especiales) se elaboran unos algoritmos que permiten obtener
el producto de dos cualesquiera polinomios de Legendre, el producto de
dos cualesquiera funciones asociadas de Legendre o el producto de dos
cualesquiera armónicos esféricos (forma real y forma compleja) como
combinación lineal de polinomios de Legendre, de funciones asociadas
de Legendre o de armónicos esféricos, respectivamente.

Para la implementación de dichos algoritmos se ha utilizado el pro-
grama Mathematica con lo que se han obtenido unos códigos eficientes
que consiguen coefientes exactos en la determinación de las combina-
ciones lineales.

Con todo ello se favorece la manipulación de los desarrollos en serie
que se manejan en los caṕıtulos posteriores.

En el caṕıtulo tercero (Configuraciones de equilibrio de los cuerpos ce-
lestes) se presentan los principales resultados de este trabajo, pues en
el se obtienen, para primer y segundo orden respecto de las amplitudes,
los desarrollos del potencial interior y del potencial exterior correspon-
dientes al potencial autogravitatorio para las superficies equipotenciales
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de una masa deformable aislada con rotación uniforme.

En la obtención de estos desarrollos se hace imprescindible el uso de
los algoritmos elaborados e implementados con la ayuda del programa
Mathematica que se describen en el caṕıtulo segundo.

Con ello se demuestra que los métodos clásicos incurren en el error
de aceptar la convergencia de estos desarrollos en capas donde resul-
ta cuestionable esa convergencia. Además, también se demuestra que,
aunque los desarrollos del potencial interior y del potencial exterior
obtenidos en el presente trabajo no coincidan con los de los desarro-
llos clásicos, el desarrollo del potencial autogravitatorio de este estudio
coincide con el del desarrollo clásico.

Para ello, partiendo del desarrollo del potencial autogravitatorio en
coordenadas de Clairaut, se estudian las capas donde no convergen las
series que determinan el inverso de la distancia entre dos elementos de
masa de la componente. A continación, se obtienen dos métodos, uno
mediante cuadratura numérica y otro de forma anaĺıtica, tanto para
primer orden como para segundo orden respecto de las amplitudes, me-
diante los que se van a obtener los resultados descritos anteriormente.

En el caṕıtulo cuarto (Sistemas binarios próximos) se extiende el méto-
do anaĺıtico nombrado en el caṕıtulo anterior para obtener, en primer
orden respecto de las amplitudes, los desarrollos del potencial interior
y del potencial exterior correspondientes al potencial autogravitatorio
para las superficies equipotenciales de un sistema binario próximo.

En la obtención de estos desarrollos se hace imprescindible el uso de
los algoritmos elaborados e implementados con la ayuda del programa
Mathematica que se describen en el caṕıtulo segundo.

Con ello se demuestra que los métodos clásicos incurren en el error
de aceptar la convergencia de estos desarrollos en capas donde resul-
ta cuestionable esa convergencia. Además, también se demuestra que,
aunque los desarrollos del potencial interior y del potencial exterior
obtenidos en el presente trabajo no coincidan con los de los desarro-
llos clásicos, el desarrollo del potencial autogravitatorio de este estudio
coincide con el del desarrollo clásico.

Por otra parte, una vez alcanzada la circularización de sus órbitas y
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la sincronización de su rotación, para obtener el desarrollo del poten-
cial de marea en un sistema binario próximo es necesario el cálculo del
inverso de la distancia entre las dos componentes del sistema. En este
trabajo el inverso de la distancia se ha obtenido por dos métodos: uno
anaĺıtico y el otro basado en el algoritmo iterativo de Kovalevsky.

También se ha desarrollado un método para la determinación del po-
tencial de marea en un sistema binario próximo en el cual se manifiesta
la forma de la componente secundaria del sistema. Aunque hay que
precisar que la forma de la componente secundaria del sistema se ma-
nifiesta en el desarrollo en segundo orden respecto de las amplitudes, ya
que, en primer orden respecto de las amplitudes sólo aparecen términos
de la componente primaria del sistema.

En el caṕıtulo quinto (Conclusiones y perspectivas) se exponen las con-
clusiones más importantes alcanzadas en el presente trabajo y las pers-
pectivas que se derivan de esas conclusiones.

En la Bibliograf́ıa que se presenta al final se ha incluido, además de
las obras citadas en el texto, otras cuya consulta puede ser de gran
utilidad.



Caṕıtulo 2

Figuras de equilibrio de una
masa fluida en rotación

2.1. Introducción

Uno de los principales retos a los que se enfrenta la Mecánica Celeste es
la determinación de la figura de los cuerpos celestes.

Evidentemente, uno de los primeros cuerpos celestes a los que se ha inten-
tado determinar su figura es la Tierra:

suponiendo que la Tierra es esférica, Eratóstenes (250 a.C.), calculó la
longitud del radio.

esta idea sobre la forma de la Tierra se modificó por Huygens y, a partir
del enunciado de la ley de la gravitación universal, por Newton en 1687.
Una de las conclusiones a que llegó Newton sobre la forma de nuestro
planeta era que la Tierra es un elipsoide de revolución achatado en el
sentido del eje de rotación, cuyo eje ecuatorial deb́ıa exceder al eje polar
en 1

230
de su valor.

Como se acaba de indicar, una de las conclusiones teóricas de la Gravita-
ción Universal enunciada por Newton fue que la Tierra era un elipsoide de
revolución achatado en el sentido de su eje de rotación. Este problema ha
sido estudiado posteriormente por diversos matemáticos con un carácter más
general, que tiene aplicación no sólo al estudio de la figura de la Tierra, sino
igualmente a los astros de nuestro sistema solar, y en general de cualquier
cuerpo celeste. Este estudio constituye lo que se ha llamado “teoŕıa de las

17
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figuras de equilibrio”, que podŕıa definirse como la teoŕıa que trata de deter-
minar la figura de equilibrio de una masa fluida incompresible, en rotación y
sometida a las acciones creadas por la gravitación universal.

Sobre los intentos de solución del problema de determinar la figura de
los cuerpos celestes existen numerosos y valiosos estudios. Entre estos estu-
dios cabe destacar los de los siguientes autores: MacLaurin, Jacobi, Clairaut,
Dirichlet, Poincaré, Liapounov y Kopal. En este caṕıtulo se expone un re-
sumen de estas investigaciones.

Las investigaciones, llevadas a cabo por los citados autores, se han realiza-
do sobre todo para el caso de una masa fluida aislada en rotación uniforme.
Aunque existen estudios en los que se toman en consideración las varia-
ciones en las figuras y la estratificación de los cuerpos celestes que resultan
de movimientos internos.

En este trabajo se abordará el caso en el que los cuerpos celestes puedan ser
modelados como una masa fluida sujeta a su propio potencial de atracción y,
en su caso, sometida a perturbaciones debidas a la rotación. Además, como el
caso de rotación ŕıgida corresponde a un mı́nimo del potencial, esto implica
una configuración de equilibrio estable. Por lo que, en este estudio, sólo se
considerará esta situación.

2.1.1. Problema fundamental

El problema fundamental a considerar en este estudio es el de determinar
la figura de una masa fluida en rotación ŕıgida. Esta situación lleva impĺıcito
el equilibrio hidrostático.

Sea una masa fluida rotando en el espacio como un cuerpo ŕıgido. Supo-
nemos que está aislada de otros cuerpos y que sus part́ıculas están sujetas a
atracciones mútuas de acuerdo con la ley de gravitación de Newton.

La solución general del problema anterior requiere del conocimiento de la
ecuación de estado del fluido. No obstante, se pueden hacer una serie de con-
sideraciones preliminares importantes independientes de la forma particular
que tome la ecuación de estado.

Estas consideraciones preliminares son las siguientes:
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Las componentes de la aceleración normal a M vienen determinadas por el
vector (−ω2x,−ω2y, 0). Sea Ω el potencial autogravitatorio, G la constante
de gravitación universal, ρ la densidad y P la presión del fluido.

Teniendo en cuenta las anteriores consideraciones, podemos escribir las
ecuaciones del movimiento de la masa de un fluido en forma vectorial [50],
[51], [60]

d2 ~r⊥
dt2

= ∇Ω− 1

ρ
∇P (2.1)

o en forma escalar

−ω2x =
∂Ω

∂x
− 1

ρ

∂P

∂x

−ω2y =
∂Ω

∂y
− 1

ρ

∂P

∂y

0 =
∂Ω

∂z
− 1

ρ

∂P

∂z

(2.2)

Para el estudio de esta ecuación de estado se han utilizado modelos con
politropos (Por ejemplo: [18] y [31]) o modelos más complejos que involucran
la generación y transporte de la enerǵıa (según mecanismos convectivos y
radiativos), estado termodinámico, ... (Por ejemplo: [53], [54] y [48]).

Si consideramos que ~ω es constante, de (2.2)

dΩ

ds
+
ω2

2

d(x2 + y2)

ds
=

1

ρ

dP

ds
(2.3)

con ds2 = d~r · d~r

Si ρ = constante o ρ = f(P ), podemos expresar la ecuación anterior en su
forma integral

Ω +
ω2 r2

⊥
2

=

∫
1

ρ

dP

ds
(2.4)

donde r⊥ =
√
x2 + y2 es la distancia de una part́ıcula al eje de rotación.

Para el potencial newtoniano en un punto, tenemos

Ω = G

∫

V

ρ′ dV ′

∆
(2.5)

donde ∆ es la distancia de la part́ıcula a M desde un elemento dV ′.
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Si consideramos una masa fluida aislada en el espacio, la presión en la
frontera de su superficie desaparece:

P = 0 (2.6)

De este modo, la superficie que limita la figura pertenece al grupo de las
isobáricas. La condición general para este grupo se obtiene inmediatamente
haciendo P = constante en (2.4)

∫

V

ρ′ dV ′

∆
+
ω2 r2

⊥
2G

= Cte (2.7)

En el caso ρ = f(P ), las superficies P = Cte (baritropos) coinciden con las
superficies isoṕıcnicas.

En general, el volumen V de la masa fluida en la ecuación (2.7) es descono-
cido y la forma de esta masa se ha de escoger de manera que se satisfaga esta
ecuación. Aśı, el problema que hemos escrito en la forma más sencilla, nos
lleva a la solución de una ecuación funcional (2.7), en la que los ĺımites de
integración del primer término son desconocidos.

Se obtiene un caso particular del problema si consideramos figuras de equi-
librio de una masa fluida en reposo. Entonces estas figuras se tienen que
determinar por las soluciones de la ecuación

∫

V

ρ′ dV ′

∆
= Cte (2.8)

Se debe tener en cuenta que, para obtener la integral (2.4) se ha conside-
rado que los fluidos tienen la propiedad que:

o bien ρ = Cte, por ejemplo, fluidos homogéneos e incompresibles,

o bien ρ = f(P ), por ejemplo, fluidos compresibles que son homogéneos
por composición pero pueden tener una densidad variable con la pre-
sión.

Es evidente, no obstante, que las ecuaciones (2.2) no cumplen estas restric-
ciones. Se puede investigar también las figuras de equilibrio de una masa
fluida que está compuesta por un número finito, o incluso infinito, de fluidos
incompresibles que tienen densidades diferentes o figuras de una masa com-
presible y no homogénea (figuras toroidales, ...) [48]. Sin embargo, las figuras
que se van a considerar en este estudio son las simplemente conexas.
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2.1.2. Observaciones sobre suposiciones básicas

Para resolver un problema en la teoŕıa de figuras de equilibrio o, en ge-
neral, para determinar las figuras de una masa fluida en rotación, se hacen
algunas suposiciones básicas respecto a las propiedades f́ısicas del fluido, el
carácter del movimiento, la distribución de la masa y otros. A continuación,
se discuten algunas de estas suposiciones.

Para el movimiento de un fluido la condición de continuidad se puede
escribir en cualquiera de las formas siguientes:

dρ

dt
+ ρ∇~v = 0 (2.9)

o teniendo en cuenta
dρ

dt
=

∂ρ

∂t
+ ~v∇ρ (derivada lagrangiana respecto del

tiempo)
∂ρ

∂t
+ ~v∇ρ+ ρ∇~v = 0 (2.10)

En el caso de un movimiento estacionario, se tiene que
∂ρ

∂t
= 0, es decir, la

densidad ρ no depende expĺıcitamente del tiempo. Si la densidad, ρ, de una

part́ıcula no vaŕıa a lo largo de su recorrido, se tendrá que
dρ

dt
= 0.

De (2.9) y (2.10) se obtiene ∇~v = 0 y

~v∇ρ = 0 (2.11)

Como el vector gradiente es normal a la superficie de igual densitad ρ =
Cte, la velocidad ~v tiene que estar en el plano tangente que pasa a través de
la part́ıcula dada o punto en el fluido.

Si el movimiento de una masa fluida tiene las caracteŕısticas que se acaban
de mencionar, la ecuación de continuidad tiene la forma

∇~v = 0 (2.12)

tanto para un fluido incompresible como para uno compresible. Es fácil ver
que, si la velocidad ~v viene dada por la expresión ~v = ~ω ∧ ~r⊥, la ecuación
(2.12) se satisfará tanto para ~ω = Cte como para ~ω = F (x2 +y2, z). Es decir,

~v = ~ω ∧ ~r⊥ = (ω~k) ∧ (x~i+ y~j) = −ω y~i+ ω x~j
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∇~v = −∂(ωy)

∂x
+
∂(ωx)

∂y
= 0

en los dos casos. Aśı, la suposición de una figura de rotación en equilibrio es
compatible con la condición (2.12).

La segunda suposición respecto del carácter del movimiento tiene relación
con el eje de rotación. Appell [5] probó que una condición necesaria para la
existencia de una figura de equilibrio de una masa fluida es que la rotación
tenga lugar respecto de un eje que tenga una dirección invariable en el espacio
y que ésta coincida con uno de los ejes principales de inercia de la masa.
Jardetzky [40] demostró que esta condición se mantiene también en tipos de
rotaciones más generales como, por ejemplo, sistemas con rotación zonal y
también para sistemas mixtos, como los cuerpos formados por partes sólidas
y fluidas.

Respecto a la simetria de las figuras de equilibrio no es necesario supo-
ner que poseen simetria axial respecto del eje de rotación, ya que, existen
elipsoides triaxiales como figuras de equilibrio.

Por otra parte, Lichtenstein [59] probó que una figura de equilibrio debe
tener un plano de simetŕıa perpendicular al eje de rotación.

Respecto a las suposiciones que se asumen sobre las propiedades f́ısicas
del fluido, comentar que normalmente se supone una ecuación de estado
ρ = ρ(P ). Aunque, como en el caso de las estrellas, se pueden introducir
modelos más complejos [29].

En el caso más simple, una masa fluida se considera incompresible y ho-
mogénea en el sentido de que la densidad tiene los mismos valores en cualquier
punto y que esos valores no vaŕıan aunque vaŕıe la presión. Aśı, la ecuación
(2.7) toma la forma ∫

V

dV ′

∆
+
ω2 r2

⊥
2Gρ

= Cte (2.13)

El primer miembro de esta ecuación es una función desconocida de coor-
denadas determinadas por la forma de la superficie que limita la figura (S)
de volumen V . Si el valor de la constante del segundo miembro corresponde
con P = 0, el problema de determinar las figuras de equilibrio consiste en
encontrar dentro de la familia de superficies de equilibrio dadas por (2.13)
aquella correspondiente a P = 0.
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El segundo problema en la teoŕıa de figuras de equilibrio tiene que ver con
el caso en el que la densidad dependa sólo de la presión ρ = f(P ) (baritro-
pos). En Hidrodinámica clásica estos fluidos se conocen, habitualmente, como
no homogéneos. Para resolver el problema en este caso, se tiene que hacer
uso, bien de la ecuación (2.7) o mejor de la (2.4), ya que la última ecuación
determina las superficies equipotenciales. Teniendo en cuenta esta suposición
respecto de las propiedades f́ısicas del fluido, las superficies P = Cte, ρ = Cte
y las superficies de nivel (superficies de igual potencial gravitatorio en el caso
de la Tierra) coincidirán si se satisface (2.4). En esta ecuación, la densidad ρ
es la variable que determinará la estratificación. La capa exterior del fluido
corresponde a ρ = f(0).

En cuanto a la ecuación de estado ρ = f(P ), puede que determine una fun-
ción continua o puede considerarse un sistema formado por un número finito
de fluidos, que difieren en sus propiedades f́ısicas, superpuestos unos a otros.
Para cada capa, entonces, se tendrá en cuenta una ecuación de estado par-
ticular. También se puede considerar para un fluido que no se haga ninguna
suposición como ρ = Cte o ρ = f(P ). Entonces se postula una estratificación
continua con una densidad expresada en términos de coordenadas. Para esos
fluidos las condiciones (2.3) y (2.4) no se mantienen siempre y, por lo tanto,
la discusión debe comenzar con las ecuaciones (2.2).

En los problemas referentes a las figuras de equilibrio mencionados ante-
riormente, la estratificación de un fluido no homogéneo no es conocida con
antelación por lo que se debe determinar a posteriori. Para obtener dicha
figura también puede procederse a la utilización de métodos inversos. Es de-
cir, se parte de la suposición de una cierta forma de su superficie exterior y de
su estratificación para luego verificar que las suposiciones hechas satisfacen
las condiciones necesarias.

Volterra [92] probó que, en caso de equilibrio, las capas de la misma den-
sidad no pueden tener todas ellas la forma de una superficie de segundo
grado. Además generalizó esta prueba para una rotación zonal. Sin embargo,
cuando se considera una solución aproximada, por ejemplo, el caso de una
rotación lenta, para la que se sabe que las superficies de la misma densidad
diferirán poco de una forma esférica, una estratificación elipsoidal ofrece un
buen grado de aproximación.

Normalmente se supone que, en una figura de equilibrio, la densidad au-
menta hacia el centro.
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Una suposición más, a tener en cuenta, es que en el caso de un fluido no
homogéneo las superficies de nivel de la misma densidad forman un conjunto
de superficies cerradas que incluyen a la precedente.

2.1.3. Distribución de la densidad

En las investigaciones referentes a las figuras de equilibrio se supone,
habitualmente, que la densidad es una función creciente de la distancia desde
la superficie al centro del cuerpo. Este hecho puede ser probado, al menos,
en un caso. Liapounov [58] demostró que una esfera es la única figura de
equilibrio de una masa aislada en reposo y que su densidad aumentará desde
la superficie hacia el centro a causa de las condiciones de equilibrio. El método
seguido fue el siguiente:

Sea R el radio de una esfera que es la superficie ĺımite de una masa fluida
en reposo y ρ su densidad. Es obvio que, si la masa de un fluido no homogéneo
está en equilibrio, debe de estar compuesto de capas esféricas concéntricas. En
general, la densidad puede ser una función de un parámetro α. No obstante,
si el fluido es compresible y ρ = f(P ), se puede demostrar que ρ = χ(α) no
puede ser una función arbitraria. En una superficie de nivel se puede poner

∫

V

ρ′ dV ′

∆
= Cte = α (2.14)

Por lo que de (2.14), ω = 0 y

G

∫

V

ρ′ dV ′

∆
+
ω2 r2

⊥
2

=

∫ P

0

dP

ρ
+ Cte

se deduce que

1

G

∫ P

0

dP

f(P )
= α − α0 (2.15)

donde α0 corresponde a P = 0, es decir, a la superficie libre del fluido. Aśı,
se obtiene de esta ecuación que P = P (α) y, sustituyendo esta función en la
ecuación de estado, queda ρ = χ(α).

Sea UM el potencial en un punto M(x, y, z) a una distancia r del centro
O de la masa fluida y el elemento ρ′ dV ′ tomado en un punto M ′(x′, y′, z′)
a una distancia r′. Tomando el eje polar OM , suponiendo que el ángulo θ
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corresponde a la colatitud y λ a la longitud. Sea θ′ el ángulo entre r y r′, dσ′

el elemento de la esfera con radio la unidad. Entonces

x′ = sin θ′ cosλ′ 0 ≤ λ′ ≤ 2π
y′ = sin θ′ sinλ′ 0 ≤ θ′ ≤ π
z′ = cos θ′ |J | = sin θ′

dσ′ = sin θ′ dθ′ dλ′ ∆ =
√
r2 + r′2 − 2rr′ cos θ′

por lo que

UM =

∫

V

ρ′ dV ′

∆
=

∫ R

0

ρ′ r′2 dr′
∫

σ′

dσ′

∆
(2.16)

Por otra parte

∫

σ′

dσ′

∆
=

∫ 2π

λ′=0

∫ π

θ′=0

sin θ′ dθ′dλ′√
r2 + r′2 − 2rr′ cos θ′

=
2π

rr′
(r + r′ − |r − r′|)

∫

σ′

dσ′

∆
=





4π
r

si r′ ≤ r

4π
r′ si r′ ≥ r

Para cada punto M interior del fluido, la ecuación (2.16) toma la forma

∫

V

ρ′ dV ′

∆
=

4π

r

∫ r

0

ρ′ r′2 dr′ + 4π

∫ R

r

ρ′ r′ dr′

Para cada punto de la esfera r = a, (2.16) toma la forma

∫

V

ρ′ dV ′

∆
=

4π

a

∫ a

0

ρ a2 da+ 4π

∫ R

a

ρ a da

donde ρ está expresada en términos de a.

Por lo tanto
d

da

∫

V

ρ′ dV ′

∆
= −4π

a2

∫ a

0

ρ a2 da (2.17)

Dado que ρ > 0, la integral con respecto a la variable a es positiva. Ya que

d

da

∫ P

0

dP

ρ
=

d

dP

∫ P

0

dP

f(P )
· dP
da

=
1

ρ

dP

da
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Además como

G

∫

V

ρ′ dV ′

∆
=

∫ P

0

dP

ρ
+ Cte ⇒ d

da

∫

V

ρ′ dV ′

∆
=

1

G

d

da

∫ P

0

dP

ρ

se obtiene de (2.17)

−4π

a2

∫ a

0

ρ a2 da =
1

G

1

ρ

dP

da

dP

da
= −Gρ 4π

a2

∫ a

0

ρ a2 da < 0 (2.18)

Aśı, la presión, en una figura esférica de equilibrio, es creciente hacia el
centro. Además, si la densidad de un fluido es una función creciente respecto
de la presión, la densidad, en una figura de equilibrio, también tendrá que
ser creciente desde la superficie libre hasta el centro.

En el caso de un fluido heterogéneo e incompresible, normalmente se su-
pone que la densidad es una función creciente de la profundidad y que, en
caso contrario, el equilibrio seŕıa inestable.

2.2. Figuras de equilibrio. Método inverso

2.2.1. Ecuación fundamental

En este apartado se hará una breve relación de las investigaciones clásicas
relativas a las figuras de cuerpos celestes. Si suponemos que un cuerpo celeste
está cambiando su forma, el problema de su movimiento deviene, en general,
demasiado complicado, ya que en la ecuación del movimiento, la superficie
libre del cuerpo en cuestión es desconocida. Es más, en el caso de un cuerpo
no homogéneo, incluso la estratificación completa es desconocida. Aśı, el
movimiento se produce por fuerzas variables que dependerán de una estrati-
ficación variable. Incluso en el caso más simple, representado por el equilibrio
de una masa fluida por la que las figuras de muchos cuerpos celestes pueden
ser explicados, el problema se ha reducido a la solución de una ecuación
funcional (2.4). Para resolver este tipo de ecuación se requieren, en general,
métodos muy complejos. Por ello, se puede ver fácilmente por qué las primeras
soluciones fueron obtenidas por el método inverso.
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El llamado método inverso es un procedimiento alternativo para la búsque-
da de soluciones al problema de las configuraciones de equilibrio. El método
consiste en investigar si determinadas figuras pueden ser o no ser soluciones
del problema. El caso más simple corresponde a la figura de equilibrio de una
masa en reposo (2.8).

En la ecuación funcional (2.4) son desconocidos los ĺımites de V y la den-
sidad ρ, si el fluido es no homogéneo. Sin embargo, se puede ver fácilmente
que, suponiendo que la figura de una masa homogénea es una esfera o que
la estratificación se representa por un conjunto de esferas concéntricas tales
que la densidad sea radial, también se satisfacen la condición de equilibrio.

Para las figuras de equilibrio de una masa fluida en rotación tenemos la
ecuación (2.7), lo que para el caso homogéneo implica que

∫

V

dV ′

∆
+
ω2 r2

⊥
2Gρ

= Cte

En este caso ninguna esfera satisface esta condición.

En el caso de una masa fluida homogénea, entre las posibles figuras de
equilibrio, se encuentran los elipsoides.

Los métodos inversos presentan el inconveniente de no proporcionar de una
manera fácil el conjunto completo de soluciones. En el caso estático, Liapou-
nov [58] y Carleman [14] demostraron que la única solución posible es la
esfera. En el caso de rotación se conocen varias soluciones: elipsoides, figuras
toroidales y figuras próximas a elipsoides; aunque todav́ıa no ha llegado a
probarse que dicha lista esté completa.

2.2.2. Los elipsoides de MacLaurin y Jacobi

Los primeros estudios modernos acerca de la figura de los cuerpos celestes
se deben a Newton, el cual a partir de la ley de gravitación explicó las figuras
de los cuerpos celestes y llegó a la conclusión de que la figura de la Tierra es
un elipsoide. MacLaurin fue el primero en dar, en 1742, una rigurosa prueba
matemática del hecho que el elipsoide de rotación pod́ıa ser una figura de
equilibrio de una masa fluida homogénea aislada en rotación.
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El caso más simple, en la teoŕıa de las figuras de equilibrio, es obviamente
el de un fluido homogéneo (ρ = Cte). El potencial newtoniano de un elipsoide
homogéneo E en un punto M(x, y, z) de su interior se puede escribir de la
forma siguiente [41], [71], [87]

Ω = Cte− Lx
x2

2
− Ly

y2

2
− Lz

z2

2
(2.19)

donde

Lx = 2πGρabc

∫ ∞

0

dλ

(a2 + λ)
√

(a2 + λ)(b2 + λ)(c2 + λ)
(2.20)

Ly = 2πGρabc

∫ ∞

0

dλ

(b2 + λ)
√

(a2 + λ)(b2 + λ)(c2 + λ)
(2.21)

Lz = 2πGρabc

∫ ∞

0

dλ

(c2 + λ)
√

(a2 + λ)(b2 + λ)(c2 + λ)
(2.22)

siendo a, b y c los semiejes del elipsoide; %, θ y γ las coordenadas esféricas
del punto M de manera que x = % cos θ, y = % sin θ cos γ, z = % sin θ sin γ;

cos θ =
a√

λ+ a2
; para ρ = Cte.

De (2.5), (2.7) y r2
⊥ = x2 + y2 se obtiene

Ω = Cte− ω2(x2 + y2)

2

De esta última ecuación y de (2.19) se obtiene

x2(Lx − ω2) + y2(Ly − ω2) + z2 Lz = Cte (2.23)

Esta condición es válida para todos los puntos de la superficie (2.19) donde
cada valor particular de la constante determina la superficie del elipsoide E.

Además, si la superficie de un elipsoide de revolución

x2 + y2

a2
+
z2

c2
= 1 (2.24)

se identifica con la superficie exterior de un fluido, la ecuación (2.23) tomará la
forma

(L− ω2)(x2 + y2) + Lz z
2 = Cte (2.25)
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donde

L = Lx = Ly = 2πGρa2c

∫ ∞

0

dλ

(a2 + λ)2(c2 + λ)
1
2

(2.26)

Lz = 2πGρa2c

∫ ∞

0

dλ

(a2 + λ)(c2 + λ)
3
2

(2.27)

para ρ = Cte.

De (2.24) y de (2.25)

(L − ω2)a2 = Lz c
2 = Cte (2.28)

De (2.28) se obtiene

a2L− c2 Lz = a2 ω2 > 0 (2.29)

Si un elipsoide es una figura de equilibrio, de (2.26), (2.27) y (2.29)

a2L − c2 Lz = 2πGρa2c(a2 − c2)

∫ ∞

0

dλ

(a2 + λ)2(c2 + λ)
3
2

> 0 (2.30)

Como es evidente que esta integral es positiva, se deduce que

a2 − c2 > 0 ⇒ a > c

Es decir, el elipsoide está achatado por los polos.

Llegado a este punto, es conveniente introducir una nueva variable l deter-
minada por la ecuación

a2 = c2(1 + l2) (2.31)

Si se introduce una nueva variable, t, de forma que λ = c2 t, L y Lz se
pueden expresar en términos de funciones elementales [41]

L = 2πGρ
1 + l2

l3

(
arctan l − l

1 + l2

)
(2.32)

Lz = 4πGρ
1 + l2

l3
(l − arctan l) (2.33)

La masa del elipsoide es, además, una función de la variable l

m =
4

3
πρa2c =

4

3
πρc3(1 + l2) =

4πρa3

3
√

1 + l2
(2.34)
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Con lo que, si se conocen los valores de m, ρ y l, de esta última ecuación
se puede determinar a; y de (2.31) el otro eje del elipsoide.

Por otra parte, de (2.29), (2.32) y (2.33) se obtiene la condición que debe
satisfacer ω

ω2

2πGρ
=

(3 + l2) arctan l − 3l

l3
≡ h(l) (2.35)

y de (2.28) se obtiene el valor de la Cte, con lo que queda determinado el
potencial de la superficie exterior.

Sea

arctan l =





∞∑

n=0

(−1)n l2n+1

2n + 1
si |l| ≤ 1

π

2
+

∞∑

n=0

(−1)n+1 1

(2n+ 1)l2n+1
si |l| > 1

(2.36)

De (2.35) y (2.36)

h(l) =





∞∑

n=1

(−1)n+1 4n

(2n+ 1)(2n + 3)
l2n si |l| ≤ 1

(3 + l2)

(
π

2
+

∞∑

n=0

(−1)n+1 1

(2n+ 1)l2n+1

)
− 3l

l3
si |l| > 1

(2.37)

La función h(l) alcanza un máximo en l = 2′52931 · · · donde su valor
correspondiente es h(2′52931 · · · ) = 0′2246657 · · ·

La discusión de la ecuación (2.35) muestra que hay un cierto valor ĺımite
de ω y que , en general, se pueden considerar dos casos que corresponden a
las condiciones

h =
ω2

2πGρ
< 0′2246657 · · · y h =

ω2

2πGρ
≥ 0′2246657 · · ·
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En el primer caso hay tres elipsoides de MacLaurin que corresponden al
mismo valor de ω. En el segundo caso sólo es posible un elipsoide. Finalmente,
cuando ω > ω0, donde ω0 es el valor ĺımite antes nombrado, ningún elipsoide
de revolución puede ser figura de equilibrio de una masa fluida en rotación.

En 1834, Jacobi demostró que un elipsoide con tres ejes diferentes tam-
bién pod́ıa ser una figura de equilibrio si esos ejes satisfaćıan determinadas
condiciones. Sea la ecuación del elipsoide

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 (2.38)

donde c < b < a.

Teniendo en cuenta estas condiciones, la ecuación (2.23) toma la forma

a2(Lx − ω2) = b2(Ly − ω2) = c2 Lz (2.39)

donde Lx, Ly y Lz vienen determinadas por (2.20), (2.21) y (2.22), respecti-
vamente, para ρ = Cte.

Despejando de (2.39) ω2 se obtiene

ω2 =
a2Lx − b2 Ly

a2 − b2
(2.40)

Por otro lado

a2(Lx − ω2) = c2Lz

ω2 = a2Lx−b2Ly

a2−b2



 ⇒ a2b2(Lx − Ly) + c2(a2 − b2)Lz = 0 (2.41)

De (2.20), (2.21), (2.22) y (2.40)

ω2

2πGρ
= abc

∫ ∞

0

λ dλ

(a2 + λ)(b2 + λ)
√

(a2 + λ)(b2 + λ)(c2 + λ)
(2.42)

De (2.20), (2.21), (2.22) y (2.41)

(b2 − a2)

∫ ∞

0

(
a2b2

(a2 + λ)(b2 + λ)
− c2

c2 + λ

)
dλ√

(a2 + λ)(b2 + λ)(c2 + λ)
= 0

(2.43)
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Es evidente que, tanto (2.42) como (2.43), se cumplen para a = b. Por lo
tanto supongamos que a 6= b.

Se definen unas nuevas variables dadas por

s =
c2

a2
, t =

c2

b2
, λ = c2τ (2.44)

De (2.42) y (2.44)

ω2

2πGρ
= st

∫ ∞

0

τ dτ

(1 + sτ )(1 + tτ )
√

(1 + sτ )(1 + tτ )(1 + τ )
≡ h(s, t) (2.45)

De (2.43) y (2.44)

0 = (1−t−s)
∫ ∞

0

τ dτ

((1 + sτ )(1 + tτ )(1 + τ ))
3
2
−st

∫ ∞

0

τ2 dτ

((1 + sτ )(1 + tτ )(1 + τ ))
3
2
≡ g(s, t)

(2.46)

Las variables s y t son positivas por definición. Es evidente que las dos
integrales de (2.46) también son positivas. Entonces, si el elipsoide dado es
una figura de equilibrio, de (2.46) se obtiene que s + t < 1.

La masa del elipsoide se puede expresar en términos de los parámetros s
y t.

m =
4

3
πρabc =

4

3
πρ

c3√
st

=
4

3
πρ
b3t√
s

=
4

3
πρ
a3s√
t

Si son conocidas la masa, la densidad y los valores de los parámetros s y t,
de (2.45) y de (2.46), se pueden calcular todos los ejes y su correspondiente
velocidad angular.

Las ecuaciones (2.45) y (2.46) representan una curva en el espacio de va-
riables s, t y h, donde la ecuación g(s, t) = 0 es la proyección de esa curva
en el plano st.
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Estudiando la monotońıa de la función h(s, t) se obtiene que en s = t se
alcanza un máximo. Para determinarlo, en primer lugar, de (2.46) se obtiene

g(t, t) = (1 − 2t)

∫ ∞

0

τ dτ

(1 + tτ )3(1 + τ )
3
2

− t2
∫ ∞

0

τ 2 dτ

(1 + tτ )3(1 + τ )
3
2

= 0

de donde evaluando las dos integrales queda

g(t, t) =
10t − 13

4(1 − t)2
+

8t(1 − t) + 3

4
√
t(1 − t)

5
2

arctan

√
1 − t

t
= 0 (2.47)

Ahora, mediante el método de Newton, de esta ecuación se obtiene t =
0′33956745. Por lo tanto, h(t, t) alcanza un máximo en s = t = 0′33956745 · · ·

En segundo lugar, se va a determinar, a partir de (2.45), cuál es el valor
que alcanza h(t, t) para ese máximo.

h(t, t) = t2
∫ ∞

0

τ dτ

(1 + tτ )3
√

1 + τ

Para ello, análogamente al caso anterior, se evalua la integral anterior y se
obtiene

h(t, t) =
2t2 + t+ (1 − 4t)

√
t

1−t
arctan

√
1−t
t

4(1 − t)2
(2.48)

Con lo que h(0′33956745 · · · , 0′33956745 · · · ) ≈ 0′18711483 · · · .

En consecuencia, la función h(t, t), alcanza un máximo en h0 = 0′18711483 · · ·
para s = t = t0 = 0′33956745 · · · y el elipsoide correspondiente pertenece a
la serie de elipsoides de MacLaurin. Este máximo h0 es el valor ĺımite que
determina el punto de intersección de dos curvas que representan los con-
juntos de elipsoides de Jacobi y los de MacLaurin. Todo ello determina un
nuevo valor ĺımite para la velocidad angular. Este valor ω = ω1 se da por la
condición h = 0′18711483 · · · . Cuando h < 0′18711483 · · · sólo hay un elip-
soide de Jacobi posible que corresponde a un determinado valor de ω y que
representa una figura de equilibrio. Para el valor ĺımite ω1 de la velocidad
angular, el elipsoide de Jacobi se transforma en un elipsoide de revolución
(una información más detallada sobre los trabajos de MacLaurin y de Jacobi
se puede encontrar en [5] y en [87]).
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2.2.3. Figuras no homogéneas

Durante mucho tiempo, la única base de las teoŕıas de figuras no ho-
mogéneas en equilibrio, fue la ecuación de Clairaut que representa la conexión
entre la densidad media de una capa y su excentricidad. Para obtener estos
resultados se suponen unas ciertas condiciones referentes a la estratificación
de una masa. Siguiendo la deducción dada por Wavre en [93], si se escriben
las ecuaciones (2.2) en la forma

1

ρ

∂P

∂x
= X + ω2x ,

1

ρ

∂P

∂y
= Y + ω2y ,

1

ρ

∂P

∂z
= Z (2.49)

donde

X =
∂Ω

∂x
, Y =

∂Ω

∂y
, Z =

∂Ω

∂z

muestran que la fuerza de la gravedad, es decir, la resultante de la atracción
y de la fuerza centŕıfuga, tiene la dirección de la normal a la superficie de la
misma presión P (x, y, z) = Cte. En el caso ρ = f(P ), coinciden tres grupos
de superficies: P = Cte, ρ = Cte y las superficies de nivel.

Considerando este caso y denotando el potencial gravitatorio por

W =

∫
dP

ρ
+ Cte = W (ρ) (2.50)

la estratificación que normalmente se toma como la que corresponde a una
distribución de densidad como ρ, se puede expresar en términos de un pará-
metro que se denominará â (en la sección 1.2.4 se define este parámetro).

Entonces, tanto el potencial gravitatorio como la gravedad g, son funciones
de este parámetro W (â) y ~g(â), respectivamente. Las coordenadas del vector
~g vienen dadas por los segundos miembros de (2.49) o por las ecuaciones

gx = gα =
∂W

∂x
, gy = gβ =

∂W

∂y
, gz = gγ =

∂W

∂z
(2.51)

siendo α, β y γ los coeficientes angulares de la normal interior a la superficie
W = Cte. Si d~n es el elemento de esta normal, se tiene que

dg

d~n
=
∂g

∂x

dx

d~n
+
∂g

∂y

dy

d~n
+
∂g

∂z

dz

d~n
= ~n · ∇g (2.52)

y, derivando (2.51), se obtiene

∇2W =
dg

d~n
+ g

(
∂α

∂x
+
∂β

∂y
+
∂γ

∂z

)
(2.53)



Teoŕıas de primer y segundo orden sobre el potencial de ciertas figuras de equilibrio 35

La expresión entre paréntesis representa la divergencia de ~n si ~n es un
vector unitario en la dirección de la normal.

∇2W = ∇g · ~n+ g · ∇~n (2.54)

Consideremos ahora un punto P sobre una superficie de nivel S. Tomemos
un sistema local de coordenadas xyz con origen en P , cuyo eje z es vertical,
esto es, normal a la superficie S.

La curvatura media κ̄ de una superficie en un punto P se define como
la media aritmética de las curvaturas de las curvas en las que dos planos
mutuamente ortogonales que contiene a la normal cortan a la superficie [35]
[38]. Por lo tanto, se obtiene

κ̄ = − 1

2g

(
∂2W

∂x2
+
∂2W

∂y2

)
(2.55)

Teniendo en cuenta las consideraciones hechas

∂W

∂z
= −g ,

∂2W

∂z2
= −∂g

∂z
(2.56)

∇g · ~n = −∂g
∂z

(2.57)

De (2.54), (2.56) y (2.57)

∂2W

∂x2
+
∂2W

∂y2
= g · ∇~n (2.58)

con lo que despejando ∇~n
∇~n = −κ (2.59)

donde κ es el doble de la curvatura media de la superficie W = Cte. Por lo
que

∇2W =
dg

d~n
− κg (2.60)

Por otra parte, de (2.4), se obtiene

∇2W = ∇2Ω + ∇2

(
ω2r2

⊥
2

)
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Como el potencial Ω satisface la ecuación de Poisson, se obtiene la ecuación
de Bruns[12]

dg

d~n
− κg = −4πGρ+ 2ω2 (2.61)

Esta es una ecuación exacta en la cual se determina el valor de una de
las cantidades relacionadas si las restantes son conocidas. A partir de las
ecuaciones (2.51)-(2.61) es fácil ver que la relación (2.61) no depende de
ninguna hipótesis respecto de la conexión entre grupos de superficies a las
que se ha hecho referencia anteriormente.

Se pueden extraer otras conclusiones de (2.61). Por ejemplo, supóngase que
d~n y dâ son positivos al mismo tiempo, es decir, ahora se cambia el sentido

de d~n que era positivo hacia el interior y se pone
d~n

dâ
= ~N . Entonces se tiene

que

−~g ~N = W ′ =
dW

dâ
(2.62)

siendo g la derivada de W a lo largo de la normal.

A lo largo de una superficie W = Cte la expresión (2.62) no cambia y, por
lo tanto, se puede escribir

(~g ~N)1 = (~g ~N)2 (2.63)

Esto, evidentemente, se mantiene cuando los puntos M1 y M2 se desplazan
a lo largo de las ĺıneas de fuerza l1 y l2. Derivando (2.63) se obtiene

(
d~g

dâ
~N + ~g

d ~N

dâ

)

1

=

(
d~g

dâ
~N + ~g

d ~N

dâ

)

2

(2.64)

y de (2.61) y (2.62)

d~g

dâ
= −κW ′ + (−4πGρ+ ω2) ~N (2.65)

Si ahora se sustituye (2.65) en (2.64) se obtiene

(4πGρ− 2ω2)(N2
2 − N2

1 ) = W ′

[(
κ ~N +

1
~N

d ~N

dâ

)

1

−

(
κ ~N +

1
~N

d ~N

dâ

)

2

]
(2.66)
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Como probaron Volterra[92] en 1903 para un número infinito de capas de
superficies de la misma densidad y Hamy en 1887 para un número finito de
esas capas, esas superficies no pueden coincidir con un grupo de elipsoides
homotéticos. La afirmación de Volterra se mantiene cuando la densidad es
una función integrable. No obstante, es posible utilizar en ciertos casos los
elipsoides como superficies aproximadas cuando existe estratificación.

2.2.4. Ecuación de Clairaut

Supongamos que:

1. W = Cte son superficies cerradas en las que cada una de ellas incluye
a la precedente.

2. Todas ellas tienen un centro común.

3. Son superficies de revolución.

La ecuación (2.66) puede aplicarse a una superficie Wr = Cte. Los radios
polar y ecuatorial de esta superficie son: cr(â) = radio polar y ar(â) =
radio ecuatorial. La curvatura media en el polo es κp(â) y en el ecuador
κE(â). Sea ~gp(â) la gravedad en el polo Pr. Entonces se puede escribir (2.66)
en la forma

(4πGρ− 2ω2)

[(
dar

dâ

)2

−
(
dcr
dâ

)2
]

=

= −gp
dcr
dâ

[
κp
dcr
dâ

+

(
dâ

dcr

)
d2cr
dâ2

− κE
dar

dâ
−
(
dâ

dar

)
d2ar

dâ2

]
(2.67)

De acuerdo con la suposición de Clairaut, la estratificación viene determi-
nada por el conjunto de elipsoides concéntricos y el parámetro â representa
sus semiejes polares. Entonces, las curvaturas son, aproximadamente

κE =
2

â
, κp =

2

â

(
1 − 2

δ

â

)

donde δ = ar − cr es pequeño para los elipsoides que difieren poco de una
esfera. No teniendo en cuenta los términos de orden δ2, la ecuación (2.67)
toma la forma

4πGρ − 2ω2

gp
δ′ =

δ′

â
+

2

â2
δ − δ′′

2
(2.68)
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Además, si ω2 es pequeña, δ, δ′ y δ′′ también lo son y, enconsecuencia,
el producto ω2δ′ es despreciable. La densidad media ρa en el interior de
Wr = Cte y la gravedad pueden calcularse, aproximadamente, suponiendo
una distribución de masas esférica. Aśı, se tiene

mr = 4π

∫ r

0

ρ r2 dr =
4π

3
r3 ρr , r = cr

De esta ecuación se obtiene que

3c2r ρr + c3r ρ
′
r = 3c2r ρ

y
3

cr
+
ρ′r
ρr

=
4πGρ

gp

(2.69)

ya que el denominador del segundo miembro,
4

3
πGcrρr, representa la gravedad

en la superficie de la esfera. Aśı, como cr = â, de (2.68) y (2.69) se obtiene

2

â
+
ρ′r
ρ

=
2

â2

δ

δ′
− 1

2

δ′′

δ′
(2.70)

Se puede introducir la excentricidad e =
δ

â
como una nueva variable y,

entonces, la ecuación de Clairaut (2.70) toma la forma

e′′ρr +
6

â
e′ρr + 2e′ρ′r +

2

â
e ρ′r = 0 (2.71)

En el trabajo Théorie de la figure de la Terre (1743) se planteó por primera
vez el teorema de Clairaut, según el cual se conecta la gravedad en los pun-
tos superficiales de un elipsoide en rotación con la compresión y la fuerza
centŕıfuga en el ecuador.

Es conocido que se puede probar el teorema de Clairaut para la gravedad
en el polo [41]. Se expresa por las condiciones

4

5
e ≤ ω2â

g
≤ 2e ,

1

2

ω2â

g
≤ e ≤ 5

4

ω2â

g
(2.72)
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También se pueden probar dos relaciones más:

e+
gecua − gpolo

g
=

5

2

ω2â

g
(2.73)

C −A =
2

3

g

G
â4

(
e− 1

2

ω2â

g

)
(2.74)

donde g es la gravedad en una latitud determinada de la superficie del plane-
ta, A y C son los momentos de inercia de un planeta respecto a los diámetros
ecuatorial y polar, respectivamente.

Cuando el problema de una figura de un planeta no homogéneo se reduce
a la forma dada por Clairaut, se supone que las superficies de nivel son elip-
soides concéntricos y que se conoce la distribución de densidades. Entonces
el problema es determinar la variación de elipticidad desde la superficie libre
hasta el centro.

2.2.5. El elipsoide de Dirichlet

Supongamos que, en un instante inicial, una masa homogénea ĺıquida
tiene forma de elipsoide

x̂2

a2
+
ŷ2

b2
+
ẑ2

c2
= 1 (2.75)

Dirichlet considera un movimiento determinado por la condición de que las
coordenadas de un elemento (x, y, z) son funciones lineales de x̂, ŷ, ẑ.

x = l x̂+mŷ + n ẑ , y = · · · , z = · · · (2.76)

donde l, m, y n son función del tiempo. Como es normal, las part́ıculas están
sujetas a su atracción mútua. La presión en la superficie del ĺıquido puede
ser, en general, una función del tiempo P (t). Sustituyendo las expresiones
(2.76) en la ecuación (2.75) se puede ver que la superficie exterior del ĺıquido
es un elipsoide variable concéntrico a (2.75) y se satisfacen las ecuaciones del
movimiento si la presión viene dada por

P = P (t) + σ(t)

[
1 − x̂2

a2
− ŷ2

b2
− ẑ2

c2

]
(2.77)

Este movimiento del ĺıquido puede ser dividido en dos partes:

una rotación ŕıgida respecto de un eje que pasa por el centro
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el movimiento de part́ıculas respecto a los ejes de rotación de referencia
Oξηζ

las velocidades relativas tienen que ser proporcionales a las nuevas coorde-
nadas ξ, η, ζ

vξ = λ1ξ , vη = λ2η , vζ = λ3ζ (2.78)

Para el caso particular de que no exista rotación, Dirichlet, obtuvo oscila-
ciones isocrónicas en las que la forma del ĺıquido vaŕıa desde un elipsoide
alargado hasta uno aplanado, tomando en algún instante intermedio la for-
ma esférica. Si la velocidad inicial no es cero y no satisface alguna condición
especial, el elipsoide correspondiente se vuelve indefinidamente aplastado o
estirado.

Si la velocidad inicial está por debajo de un cierto ĺımite, la velocidad
angular del ĺıquido en rotación puede variar entre dos ĺımites. No obstante,
para un valor mayor de la velocidad angular de un elipsoide alargado, es
necesario aplicar más presión.

Dirichlet probó, como un caso especial de su teoŕıa, la existencia de elip-
soides de MacLaurin y de Jacobi. Por otro lado, Dedekind, dedujo un resulta-
do muy interesante de la investigación de Dirichlet : Cada elipsoide de Jacobi
preservará su forma y posición si el movimiento interno de las part́ıculas
viene dado por las ecuaciones

x = x̂ cosωt+ ŷ
a

b
sin ωt , y = −x̂ b

a
sinωt+ ŷ cosωt , z = ẑ (2.79)

Entonces la constante ω es la velocidad angular del correspondiente elipsoide
de Jacobi. Cada part́ıcula, por lo tanto, describe una elipse cuya ecuación
paramétrica viene dada en forma paramétrica por (2.79).

Riemann mejoró la investigación inacabada de Dirichlet y modificó el
problema. Estudió los cambios caracteŕısticos de los ejes del elipsoide y el
movimiento relativo del ĺıquido respecto a ellos, eliminando el momento ini-
cial de las ecuaciones del movimiento. Aśı, puede probarse, que hay sólo
cuatro casos particulares conocidos de investigaciones previas en los que los
principales ejes de los elipsoides no cambian. En lo concerniente a pequeñas
oscilaciones, hay dos tipos de cambios que difieren en estabilidad. De acuerdo
con Riemann, si la superficie afectada del elipsoide de MacLaurin continua
siendo un elipsoide de revolución, el equilibrio es estable.
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En el caso de que el ecuador circular se convierta en una elipse y los ejes
polares no cambien, habrá inestabilidad si la excentricidad excede de ciertos
ĺımites.

2.3. Método de Poincaré

2.3.1. Funciones fundamentales

En su famosa memoria [74], Poincaré sugirió un método para resolver el
problema de las figuras de equilibrio de una masa fluida en rotación. Este
método proporciona también soluciones a un nuevo tipo de figuras llamadas
“ figuras de Poincaré ”.

En las series de los elipsoides de MacLaurin hay uno que corresponde al
aśı llamado punto de bifurcación desde el que comienzan las series de los
elipsoides de Jacobi. La pregunta que surge ahora es si hay otros puntos
de bifurcación de un tipo similar. La respuesta dada por Poincaré [74] en
1885 fue afirmativa. Hay que resaltar que Liapounov descubrió las mismas
figuras de equilibrio un año antes que Poincaré, pero decidió no incidir en su
existencia en su primer art́ıculo. Aún aśı, parece más apropiado llamar a estas
figuras “ figuras de equilibrio de Liapounov-Poincaré ”, teniendo también en
cuenta que el último investigador, más tarde, aplicó métodos más exactos
para resolver algunos problemas relativos a éstas y otras figuras de equilibrio
[56], [57], [58].

Las “ funciones fundamentales ” asociadas a una cierta superficie cerra-
da S juegan un importante papel en el método de Poincaré. Para ver las
condiciones que han de satisfacer las funciones fundamentales se tendrán que
utilizar las propiedades de un potencial de superficie debido a la gravitación
de Newton o a las fuerzas eléctricas de Coulomb. Este potencial es continuo
en la superficie S, pero su derivada normal es discontinua.

Sea Uk un conjunto de funciones con las siguientes propiedades:

1. El valor U
(i)
k en el espacio τi limitado por S es una función armónica

∆U
(i)
k = 0 (2.80)

2. El valor U
(e)
k de la función Uk en el espacio τe, exterior a S, también

satisface la ecuación de Laplace

∆U
(e)
k = 0 (2.81)



42 Manuel Forner Gumbau

y es regular en el infinito, es decir, del orden de O
(

1
r

)

3. En la superficie S

U
(i)
k = U

(e)
k (2.82)

y, si ~n es el vector unitario normal

(
∇U (i)

k + hkU
(e)
k

)
· ~n =

∂U
(i)
k

∂~n
+ hk

∂U
(e)
k

∂~n
= 0 (2.83)

donde hk, k = 1, 2, · · · , es un conjunto de números positivos.

Para determinarlos se suponen estas dos condiciones:

1.

J (i) =

∫

τi

(
∇U (i)

)2
dτ es un mı́nimo (2.84)

2.

J (e) =

∫

τe

(
∇U (e)

)2
dτ = 1 (2.85)

Entonces, por las ecuaciones (2.82), (2.85) y el teorema de Green, se obtiene

1.

J (i) =

∫

S

U (i) ∂U
(i)

∂~n
dS

2.

J (e) = −
∫

S

U (e) ∂U
(e)

∂~n
dS = −

∫

S

U (i) ∂U
(e)

∂~n
dS = 1

Si U
(i)
0 = Cte, de (2.84) J

(i)
0 = 0. Por lo que hay un mı́nimo, ya que

J (i) ≥ 0. Se supone que h0 = 0.

En general, de (2.83)

∫

S

U
(i)
k

(
∂U

(i)
k

∂~n
+ hk

∂U
(e)
k

∂~n

)
dS = J

(i)
k + hk(−J (e)

k ) = 0

por lo que

J
(i)
k = hk (2.86)
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Las funciones Uk que satisfacen todas las condiciones que se acaban de dar
se llaman funciones fundamentales. Las condiciones (2.85) y (2.86) también
se pueden escribir de la forma

∫

S

U
(i)
k

∂U
(i)
k

∂~n
dS = hk ,

∫

S

U
(i)
k

∂U
(e)
k

∂~n
dS = −1 (2.87)

Condiciones similares representan conexiones entre funciones que tienen
diferentes sub́ındices

∫

S

U
(i)
k

∂U
(i)
m

∂~n
dS = 0 ,

∫

S

U
(i)
k

∂U
(e)
m

∂~n
dS = 0 para k 6= m (2.88)

Los armónicos esféricos dan esas funciones para el caso de una esfera y las
funciones de Lamé para el caso de un elipsoide.

Poincaré [74] también probó (veánse también las investigaciones de Stekloff
[81], [82]) que, en general, si una función Φ está determinada por una super-
ficie S puede ser representada, bajo unas ciertas condiciones, por una serie
de funciones fundamentales

Φ =
∞∑

k=1

Ak U
(i)
k (2.89)

Para encontrar un coeficiente Ak se multiplica esta ecuación por
∂U

(e)
k

∂~n
dS

y se integra sobre la superficie S, obteniéndose de (2.87) y (2.88)

Ak = −
∫

S

Φ
∂U

(e)
k

∂~n
dS (2.90)

Este resultado general se ha aplicado a la teoŕıa de las figuras de equilibrio
que difieren poco de los elipsoides y, por lo tanto, ahora se tendrán en cuenta
algunas propiedades de las funciones de Lamé.

Sean %, µ y ν coordenadas eĺıpticas y R(%2), S(%2), M(µ2) y N(ν2) las
funciones de Lamé. Como es sabido, las coordenadas eĺıpticas corresponden
a tres superficies confocales que pasan por un punto dado P (x, y, z).
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La ecuación de la superficie de segundo orden (c < b < a)

x2

λ2 − a2
+

y2

λ2 − b2
+

z2

λ2 − c2
− 1 = 0 (2.91)

representa elipsoides si λ2 = %2 y λ2 − a2 > 0; hiperboloides confocales de
una hoja si λ2 = µ2, λ2 − a2 < 0 y λ2 − b2 > 0; e hiperboloides confocales de
dos hojas si b2 > λ2 = ν2 > c2.

Hay ocho puntos en el espacio correspondientes a los tres valores dados
de %, µ y ν. Sea f(%2) un polinomio de grado n = 2k. Hay cuatro clases de
funciones de Lamé [76]:

1.
R = f(%2) (2.92)

2.
R =

(√
%2 − a2 f(%2),

√
%2 − b2 f(%2),

√
%2 − c2 f(%2)

)
(2.93)

3.

R =
(√

(%2 − a2)(%2 − b2) f(%2),
√

(%2 − b2)(%2 − c2) f(%2),
√

(%2 − a2)(%2 − c2) f(%2)
)

(2.94)

4.
R =

√
(%2 − a2)(%2 − b2)(%2 − c2) f(%2) (2.95)

Las funciones M y N se representan por expresiones similares en las que µ2

o ν2 son sustituidas por %2, por ejemplo, de (2.92) M = f(µ2) y N = f(ν2).

Expresiones como MN o RMN se llaman productos de Lamé y son solu-
ciones de la ecuación de Laplace.

Una función de Lamé de segunda especie S se define como la segunda
solución de la ecuación diferencial

d2R

du2
= [n(n+ 1)℘u+ h]R (2.96)

en la que ℘u es la función de Weierstrass. La constante h en (2.96) viene
determinada por la condición de que las soluciones sean del tipo considerado
anteriormente. La función S también debe satisfacer la condición

R
dS

du
− S

dR

du
= 2n + 1 , S = R

∫ u

0

2n+ 1

R2
du (2.97)
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Para más detalles respecto de las funciones de Lamé, se pueden consultar
[5], [27], [76], [77]. Aqúı se muestran unas pocas soluciones particulares y
valores de los productos de Lamé. Estas soluciones particulares son

n = 0, R0 = 1

n = 1, R1 =
√
%2 − a2, R2 =

√
%2 − b2, R3 =

√
%2 − c2

n = 2, R4 = R2R3, R5 = R3R1, R5 = R1R2, R7 = %2 −
[
g + 1

6

√
3g2

]
,

R8 = %2 −
[
g − 1

6

√
3g2

]

Escribiendo la ecuación de Weierstrass en la forma

℘u = s ,

∫ s

∞

ds√
4s3 − g2s − g3

= u

y poniendo

3g2 = h2 Kg +H = h , K = n(n+ 1) , %2 = ℘u+ g

donde H es constante, se obtiene la ecuación (2.96) transformada. Usando la
variable % esta ecuación toma la forma

A

R

d

d%

(
A
dR

d%

)
= K%2 +H

donde

A2 =
(%2 − a2)(%2 − b2)(%2 − c2)

%2

Para n = 1 hay tres funciones de Lamé y tres productos que son, denotando
por C a una constante arbitraria,

RMN = (Cx, Cy, Cz) (2.98)

Para n = 2, hay cinco funciones R y, por lo tanto, cinco productos de
Lamé. Tres de ellos son

RMN = (Cxy, Cyz, Czx) (2.99)

Para n = 3 hay siete productos de Lamé. De (2.95) una de estas expresiones
es

RMN = Cxyz (2.100)
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Sea la nueva variable l definida como la derivada de la variable u, intro-
ducida en (2.96), a lo largo de la normal exterior

du

d~ne
= −l , l2 =

1

(µ2 − %2)(ν2 − %2)
(2.101)

Supongamos ahora que un cierto elipsoide E0 viene determinado por % =
%0 y que U0 es una función armónica de este elipsoide. De acuerdo con
Poincaré se puede escribir

U0 =

∞∑

k=0

AkMkNk (2.102)

Indicando con el supeŕındice 0 el valor de una función para % = %0, se tiene

Ak = αkR
(0)
k S

(0)
k (2.103)

Entonces, la función

Ui =

∞∑

k=0

αkRkS
(0)
k MkNk (2.104)

será la función armónica en el interior de E0, que toma en este elipsoide el
valor U0. Por otra parte

Ue =
∞∑

k=0

αkR
(0)
k SkMkNk (2.105)

es una función armónica en el espacio exterior a E0 y Ue = U0 en E0.

Supongamos que

U
(i)
k = αkS

(0)
k RkMkNk , U

(e)
k = αkR

(0)
k SkMkNk (2.106)

Es obvio que estas funciones satisfacen la condición U
(i)
k = U

(e)
k en E0. Tam-

bién se da que

∂U
(i)
k

∂~n
+ hk

∂U
(e)
k

∂~n
= 0 (2.107)

si se pone

hk = −
S

(0)
k

(
∂Rk

∂%

)
0

R
(0)
k

(
∂Rk

∂%

)
0

(2.108)

Con lo que Uk son las funciones fundamentales para E0.
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2.3.2. Figuras de equilibrio que difieren poco de los

elipsoides

Ahora se va a calcular el potencial de una capa de un elipsoide homogéneo
en términos de las funciones de Lamé. Se supone que su espesor variable es ζ y
su densidad constante ρ = 1. El elemento de masa ζdσ puede ser interpretado
como un producto de dσ por la densidad de superficie ζ. Entonces se tiene
la condición para la discontinuidad de la fuerza en la capa simple

∂Ui

∂~ni

+
∂Ue

∂~ne

= −4πζ (2.109)

Teniendo en cuenta las expresiones (2.104), (2.105) para las funciones Ui

y Ue, se pueden escribir sus derivadas normales en la forma

∂Ui

∂~ni
=
∂Ui

∂u

∂u

∂~ni
=

∞∑

k=0

αkS
(0)
k

dRk

du
MkNk

du

d~ni
=

∞∑

k=0

α0l0S
(0)
k

dRk

du
MkNk

∂Ue

∂~ne
=
∂Ue

∂u

∂u

∂~ne
=

∞∑

k=0

αkR
(0)
k

dSk

du
MkNk

du

d~ne
= −

∞∑

k=0

α0l0R
(0)
k

dSk

du
MkNk

donde l0 es el valor de l en % = %0 y u el parámetro que se introduce en la
ecuación diferencial de Lamé (2.96).

Aśı, de (2.109), se obtiene de las expresiones para las derivadas normales
de Ui y Ue que

−4πζ =
∞∑

k=0

αkl0MkNk

[
Sk

dRk

du
−Rk

dSk

du

]

ρ=ρ0

(2.110)

De (2.97) se obtiene

ζ = l0

∞∑

k=0

2n+ 1

4π
αkMkNk = l0

∞∑

k=0

βkMkNk (2.111)

donde

βk =
2n+ 1

4π
αk (2.112)
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Si

Û =

∞∑

k=0

αkR
(0)
k S

(0)
k MkNk (2.113)

es una función dada, los coeficientes αk son conocidos. Entonces, también
lo son los βk y se pueden calcular productos de los coeficientes de Lamé en
(2.111) y viceversa.

Si los coeficientesC de (2.98) estan determinados, se puede dar una relación
entre coordenadas cartesianas y eĺıpticas de la forma

x = h1R1M1N1 , y = h2R2M2N2 , z = h3R3M3N3 (2.114)

donde

h2
1 = 1

(a2−b2)(a2−c2)
, h2

2 = 1
(b2−a2)(b2−c2)

, h2
3 = 1

(c2−a2)(c2−b2) (2.115)

El volumen de un elipsoide también puede darse en términos de funciones
Ri. Es decir,

V =
4π

3
R1R2R3 =

4π

3
R1R4 =

4π

3
R2R5 =

4π

3
R3R6 (2.116)

Por otro lado, la dirección de la normal a un elipsoide E viene determinada
por

cos(nx) = h1lM1N1R4 , cos(ny) = h2lM2N2R5 , cos(nz) = h3lM3N3R6

(2.117)

Si UE es el potencial de un elipsoide dado E y U ′ el de la capa en este
elipsoide que tiene de espesor ζ, la suma UE + U ′ representará el potencial
del elipsoide deformado. Para un fluido incompresible, el espesor de esta capa
estará sujeto a la condición ∫

S

ζ dσ = 0 (2.118)

Para expresar el potencial de un elipsoide en términos de funciones de
Lamé, Poincaré dedujo primero la siguiente fórmula para el caso de que un
elipsoide fuera desplazado en la dirección x (y de una forma similar en las
otras direcciones). De (2.117)

ζ = ε cos(nx) = εh1l0R
0
4M1N1
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Si el espesor de la capa se reduce a un término en (2.111), su potencial
también viene representado por un único término (n = 1)

4π

3
εh1R

0
1S

0
1R

0
4M1N1 = U ′ (2.119)

Ahora, el cambio en el potencial del elipsoide a causa del desplazamiento
es

UE2 − UE1 = U ′ = −ε ∂UE

∂x
(2.120)

ya que en la segunda posición la misma part́ıcula tiene la coordenada x− ε
respecto al punto P donde se considera el valor del potencial.

De (2.114), (2.119) y (2.120)

∂UE

∂x
= −4π

3
R

(0)
4 S

(0)
1 x = −V S

(0)
1

R
(0)
1

x (2.121)

y análogamente

∂UE

∂y
= −V S

(0)
2

R
(0)
2

y ,
∂UE

∂z
= −V S

(0)
3

R
(0)
3

z (2.122)

Entonces, en un punto interior del elipsoide, el potencial es

UEi = −V
2

(
S

(0)
1

R
(0)
1

x2 +
S

(0)
2

R
(0)
2

y2 +
S

(0)
3

R
(0)
3

z2

)
(2.123)

Para los puntos exteriores se puede probar que

∂UE

∂x
= −V S1

R1
x ,

∂UE

∂y
= −V S2

R2
y ,

∂UE

∂z
= −V S3

R3
z (2.124)

Debido a las notaciones usadas en esta sección, el eje x corresponde al eje
menor del elipsoide y, por lo tanto, en la ecuación (2.7) los ejes x y z se han
de intercambiar. Se puede escribir s2 = y2 + z2 y sustituir en esta ecuación
la expresión (2.123) para el potencial. Entonces, tomando G = 1, se obtiene

−V S
(0)
1

R
(0)
1

x2 +

(
ω2 − V

S
(0)
2

R
(0)
2

)
y2 +

(
ω2 − V

S
(0)
3

R
(0)
3

)
z2 − Cte = 0 (2.125)
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La ecuación del elipsoide E0(% = %0) también se puede escribir en la forma

f(x, y, z) =
x2

R
(0)
1

2 +
y2

R
(0)
2

2 +
z2

R
(0)
3

2 − 1 = 0 (2.126)

Si este elipsoide es una figura de equilibrio, las ecuaciones (2.125) y (2.126)
representan la misma superficie y se obtienen las condiciones (omitiendo el
supeŕındice)

ω2

V
=
S2R2 − S1R1

R2
2

(2.127)

y
S2R2 − S1R1

R2
2

=
S3R3 − S1R1

R2
3

(2.128)

Si son conocidos el volumen V y la velocidad angular ω, estas dos condi-
ciones, junto con (2.116) determinarán la longitud de los ejes del elipsoide, ya
que R y S son funciones de los semiejes. En el caso del elipsoide de MacLau-
rin se da R2 = R3 y se tienen sólo dos ecuaciones: (2.116) y (2.127). De la
ecuación (2.128) que se tiene que utilizar para los elipsoides de Jacobi, se
puede obtener la condición

R1S1

3
=
R4S4

5
(2.129)

Se puede probar que esta condición es equivalente a la dada por (2.98) [74].

Ahora se pasará a discutir la existencia de otras figuras de equilibrio que no
sean estos elipsoides. Suponiendo que las nuevas figuras de equilibrio difieran
poco de un elipsoide de MacLaurin o de Jacobi, se puede representar tal
figura (E), como se mencionó anteriormente, como un elipsoide E recubierto
por una capa de espesor variable ζ. Obviamente, éste puede tener valores
positivos y negativos. La condición U0+

1
2
ω2(y2

0+z2
0) = Cte = Π0 se mantiene

para cada punto P de E, si este elipsoide es una figura de equilibrio. Por lo
tanto, en un punto P ′, en un entorno de P , se puede escribir

Π = Π0 +
∂Π

∂~n
ζ (2.130)

y, poniendo
∂Π

~n
= −~g (2.131)

llamando ~g a la aceleración de la gravedad, se tiene

Π = Π0 − ~gζ
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Ahora, U ′ es el potencial de una capa elipsoidal y si E′ es una figura de
equilibrio, se tiene la condición

Π + U ′ = Π0 − ~gζ + U ′ = Cte

en esta superficie, o
U ′ = −~gζ = Cte (2.132)

El espesor ζ que determinará la deformación o la desviación de la nueva
figura respecto del elipsoide, puede ser representado por el desarrollo en serie

ζ =

∞∑

k=0

l0βkMkNk (2.133)

Sustituyendo estas series en la ecuación (2.120) se obtiene

∞∑

k=0

βk

∫

S

l0MkNk dσ = 0

Debido a las propiedades de las funciones de Lamé (véase, por ejemplo,
[5], IV, p. 159), todas estas integrales son iguales a cero para k > 0. Aśı, el
coeficiente β0 también debe anularse y se obtiene

ζ =
∞∑

k=1

l0βkMkNk (2.134)

De (2.111), (2.112) y (2.113) se obtiene

U ′(0) =
∞∑

k=1

αkS
(0)
k R

(0)
k MkNk , αk =

4π

2n+ 1
βk (2.135)

El valor de la acelación de la gravedad ~g en el polo (y = 0, z = 0) es, de
(2.123), (2.126) y (2.131)

~g = V
S

(0)
1

R
(0)
1

x = V S
(0)
1 (2.136)

y

l0~g =
V S

(0)
1

R
(0)
2 R

(0)
3

=
4π

3
R

(0)
1 S

(0)
1 (2.137)
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Sustituyendo (2.134), (2.135) y (2.137) en (2.132), esta condición toma la
forma

∞∑

k=1

4πβk

(
SkRk

2n+ 1
− S1R1

3

)
MkNk = Cte (2.138)

En esta aproximación se considera ~g constante. En la ecuación (2.138), los
productos MkNk son variables, pero la ecuación se satisface en cada punto,
es decir, para cada par de coordenadas µ y ν. Por lo tanto, tiene que ser

βk

(
SkRk

2n + 1
− S1R1

3

)
= 0 , k = 1, 2, 3, · · · , Cte = 0 (2.139)

Estas condiciones son básicas en la teoŕıa de Poincaré. Éstas también se
dieron sin los factores βk en el primer art́ıculo de Liapounov.

Los factores βk son coeficientes en las series que representan la función ζ
(2.134). Pueden diferir de cero, de (2.139), sólo si el segundo factor se anula.
Considerando este factor se tiene:

1. Si n = 1 y k = 1 el coeficiente β1 pude diferir de cero, ya que el segundo
factor de (2.139) se anula. Este caso no presenta ningún interés, debido
a que β1 da el desplazamiento del elipsoide completo en la dirección x.

2. En los casos, n = 1 y k = 2 o k = 3 los coeficientes βk pueden anularse
a causa de (2.127) y (2.128).

3. Si n = 2 y k = 4, β4 puede ser diferente de cero, ya que la condición
(2.129) se mantiene para los elipsoides de Jacobi. Pero este caso tam-
poco es importante porque el valor de β4 sólo da una rotación pura del
elipsoide.

Aśı, cabe esperar nuevas figuras para k = 5 o para valores superiores.
Para responder a la cuestión de que si habrá nuevas figuras de equilibrio,
Poincaré investigó la expresión más general

F =
RkSk

2n + 1
− RiSi

2p + 1
(2.140)

en la que i 6= k y p puede ser igual a n, y la función

F1 =
F

R2
k

=
1

2n+ 1

Sk

Rk

− 1

2p + 1

Si

Ri

(
Ri

Rk

)2

(2.141)
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Esta función depende del parámetro %2 con variación en el intervalo (∞, a2) y
el problema se reduce a la existencia de ceros de F1. Un detallado estudio de
la función (2.141) muestra que, para m = 2 y k = 5, k = 6 o k = 7, i = p = 1
no hay ceros y, por lo tanto, no hay nuevas figuras de equilibrio. En el caso
k = 8 se tiene el punto de bifurcación para los elipsoides de MacLaurin y
Jacobi.

Las primeras nuevas figuras de equilibrio se obtienen para n = 3 y n = 4.
En general, para encontrar nuevas figuras de este tipo, los coeficientes βk que
no se anulan y, por lo tanto, ζ 6= 0, se tienen que utilizar las funciones de
Lamé de un nuevo tipo. Estas funciones se pueden escribir en la forma

f(%2) ,
√
%2 − b2f(%2) ,

√
%2 − c2f(%2) ,

√
(%2 − b2)(%2 − c2)f(%2)

(2.142)
donde f(%2) es una función polinómica de grado k. Sus ceros se encuentran
entre c2 y a2. Sea α la ráız mayor. Entonces, se puede poner

f(%2) = (%2 − α)(%2 − α1) · · · (%2 − αk−1) (2.143)

El número n puede ser igual a 2k o a 2k + 1.

Tan sólo se escribirán las ecuaciones para dos figuras de mı́nimo orden:

1. Si n = 3

ζ

l0
= ε′z

(
x2

α− a2
+

y2

α− b2
+

z2

α − c2
− 1

)
, donde ε′ = Cte

(2.144)
Esta es la llamada figura ovoidea o en forma de pera.

2. Si n = 4

ζ

l0
= ε′

(
x2

α1 − a2
+

y2

α1 − b2
+

z2

α1 − c2
− 1
)(

x2

α2 − a2
+

y2

α2 − b2
+

z2

α2 − c2
− 1
)

(2.145)
La constante ε′ puede ser tanto positiva como negativa y, por lo tanto,
se pueden determinar dos nuevas figuras de equilibrio a partir de esta
ecuación.

Estos ejemplos y el análisis general muestran que, en general, en la expre-
sión de ζ hay tantos factores de la forma

Ei =
x2

αi − a2
+

y2

αi − b2
+

z2

αi − c2
− 1
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como ceros tiene la función Rk. Aśı, en general, es

ζ =





l0ε
′E1E2 · · ·Ek si n = 2k

l0ε
′zE1E2 · · ·Ek si n = 2k + 1

(2.146)

Las condiciones que se han expuesto aqúı también se mantienen para los
elipsoides de Jacobi. Las condiciones de la existencia de nuevas figuras de
equilibrio que difieran poco de los elipsoides de MacLaurin toman una for-
ma diferente. Sean n y k dos números pares o impares a la vez. Entonces,
haciendo

z

y
= tanψ ,

√
a2 − µ2

a2 − c2
= cos θ = µ̄ (2.147)

se puede hacer uso del hecho de que, los productos de Lamé, en el caso de
elipsoides de revolución, determinan los armónicos esféricos. Por lo que

ζ = l0 (βk Pn,k(µ̄) cos kψ + βk′ Pn,k(µ̄) sin kψ) (2.148)

Poniendo βk′ = βk tan ω̄, esta ecuación toma la forma siguiente

ζ

l0
=

βk

cos ω̄
Pn,k(µ̄) cos(kψ − ω̄) (2.149)

Se puede apreciar que los ejes de coordenadas pueden rotar para que el
ángulo ω̄ sea igual a cero. Entonces, (2.139) toma la forma

ζ = l0 βk Pn,k(µ̄) cos kψ (2.150)

y para 0 < k < n determinará un nuevo grupo de figuras de equilibrio que
diferirán poco de los elipsoides de MacLaurin.

2.3.3. Estabilidad de las figuras de equilibrio

Atendiendo a la discusión general sobre el equilibrio dada por [85], se
tienen que considerar fuerzas de tres tipos:

1. Hay fuerzas que se tienen en cuenta normalmente, como la gravitación
universal, que dependen sólo de las coordenadas de las part́ıculas. Re-
presentan un sistema de fuerzas conservativas.

2. Si una masa fluida está en equilibrio, sus ecuaciones correspondientes
son las mismas para un ĺıquido ideal o para uno viscoso. No obstante, si
suponemos que una masa viscosa se deforma, el nuevo estado diferirá,
incluso poco, de un equilibrio. Estas fuerzas dependen de velocidades.
Este caso representa un sistema disipativo.
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3. Para la mayor parte de las figuras consideradas, el equilibrio se define
respecto a un conjunto de ejes móviles. Este tipo de fuerzas se re-
presentan por la fuerza centŕıfuga y la de Coriolis. Para estas fuerzas
Thomson y Tait [85] utilizaron el nombre de fuerzas giroscópicas.

Las afirmaciones básicas referentes a la influencia de la introducción, en
condiciones de equilibrio, de un nuevo tipo de fuerzas, son las que se indican
a continuación:

Un equilibrio inestable producido por fuerzas conservativas únicamente
puede ser transformado, bajo ciertas condiciones, en un equilibrio es-
table si también se introducen las fuerzas giroscópicas.

El tipo de equilibrio que existe bajo la acción de fuerzas conservativas
únicamente se mantendrá si son introducidas fuerzas de los otros dos
tipos.

Si el equilibrio es estable cuando actúan los tres tipos de fuerzas, la e-
liminación de las fuerzas disipativas y las giroscópicas no afecta al tipo
de equilibrio.

2.4. Método de Liapounov

2.4.1. Potencial de un cuerpo en el que la estratifi-

cación difiere poco de un elipsoide

La solución de un problema relativo a las figuras de equilibrio de una
masa fluida depende de las series del desarrollo del potencial de esta masa.
Como ya se ha mencionado anteriormente, la teoŕıa de Clairaut no puede
extenderse más allá de la primera aproximación. A pesar de que los métodos
de Laplace y Legendre dieron alguna aproximación deseable de manera for-
mal, la convergencia de las series utilizadas dejaba una cuestión abierta. Ni
Poisson ni Callandreau pudieron hacer progresos importantes con sus investi-
gaciones. Incluso el grado de precisión que se pod́ıa obtener con el método de
Poincaré no era lo suficientemente satisfactorio, tal y como indicó Liapounov.

No obstante, Liapounov, desarrolló un nuevo método de aproximación al
problema. Después de más de treinta años de investigación en este campo
dió la forma final del método en su último trabajo [58]. Se debe hacer notar
que las conclusiones no están restringidas por la suposición que las desvia-
ciones de la estructura elipsoidal que se tendrán en cuenta sean infinitamente
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pequeñas. Pueden tener infinitos valores y, también en este sentido, el método
de Liapounov es superior a otros métodos.

Actualmente, se utilizan las notaciones de Liapounov para escribir la ex-
presión del potencial de un cuerpo cuya estratificación difiere poco del que
se da para un grupo de superficies de elipsoides.

Sea E
(√

τ + 1,
√
τ + q,

√
τ
)

o bien al conjunto de elipsoides de MacLaurin
(q = 1) o bien al conjunto de elipsoides de Jacobi (q < 1). Entonces,

Ea

(
a
√
τ + 1, a

√
τ + q, a

√
τ
)

representa un conjunto de elipsoides similares y concéntricos a E. Suponga-
mos que en un cuerpo dado B las superficies de la misma densidad difieren
poco de los elipsoides Ea y que la densidad disminuye del centro del cuerpo
hacia la superficie libre. Se supone que la variación de la densidad es pequeña
y que la ley de las densidades viene dada por

ρ = 1 + δ ϕ(a) (2.151)

en la que ϕ es una función dada del parámetro a. Este parámetro deter-
minará las superficies de la misma densidad (ρ = Cte); δ es un segundo
parámetro que toma valores pequeños. Para el caso de un cuerpo homogéneo
basta con tomar δ = 0 y ρ = Cte. Obviamente, al parámetro a se le pueden
dar diferentes interpretaciones. Aqúı se supondrá que a viene determinado
por la condición de que el volumen del espacio encerrado por la superficie de
nivel a = ak es igual a la del elipsoide Eak

. En el centro del cuerpo a = 0 y
en la superficie libre F de B a = 1.

Si ϕ(0) = 0, la densidad al centro es ρ0 = 1. La forma (2.151) la esco-
gió Liapounov para hacer más fácil la aplicación del desarrollo de las series
obtenidas para un elipsoide homogéneo en el problema relativo a una masa
heterogénea.

En general, no obstante, se puede suponer que

ρ = ϕ(a, δ)

y, desarrollando esta función en serie de potencias, respecto del parámetro δ,
se obtiene

ρ = 1 +
∞∑

k=0

δk ϕk(a)
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Los resultados de las investigaciones de Liapounov pueden ser fácilmente
generalizables por su ley de densidades añadiendo términos correspondientes

a la suma

∞∑

k=2

δk ϕk.

Ahora, de acuerdo con Liapounov, las superficies de nivel Fa se pueden
representar por las ecuaciones

x = a(1 + ζ)
√
τ + 1 sin θ cos λ

y = a(1 + ζ)
√
τ + q sin θ sinλ

z = a(1 + ζ)
√
τ cos θ

(2.152)

donde θ y λ son coordenadas esféricas. La función ζ debe tener valores
pequeños de acuerdo con las suposiciones que se acaban de hacer. En ge-
neral, la fórmula (2.152) determinará la posición de cada punto en el espacio
si 0 ≤ a ≤ ∞, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ λ ≤ 2π. A cada función ζ(a, θ, λ) le corre-
sponde un conjunto de superficies Fa. En la superficie libre F es

ζ(1, θ, λ) = ζ̄(θ, λ) = ζ̄ (2.153)

Si suponemos que para cada par de valores de los ángulos θ y λ corresponde
un único valor de ζ y el coeficiente diferencial ∂ζ

∂a
existe, las ecuaciones (2.152)

determinan, para un elemento de volumen,

dV = a2
√
τ (τ + q)(τ + 1) (1 + ζ)2

(
1 +

∂(aζ)

∂a

)
sin θ da dθ dλ (2.154)

Poniendo ahora

D =
√
τ (τ + q)(τ + 1) , dσ = sin θ dθ dλ (2.155)

Como, por la definición del parámetro a los volumenes Ea y Fa tienen que
ser iguales, se tiene que

D

∫ a

0

a2 da

∫

σ

(1 + ζ)2
(

1 +
∂(aζ)
∂a

)
dσ =

D

3
a3

∫

σ

(1 + ζ)3 dσ =
4πa3

3

√
τ (τ + q)(τ + 1)

De (2.155) se deriva que

∫

σ

(1 + ζ)3 dσ = 4π y, por lo tanto, se obtiene la

primera condición para la función ζ en la forma
∫

σ

ζ dσ = −
∫

σ

ζ2 dσ − 1

3

∫

σ

ζ3 dσ (2.156)
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Sea Ω el potencial en el punto M(x, y, z). En M ′(x′, y′, z′) se tiene

Ω = G

∫

V ′

ρ′ dV ′

∆

donde ∆ = MM ′. Sustituyendo (2.154) y (2.155) se obtiene

Ω = GD

∫ 1

0

ρ′ a′2 da′
∫

σ′

(1 + ζ ′)2
(
1 + ∂(a′ζ′)

∂a′

)
dσ′

∆
(2.157)

Para resolver el problema será necesario desarrollar en serie este potencial.
Entonces, la función ζ tiene que estar sujeta a unas determinadas condiciones.
Liapounov supone primero que esta función puede desarrollarse en serie de
potencias respecto del parámetro δ.

Sean l(δ) y g(δ) dos números variables que no dependen de a, a′, θ, θ′, λ,
λ′ y se anulan para δ = 0. Sea

(∆)ζ=ζ′=0 = ∆0 (2.158)

Entonces, las otras dos condiciones introducidas por Liapounov para ζ son

|ζ| < l ,

√
τ + 1(a+ a′)

2

|ζ ′ − ζ|
∆0

< g (2.159)

Como ζ no es una función dada, la existencia de esos dos números tendŕıa
que ser probada y eso es lo que hizo Liapounov después de una evaluación
formal de ζ.

Es conveniente introducir una nueva variable ξ en lugar de ζ ′ utilizando la
definición

ξ =
ζ ′ − ζ

1 + ζ
(2.160)

De aqúı

1 + ζ ′

1 + ζ
= 1 + ξ , (1 + ζ)−1

(
1 +

∂(a′ζ ′)

∂a′

)
= 1 +

∂(a′ξ)

∂a′
(2.161)

De (2.152) se obtiene

∆ =
√

(x − x′)2 + · · ·

=
√

(τ + 1) [a(1 + ζ) sin θ cos λ − a′(1 + ζ′) sin θ′ cos λ′]2 + · · ·

= (1 + ζ)
√

(τ + 1) [a sin θ cos λ − a′(1 + ξ) sin θ′ cos λ′]2 + (τ + q)[· · · ]2 + τ [· · · ]2
(2.162)
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Poniendo a′(1 + ξ) = b y ∆(a, b) para el segundo factor de (2.162) y,
utilizando las nuevas notaciones, se obtiene

∆ = (1 + ζ)∆(a, b) = ∆(a+ aζ, a′ + a′ζ ′) = ∆(ζ, ζ ′)
∆(a, a′) = ∆[0, 0] = ∆0

Ahora, el potencial Ω expresado en términos de la nueva variable ξ queda

Ω = GD(1 + ζ)2

∫ 1

0

ρ′ da′
∫

σ′

a′2(1 + ξ)2
(
1 + ∂(a′ξ)

∂a′

)
dσ′

∆(a, b)

= GD(1 + ζ)2

∫ 1

0

ρ′ da′
∫

σ′

(
1 +

∂(a′ξ)

∂a′

)
b2 dσ′

∆(a, b)

(2.163)

Para desarrollar en serie de potencias la integral de superficie relacionada
aqúı, se tendrá en cuenta que [58]

∫

σ′

b2 dσ′

∆(a, b)
=

∞∑

n=0

a′n

n!

{
∂n

∂bn

∫

σ′

b2ξn dσ′

∆(a, b)

}

b=a′

ya que b = a′ + a′ξ, y que

∫

σ′

b2 ∂(a′ξ)
∂a′

∆(a, b)
dσ′ =

∞∑

n=0

a′2

n!

{
∂n

∂bn

∫

σ′

b2ξn ∂(a′ξ)
∂a′

∆(a, b)
dσ′

}

b=a′

Es
a′nξn

n!

∂(a′ξ)

∂a′
=

1

(n+ 1)!

∂(a′ξ)n+1

∂a′

y, por lo tanto, la superficie integral en (2.163) es

J =

∫

σ′

a′2 dσ′

∆(a, a′)
+

∞∑

n=1

1

n!

∂

∂a′

{
∂n−1

∂bn−1

∫

σ′

a′nξnb2 dσ′

∆(a, b)

}

b=a′

Sustituyendo la variable ζ ′ otra vez, esta expresión toma la forma

J =

∫

σ′

a′2 dσ′

∆(a, a′)
+

1

1 + ζ

∫

σ′

a′3(ζ ′ − ζ)dσ′

∆(a, a′)
+

+
∞∑

n=2

1

(1 + ζ)n

1

n!

∂

∂a′

{
∂n−1

∂bn−1

∫

σ′

a′n(ζ ′ − ζ)nb2 dσ′

∆(a, b)

}

b=a′
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Aśı, (2.163) se transforma en la ecuación

Ω = GD(1 + ζ)2

∫ 1

0

ρ′ da′
∫

σ′

a′2 dσ′

∆(a, a′)
+

+GD(1 + ζ)

∫ 1

0

ρ′ da′
∂

∂a′

∫

σ′

a′3(ζ ′ − ζ)dσ′

∆(a, a′)
+

+GD
∞∑

n=2

(1 + ζ)2−n

n!

∫ 1

0

ρ′ da′
∂

∂a′

{
∂n−1

∂bn−1

∫

σ′

a′n(ζ ′ − ζ)nb2 dσ′

∆(a, b)

}

b=a′

(2.164)
y poniendo

Ω = Ω0 + Ω1 + Ω2 + · · · (2.165)

los términos de esta serie vienen dados por las expresiones

Ω0 = GD

∫ 1

0

a′2 ρ′ da′
∫

σ′

dσ′

∆(a, a′)

Ω1 = 2ζΩ0 +GD

∫ 1

0

ρ′ da′
∂

∂a′

∫

σ′

a′3(ζ ′ − ζ)dσ′

∆(a, a′)

Ω2 = ζ2Ω0 + ζGD

∫ 1

0

ρ′ da′
∂

∂a′

∫

σ′

a′3(ζ ′ − ζ)dσ′

∆(a, a′)
+

+
GD

2

∫ 1

0

ρ′ da′
∂

∂a′

{
∂

∂b

∫

σ′

a′2(ζ ′ − ζ)2b2 dσ′

∆(a, b)

}

b=a′

(2.166)

Los valores de estos términos en el centro del elipsoide (a = 0) son

Ω0 = GD

∫ 1

0

ρ′ a′2 da′
∫

σ′

dσ′

∆(0, a′)

Ω1 = GD

∫ 1

0

ρ′ da′
∂

∂a′

∫

σ′

a′3 ζ ′dσ′

∆(0, a′)

(2.167)

Para n > 2 es Ωn(0) = 0.

Liapounov demostró que (2.165) es una serie absolutamente y uniforme-
mente convergente si se satisfacen las condiciones (2.159) y si

l + g < 1 (2.168)
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El primer término en (2.165), Ω0, es el potencial de un elipsoide E en el
que los elipsoides Ea son superficies de la misma densidad.

Bajo las condiciones (2.159) y (2.168), la expresión Ω′−Ω̂
∆

, también se puede
desarrollar en una serie de potencias que converja absolutamente y uniforme-
mente. Es importante recalcar que, en todos estos desarrollos, no se tiene por
qué suponer que, tanto ζ como δ sean infinitamente pequeñas.

2.4.2. Ecuación integral de Liapounov

El desarrollo de la teoŕıa de Liapounov está basado en la solución de la
ecuación integral

ξ − ν

∫

Σ

ξ′ dσ′

∆
= Ξ (2.169)

donde ξ es función de dos coordenadas esféricas, θ y λ, y Ξ es una función
continua dada de estas variables. Supongamos que Ξ depende únicamente de
θ y λ. ∆ es la distancia entre los puntos M(θ, λ) y M ′(θ′, λ′) del elipsoide E
y la integración se efectua sobre la esfera unidad Σ. Sustituyendo en (2.162)
ζ = ζ ′ = 0 y a = a′ = 1 se obtiene

∆2 = (τ + 1)[sin θ cosλ − sin θ′ cos λ′]2+
+(τ + q)[sin θ sinλ − sin θ′ sinλ′]2 + τ [cos θ − cos θ′]2

(2.170)

Para resolver la ecuación no homogénea lineal-integral (2.169) se tiene que
utilizar la ecuación homogénea de Liouville [41].

Si la función Ξ es continua, ξ también lo será. Ahora, la ecuación (2.169)
tendrá solución si la función cumple ciertas condiciones. Para obtener estas
condiciones se multiplica (2.169) por Yn,s dσ y se integra el producto sobre la
esfera unidad. Entonces, se obtiene

∫
ξ Yn,s dσ − ν

∫
Yn,s dσ

∫
ξ′ dσ′

∆
=

∫
ΞYn,s dσ

Cambiando el orden de integración en el segundo término se tiene

−ν
∫
ξ′ dσ′

∫
Yn,s dσ

∆
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Como la expresión (2.170) es simétrica respecto de las variables

−ν
∫
ξ′
Y ′

n,s

νn,s
dσ′ = − ν

νn,s

∫
ξ Yn,s dσ

con

νn,s =
2n+ 1

4π

1

RS
(2.171)

De ah́ı que
νn,s − ν

νn,s

∫
ξ Yn,s dσ =

∫
ΞYn,s dσ

De (2.171) y

R̄S =

√
τ

γn,s

∫
[Pn,s(µ̄) cos sλ]2

τ + µ̄2
dσ (2.172)

con

γn,s =

∫
[Pn,s(µ̄) cos sλ]2 dσ

se obtiene que la expresión

Tn,s =
νn,s − ν

νn,s

(2.173)

depende de τ . Entonces, se tiene que

Tn,s = 0 si ν = νn,s (2.174)

esto es sólo para determinados valores de τ . Los elipsoides que correspon-
den a estos valores son los elipsoides de bifurcación. Para los elipsoides de
MacLaurin están las condiciones

T1,0 = 0 , ν1,0 = ν (2.175)

y

Tp,2k = 0 , Tp,2k−1 = 0 (2.176)

Para los elipsoides de Jacobi se requieren otros grupos de condiciones.
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Ahora, teniendo en cuenta (2.173) y la ecuación precedente, es fácil ver
que la función Ξ debe satisfacer las condiciones

∫
ΞYn,s dσ = 0 (2.177)

para todos los valores n y s que cumplan las ecuaciones (2.174). Se cumple
siempre que ∫

ΞY1,0 dσ = 0 (2.178)

Ahora, se supone que Ξ se puede desarrollar en series de Laplace

Ξ =
∑

An,s Yn,s (2.179)

que converjan absolutamente y uniformemente. Entonces, es

An,s =
1

γn,s

∫
ΞYn,s dσ (2.180)

con

γn,s =

∫
Y 2

n,s dσ (2.181)

ya que las funciones Yn,s son ortogonales. Una solución particular de (2.169)
es

ξ =
∑ An,s

Tn,s
Yn,s (2.182)

donde el sumatorio se extiende a todos los valores de n y s, excepto para
aquellos para los que Tn,s = 0. Sustituyendo (2.179) y (2.182) en la ecuación
(2.169) se obtiene

∑(
An,s

Tn,s
Yn,s −

ν An,s

Tn,s

∫
y′n,s dσ

′

∆

)
=
∑

An,s Yn,s

o
∑ An,s

Tn,s
Yn,s

(
1 − ν

νn,s

)
=
∑

An,s Yn,s

Donde esta expresión es una identidad y no una ecuación.
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Aśı, la solución general puede obtenerse sumando los términos que corres-
ponden a las condiciones Tm,r = 0 a la solución particular (2.182). Entonces

ξ =
∑ An,s

Tn,s
Yn,s +

∑
am,r Ym,r (2.183)

donde am,r son constantes arbitrarias, no excediendo de tres. La expresión
(2.183) es una solución general. Esto queda probado por el hecho de que
una función continua (ξ) está completamente determinada si están dados los
valores de todas las integrales

∫
ξ Yn,s dσ. Estas integrales, o bien están de-

terminadas por los coeficientes An,s o bien se pueden calcular si suponemos
que las constantes am,r tienen unos valores definidos. La función (2.182) tiene
un valor finito. Liapounov también probó que si Ξ está sujeta a condiciones
similares a (2.159) por ζ, la función ξ también satisfará las mismas condi-
ciones.

Representando las coordenadas de un punto de la superficie libre por

x =
√
τ + ζ + 1 sin θ cosλ

y =
√
τ + ζ + 1 sin θ sin λ

z =
√
τ + ζ cos θ

en lugar de (2.152) y suponiendo que ζ se puede desarrollar en series
∑
ζi,

Liapounov obtuvo ecuaciones integrales de la forma (2.169) para las funciones
ζi. La ecuación integral de Liapounov (2.169) también ha estado investigada
por Crudeli [23]. Pudo demostrar que se puede reducir a una ecuación de
Fredholm de segunda clase teniendo un núcleo finito. Crudeli es el único
investigador que llamó figuras de equilibrio a las soluciones de esta ecuación
de Liapounov.

2.4.3. Transformación de la ecuación fundamental

Escribiendo las ecuaciones de una superficie de nivelFa de forma paramétri-
ca podemos obtener pequeños valores de la función ζ(a, θ, λ) si suponemos
que la estratificación en una figura de equilibrio difiere poco de la forma elip-
soidal. No obstante, en cada caso, la función puede ser expresada en términos
de las coordenadas x, y, z, es decir,

ζ(a, θ, λ) = ζ∗(x, y, z)

Entonces, por (2.152), la ecuación de las superficies de nivel es

x2

τ + 1
+

y2

ζ + q
+
z2

τ
= a2(1 + ζ∗)2 (2.184)
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y la superficie libre vendrá por

x2

τ + 1
+

y2

ζ + q
+
z2

τ
= (1 + ζ̄∗)2 (2.185)

donde ζ̄∗ es el valor de ζ en esta superficie y a = 1.

Como la densidad es una función del parámetro a y ρ = f(P ), la presión
P también se puede expresar en términos de este parámetro, P = P (a). Por
lo tanto, en la ecuación (2.4) el miembro de la derecha es una función de a
y la ecuación de las superficies de nivel que se deriva de las ecuaciones del
movimiento del ĺıquido es

Ω +
ω2(x2 + y2)

2
= funcion(a) (2.186)

El potencial Ω se puede desarrollar en series (2.165). Aśı, el miembro de
la izquierda de (2.186) se convierte en una función de ζ. Ésta es ahora la
ecuación fundamental a partir de la que se puede encontrar la función ζ.
Dando la ley de densidades en la forma (2.151), una transformación

Ω = Ψ + δΦ (2.187)

introducirá dos nuevas expresiones, Ψ y Φ, que pueden ser obtenidas de Ω.
Para obtener estas funciones, los factores 1 o ϕ(a′), se han de tomar de (2.157)
en lugar de ρ′. Entonces, si se desarrolla la función Ψ o Φ en series

Ψ =
∞∑

i=0

Ψi , Φ =
∞∑

i=0

Φi (2.188)

las funciones Ψ y Φ están determinadas por la fórmula (2.166) donde, obvia-
mente, ρ′ se puede poner igual a 1 o a ϕ(a′). El primer término Ψ0, representa
el potencial de un elipsoide homogéneo E. Ahora, en la segunda ecuación de
(2.166), si ρ′ = 1 la integración respecto de a′ da

Ψ1 = 2ζ Ψ0 +D

∫

σ′

ζ̄ ′ − ζ

∆(a, 1)
dσ′ (2.189)

Para un estudio más pormenorizado nos restringiremos a un elipsoide de
revolución. Sea M(x, y, z) un punto del elipsoide Ea

x = a
√
τ + 1 sin θ cos λ , y = a

√
τ + 1 sin θ sinλ

z = a
√
τ cos θ , D = (τ + 1)

√
τ

(2.190)
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La variable l en (2.31) puede ser expresada en términos de τ si se toman
los ejes a

√
τ + 1 y a

√
τ utilizados en (2.190). Entonces l = 1√

τ
. Escribiendo

ahora la constante en (2.19) de la forma

2πGD arctan

(
1√
τ

)

y utilizando las ecuaciones (2.32), (2.33) y (2.184) la función Ψ0 viene dada
por

Ψ0 = 2πD

[
arctan

(
1√
τ

)
− 1

2
a2(τ + 1) sin2 θ

(
arctan

(
1√
τ

)
−

√
τ

τ + 1

)
−

− a2 τ cos2 θ

(
1√
τ
− arctan

(
1√
τ

))]

(2.191)
Poniendo ahora

C =
1

2

∫ ∞

τ

dt

(t+ 1)
√
t

= arctan

(
1√
τ

)
(2.192)

La integral

J =

∫
dσ′

∆(a, 1)

representa el potencial de una capa del elipsoide E en el punto interior M .
Es igual a su valor en el centro de E donde ∆(a, 1) = ∆(0, 1). En el caso de
un elipsoide, por la fórmula (2.162), se tiene

∆(0, 1) =
√
τ + sin2 θ′

Poniendo cos θ = µ̄ se obtiene

∫
dσ′

∆(0, 1)
=

∫ π

0

∫ 2π

0

sin θ′ dθ′ dλ′√
τ + sin2 θ′

= 2π

∫ 1

−1

dµ̄′
√
τ + 1 − µ̄′2

= 4π arcsin

(
1

τ + 1

)

Como

arcsin

(
1

τ + 1

)
= arctan

(
1

τ

)

y de (2.192) J = 4πC es

Ψ1 = (2Ψ0 − 4πCGD) ζ +GD

∫
ζ̄ ′ dσ′

∆(a, 1)
(2.193)
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A partir de (2.187) y (2.188) podemos escribir la ecuación (2.186) en la
forma

Ψ0 + Ψ1 +
ω2(x2 + y2)

2
= G funcion(a) − δΦ −

∞∑

i=2

Ψi (2.194)

Como E es una figura de equilibrio, la condición

Ψ0 +
ω2(x2

a + y2
a)

2
= ha

se tiene que cumplir en cada superficie Ea, siendo la suma entre paréntesis
la ráız de la distancia de un punto en Ea desde el eje de rotación y ha es
un número no variable en esta superficie. No obstante, depende de a. La
expresión de ha puede determinarse a partir de (2.191) poniendo θ = 0.

ha = 2πGD

[
arctan

(
1√
τ

)
− a2

(√
τ − τ arctan

(
1√
τ

))]

Si

R =
√
τ − τ arctan

(
1√
τ

)
(2.195)

se obtiene
ha = 2πGD(C − a2R) (2.196)

De (2.190) se obtiene

x2
a + y2

a = a2(τ + 1) sin2 θ

La condición para la superficie Ea toma la forma

Ψ0 +
1

2
ω2 a2(τ + 1) sin2 θ = 2πGD(C − a2R) (2.197)

La expresión determinada por esta ecuación para Ψ0 y Ψ1 de (2.193) se
puede sustituir en (2.194) y, reagrupando los términos, queda

−4πGDa2Rζ +GD

∫
ζ̄ ′ dσ′

∆(a, 1)
= 2πGD(a2R− C)−

−1

2
ω2 a2(τ + 1) sin2 θ ζ2 −

∞∑

i=2

Ψi − δΦ +G funcion(a)

(2.198)
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Esta ecuación es del tipo

GR ζ − G

4πa2

∫
ζ̄ ′ dσ′

∆(a, 1)
= W +GP (a) (2.199)

Para a 6= 0 se puede escribir

W =
ω2

8πD
(τ + 1) sin2 θ ζ2 +

G

4πa2D

{
∞∑

i=2

ΨiΨ2(0) + [Φ −Φ(0)] δ

}
(2.200)

P (a) = − G

4πa2D

{
G funcion(a) + 2πGD(a2R − C)− Ψ2(0) − Φ(0)δ

}

(2.201)
Los términos Ψ2(0) = Ψ2|a=0 y Φ(0) = Φ|a=0 no dependen de θ ni de λ. La
función W depende de ζ2 y de términos de orden más elevado.

Teniendo en cuenta todas las expresiones para W , Ψi y Φ se puede ver que
la ecuación (2.199) pertenece a la clase de ecuaciones integro-diferenciales. La
ecuación fundamental (2.186) se puede escribir de la forma (2.199) para las
figuras de equilibrio que satisfagan las condiciones mencionadas más arriba.

La solución de esta ecuación ζ es una función de dos variables, a y θ, ya que
está escrita para un elipsoide de revolución, y de un parámetro δ. Liapounov
también resolvió el caso general para ζ = ζ(a, θ, λ). Hay una segunda función
desconocida en la ecuación (2.199) denotada por funcion(a). No obstante,
es posible determinarla ya que se tiene la segunda condición (2.156).

Ahora es posible resolver el problema, si se supone que la función ζ se
puede desarrollar en series

ζ =
∞∑

i=1

ζi δ
i (2.202)

donde se ha omitido el término δ0 para eliminar el caso de un ĺıquido ho-
mogéneo.

Si

W =
∞∑

i=1

Wi δ
i (2.203)

la ecuación mantiene el conjunto de condiciones

GR ζi −
G

4πa2

∫
ζ̄1

′
dσ′

∆(a, 1)
= Wi + Pi (2.204)

para los coeficientes ζi.
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Además de estas ecuaciones, si se sustituye (2.202) en (2.156) obtenemos
las condiciones

∫
ζ1 dσ = 0 ,

∫
ζ2 dσ = −

∫
ζ2
1 dσ

∫
ζ3 dσ = −2

∫
ζ1 ζ2 dσ − 1

3

∫
ζ3
1 dσ , · · · ,

∫
ζi dσ = Ni

(2.205)

dondeNi depende de ζ1, ζ2,· · · , ζi−1. Para eliminar las funciones Pi en (2.204),
se multiplica esta función por dσ y se integra sobre la esfera unitaria Σ.
Entonces

GRNi −
G

4πa2

∫
ζ̄i

′
dσ′
∫

dσ

∆(a, 1)
=

∫
Wi dσ + 4πPi (2.206)

En la superficie integral J1, el denominador ∆(a, 1) es la distancia de un
punto en Ea a algún punto en E.

Si, ζ = ζ ′ = 0 en (2.154), (2.155) y (2.157), la última ecuación represen-
tará el potencial de una capa homogénea entre las superficies Ea y Ea+da

en un punto de E. La densidad de esta capa es la unidad y se obtiene la
expresión

a2 daD(τ )

∫
dσ

∆(a, 1)
= a2D(τ ) da J1

Cambiando las notaciones en la expresión para el potencial de un elipsoide
homogéneo en el punto esterior M(x, y, z) se obtiene este potencial en la
forma

Ue = GπD(τ )

∫ ∞

ε

(
a2 − x2

t+ 1
− y2

t+ q
− z2

t

)
dt

D(t)
(2.207)

donde ε es una ráız positiva de la ecuación

x2

t+ 1
+

y2

t+ q
+
z2

t
= a2 (2.208)

que corresponde al elipsoide confocal Ea que pasa a través de M . Ahora el
potencial de la capa que se acaba de considerar será

∆Ue = 2GπD(τ ) a da

∫ ∞

ε

dt

D(t)
−GπD(τ )

(
a2 − x2

ε+ 1
− y2

ε+ q
− z2

ε

)
dε

D(ε)
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ya que Ue y ε son funciones del parámetro a. La expresión entre paréntesis
desaparece a causa de (2.208) y, comparando, se obtienen dos expresiones
para el potencial de la capa

J1 =

∫
dσ

∆(a, 1)
=

2π

a

∫ ∞

ε

dt

D(t)
(2.209)

Para un elipsoide de revolución (q = 1), (2.209) puede expresarse en térmi-
nos de funciones elementales.

J1 =
4π

a
arctan

(
1√
ε

)
(2.210)

donde ε es una ráız positiva de la ecuación

τ + 1

t+ 1
sin2 θ′ +

τ

t
cos2 θ′ = a2 (2.211)

Eliminando Pi por (2.204), (2.206) y (2.209) se obtiene

GRζi −
G

4πa2

∫
ζ̄ ′i

(
1

∆(a, 1)
− 1

2a

∫ ∞

ε

dt

D(t)

)
dσ′ = Wi −

1
4π

∫
Wi dσ +

1
4π

GRNi

(2.212)
El miembro derecho de esta ecuación depende de las funciones ζ1, · · · , ζi−1.
Si se determinan estas funciones, la expresión (2.212) se puede utilizar para
encontrar la siguiente función ζi.

Poniendo ahora a = 1 en (2.212) y denotando por una barra el correspon-
diente valor de la función de este parámetro (ζ̄i), se tiene

GR ζ̄i −
G

4π

∫
ζ̄i dσ

′

∆(1, 1)
= Wi + Cte (2.213)

Esta es una ecuación integral del tipo (2.169) y para resolverla se utilizará el
método de Liapounov. Para los elipsoides de Jacobi la expresión Wi depen-
derá de los ángulos θ y λ, pero aqúı se va a considerar sólo un elipsoide de
revolución. La fórmula (2.200) muestra que Wi es función de θ. Los últimos
dos términos en (2.212) se mantienen constantes. Si ahora una función ζ̄i
se determina por (2.213), la correspondiente función ζi podrá ser calculada
directamente por (2.212). Aśı, la solución de la ecuación integro-diferencial
(2.199) se reduce a la solución de un conjunto infinito de ecuaciones integrales
(2.213). Los términos de las series (2.202) se pueden calcular sucesivamente
a partir de este conjunto. El cálculo efectivo de los primeros términos en caso
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de un ĺıquido heterogéneo requirió, no obstante, unos centenares de páginas
en la mencionada memoria de Liapounov. La importancia de la aportación
de este método radica en la posibilidad de utilizar la aproximación deseada.
Ya que el análisis de Poincaré estaba restringido únicamente a la primera
aproximación.

Estas pocas fórmulas muestran la extrema complejidad de la teoŕıa de
Liapounov. Fue aplicada por Liapounov en su memoria para el caso de un
ĺıquido homogéneo y, con ello, fue confirmada una vez más la existencia de
figuras de equilibrio que difieren poco de un elipsoide.

La última conclusión de la teoŕıa es como sigue (Liapounov [57] p. 436): en
todos los casos (determinados por las condiciones indicadas anteriormente)
la superficie de una figura de equilibrio viene determinada por la ecuación de
la forma

X2

τ + 1
+

Y 2

τ + q
+
Z2

τ
= 1 +

∞∑

j=1

Φj(X,Y )αj (2.214)

donde Φj es una función polinómica de X e Y de grado (m − 2)j + 2. Es
una función par de Z y una función par o impar de X cuando el producto
m · j es par o impar respectivamente. Respecto a α en esta ecuación, es el
parámetro en términos del cual se podŕıa expresar la función ζ. En las inves-
tigaciones referentes a los fluidos homogéneos, Liapounov utilizó la expresión

α =
√∫

ζ2 dζ y también el segundo parámetro η =
ω2−ω2

0

2G

El hecho probado por Liapounov respecto a que Φj son todos pares en Z
conlleva inmediatamente la simetŕıa de cada figura de equilibrio respecto al
plano ecuatorial.

La importancia del último resultado de la teoŕıa de Liapounov es evidente.
La ecuación (2.214) representa la solución más general conocida del problema
de las figuras de equilibrio.

Por otra parte, de acuerdo con la teoŕıa clásica de las superficies de figuras
de equilibrio, para una masa fluida homogénea aislada con rotación uniforme,
las superficies equipotenciales coinciden con las isobáricas y las isoṕıcnicas.
Una familia de estas superficies se puede describir mediante la ecuación

r = Ra[1 + ζ(a, θ, λ)] (2.215)
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donde (r, θ, λ) son las coordenadas esféricas, R un factor de escala y a un
parámetro con a ∈ [0, 1].

Según Liapounov [56], supongamos que los volúmenes en el interior de la
superficie (2.215) y el volumen de la esfera de radio r = Ra son iguales.
Entonces

ζ =

∞∑

n=1

qn ζn(a, θ, λ) (2.216)

con

q =
ω2R3

GM
=

3ω2

4πGρ

siendo G la constante de gravitación universal, M la masa del fluido, ρ la
densidad y ~ω la velocidad angular.

Teniendo en cuenta estas premisas, Liapounov [56] probó la existencia del
radio de convergencia universal q∗:
Para todos los cuerpos con densidad ρ(a) positiva y decreciente del centro a
la superficie, la serie (2.216) converge si |q| < q∗.

También diseñó un algoritmo para la determinación del valor q∗ [56]. Dicho
algoritmo es demasiado complicado para efectuar los cálculos sin la ayuda
del ordenador.

Kholshevnikov y Elkin [45] con la ayuda del ordenador y del cálculo simbóli-
co han obtenido este valor q∗ = 0′000370916.

Además

1. Kholshevnikov y Elkin [45] han probado que el radio de convergencia
de la serie de Liapounov para figuras homogéneas de equilibrio coincide
con q0 = 0′336998559 y que la serie (2.216) converge absolutamente
hasta q = q0 y representan elipsoides de MacLaurin con excentricidad
e = e(q) ≤ e(q0) = e0 = 0′929955685.

2. Kholshevnikov ha efectuado una demostración de la convergencia de
la serie (2.216) utilizando funciones de variable compleja y el cálculo
numérico [45] y otra demostración utilizando funciones de variable real
y sin emplear el cálculo numérico [46].
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3. Kholshevnikov y Kurdubov [47] han demostrado que el radio de con-
vergencia de la serie de Liapounov para cualquier θ es igual a q∗

a3 y que
la serie (2.216) converge absolutamente para a = 1, q = q∗ y ∀θ.

2.5. Método de Kopal

Finlay [30] desarrolla una teoŕıa de primer orden en las amplitudes fj(a)

a partir de r = a

{
1 +

∞∑

j=0

fj(a)Pj(cos θ)

}
. Kopal [50], [51] extiende los

desarrollos de Finlay hasta órdenes más elevados. El método seguido por
Kopal se expone a continuación.

2.5.1. Superficies equipotenciales

Se toman como punto de partida las ecuaciones generales del movimiento
hidrodinámico en su forma Euleriana

ρ
d~v

dt
= ρ∇Ψ −∇P + ∇~Υ (2.217)

donde ρ denota la densidad de un punto interior de la respectiva configu-
ración; P , la correspondiente presión; y Ψ = Ω + V ′, el potencial que surge
del potencial autogravitatorio (Ω) y del potencial perturbador (V ′) debido a
la rotación o a mareas; ~v denota el vector velocidad de desplazamiento en el
cuerpo fluido en consideración; ~Υ, el tensor de tensión debido a las fuerzas
disipativas de cualquier fuente (viscosidad, radiación, ...), y d

dt
= ∂

∂t
+ ~v · ∇,

la derivada Lagrangiana respecto del tiempo.

En configuraciones de equilibrio correspondientes a una rotación ŕıgida del
sistema, la velocidad del fluido, ~v, se anula y también lo hace ~Υ. Por ello la
ecuación (2.217) se reduce a

∇P = ρ∇Ψ

o, en su forma escalar

∂P

∂x
= ρ

∂Ψ

∂x
,
∂P

∂y
= ρ

∂Ψ

∂y
,
∂P

∂z
= ρ

∂Ψ

∂z
(2.218)
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Derivando la primera ecuación de (2.218) respecto de las variables y y z,
la segunda ecuación de (2.218) respecto de las variables x y z y la tercera
ecuación de (2.218) respecto de las variables x e y; igualando las derivadas
parciales cruzadas y simplificando, se obtiene la ecuación

∂ρ
∂x
∂Ψ
∂x

=

∂ρ
∂y

∂Ψ
∂y

=
∂ρ
∂z
∂Ψ
∂z

(2.219)

A partir de esta última ecuación se deduce que las superficies equipoten-
ciales coinciden con las superficies de densidad constante. Bajo estas circuns-
tancias, las ecuaciones (2.219) se pueden escribir

dP = ρ dΨ (2.220)

con lo que también se deduce que las superficies equipotenciales coinciden
con las isobáricas.

Por lo tanto, la presión y la densidad se podrán expresar, únicamente,
como funciones de Ψ: P = P (Ψ); ρ = ρ(Ψ).

Para la determinación de las superficies equipotenciales se precisa, además
de la ecuación (2.220), la ecuación de Poisson y una ecuación de estado que
relacione la presión con la densidad, P = P (ρ).

Sea M un punto arbitrario interior a esta configuración de coordenadas

x = r sin θ cos λ , y = r sin θ sinλ , z = r cos θ (2.221)

que efectua su atracción a la capa comprendida entre r = r0 y r = r1. Sea
M ′(r′, θ′, λ′) un punto arbitrario de esa capa. Entonces, el potencial interior
U en M será

U = G

∫ r1

r0

dm′

∆
(2.222)

donde G denota la constante de gravitación universal; dm′, el elemento de
masa dm′ = ρ dx′dy′dz′ = ρ r′2 sin θ′ dr′dθ′dλ′; y del triángulo formado por
OMM ′, aplicando el teorema del coseno, se deduce que

∆2 = r2 + r′2 − 2rr′ cos γ (2.223)

con
cos γ = cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ cos(λ − λ′) (2.224)
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Además, el potencial exterior V tiene la forma

V = G

∫ r0

0

dm′

∆
(2.225)

con lo que el potencial autogravitatorio será Ω = U + V .

Para determinar, tanto el potencial interior como el exterior, se desarrolla
∆−1 en términos de los polinomios de Legendre, Pn(cos γ),

1

∆
=





1

r

∞∑

n=0

(
r′

r

)n

Pn(cos γ) si r′ < r

1

r′

∞∑

n=0

( r
r′

)n

Pn(cos γ) si r′ > r

(2.226)

sustituyendo estos desarrollos en las ecuaciones (2.222) y (2.225), se obtiene

U =

∞∑

n=0

rnUn (2.227)

V =
∞∑

n=0

r−n−1Vn (2.228)

donde

Un = G

∫ r1

r0

∫ π

0

∫ 2π

0

ρ r′1−nPn(cos γ) sin θ′ dλ′dθ′dr′ (2.229)

Vn = G

∫ r0

0

∫ π

0

∫ 2π

0

ρ r′n+2Pn(cos γ) sin θ′ dλ′dθ′dr′ (2.230)

Sea

r′ = r(a, θ′, λ′) (2.231)

la ecuación paramétrica de una superficie equipotencial de densidad y presión
constantes. Las superficies equipotenciales pueden expresarse como función
de un único parámetro a (p.e. el radio medio de la superficie) y, puesto que
estas superficies coinciden con las isobáricas y las isoṕıcnicas, éstas también
serán funciones únicamente del parámetro a: P = P (a) y ρ = ρ(a).
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La ecuación (2.231) define las coordenadas de Clairaut y, para expresar el
potencial en función de éstas, se debe calcular el Jacobiano de dicha trans-
formación:

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂r′

∂a
∂θ′

∂a
∂λ′

∂a

∂r′

∂θ′
∂θ′

∂θ′
∂λ′

∂θ′

∂r′

∂λ′
∂θ′

∂λ′
∂λ′

∂λ′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
∂r′

∂a
(2.232)

Por lo tanto, el elemento de masa en coordenadas de Clairaut viene expre-
sado por

dm′ = ρ r′2
∂r′

∂a
sin θ′ dadθ′dλ′ (2.233)

con lo que los términos de los potenciales interior y exterior se expresarán
por las ecuaciones

Un =
G

2 − n

∫ a1

a0

ρ
∂

∂a

{∫ π

0

∫ 2π

0

r′2−nPn(cos γ) sin θ′ dλ′dθ′
}
da si n 6= 2

(2.234)

U2 = G

∫ a1

a0

ρ
∂

∂a

{∫ π

0

∫ 2π

0

log r′ P2(cos γ) sin θ′ dλ′dθ′
}
da (2.235)

Vn =
G

n+ 3

∫ a0

0

ρ
∂

∂a

{∫ π

0

∫ 2π

0

r′n+3Pn(cos γ) sin θ′ dλ′dθ′
}
da ∀n

(2.236)
donde a1 es la primera ráız de la ecuación ρ(a) = 0.

Para n = 0 se tiene:

U0 = 4πG

∫ a1

a0

ρ a da (2.237)

V0 = G

∫ a0

0

dm′ = Gm(a0) (2.238)

donde m(a0) denota la masa interior a la superficie r = r(a0, θ
′, λ′).

Por otra parte, la superficie equipotencial de parámetro a se puede expresar
mediante el desarrollo en serie

r′ = a

{
1 +

∞∑

j=0

fj(a)Pj(cos θ
′)

}
(2.239)

donde los Pj(cos θ
′) son los polinomios de Legendre.
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Por el teorema de adición de los armónicos esféricos en forma real

Pn(cos γ) =
4π

2n + 1

n∑

m=−n

Yn,m(θ, λ)Yn,m(θ′, λ′)

y de la ortonormalidad de los armónicos esféricos en forma real

∫ 2π

0

∫ π

0

Yn,m(θ, λ)Yr,s(θ, λ) sin θ dθdλ = δn,r δm,s

(δi,j = delta de Kronecker )

se obtiene

∫ 2π

0

∫ π

0

Pn(cos γ)Yr,m(θ′, λ′) sin θ′ dθ′dλ′ =
4π

2n+ 1
Yn,m(θ, λ) δn,r

y como

Pr(cos θ
′) =

√
4π

2r + 1
Yr,0(θ

′, λ′)

entonces

∫ 2π

0

∫ π

0

Pn(cos γ)Pr(cos θ
′) sin θ′ dθ′dλ′ =

4π

2n + 1
Pn(cos θ) δn,r (2.240)

De (2.227), (2.228), (2.239) y (2.240), U y V se pueden reescribir de la
forma

U = 4πG
∞∑

j=0

Ej(a)

2j + 1
rj Pj(cos θ) (2.241)

V = 4πG
∞∑

j=0

Fj(a)

2j + 1
r−j−1 Pj(cos θ) (2.242)

donde Ej(a) y Fj(a) representan funciones únicamente del parámetro a.

El potencial total, Ψ, formado por el potencial autogravitatorio (Ω) y por
el potencial perturbador (V ′), satisface la ecuación de Poisson

∇2Ψ + 4πGρ = 2ω2 (2.243)

donde ~ω es la velocidad angular del sistema.



78 Manuel Forner Gumbau

En las configuraciones donde no existe rotación, el potencial perturbador
(V ′) representa una solución de la ecuación de Laplace ∇2V ′ = 0, que tiene
la forma siguiente

V ′ =
∑

j

{
cj r

j + dj r
−j−1

}
Pj(cos θ)

siendo cj y dj constantes arbitrarias. Los valores de las constantes dependen
de la naturaleza de las fuerzas perturbadoras.

En el caso de un potencial perturbador debido a la rotación uniforme con
velocidad angular constante alrededor del eje z, cuya dirección en el espacio
se ha definido previamente, V ′ verifica la ecuación

∇2V ′ = 2ω2 (2.244)

y su solución es

V ′ =
1

2
ω2 r2 sin2 θ =

1

3
ω2 r2 (1 − P2(cos θ)) (2.245)

Con lo cual, el potencial total (Ψ) debido al potencial autogravitatorio (Ω)
y al potencial centŕıfugo (V ′) se desarrollará de la forma

Ψ(r, θ, λ) = 4πG
∞∑

j=0

rj Ej(a) + r−j−1 Fj(a)

2j + 1
Pj(cos θ)+

+
1

3
ω2 r2(1 − P2(cos θ))

(2.246)

válida para cualquier grado de exactitud. Por lo tanto, para una superficie
equipotencial determinada por el radiovector r′,

Ψ(r′, θ, λ) = 4πG
∞∑

j=0

r′j Ej(a) + r′−j−1 Fj(a)

2j + 1
Pj(cos θ)+

+
1

3
ω2 r′2(1 − P2(cos θ))

(2.247)
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Por otra parte, teniendo en cuenta (2.239),

1

3
ω2 r′2(1 − P2(cos θ)) =

1

3
ω2 a2(1 − f2(a))−

−1

3
ω2

{
1 − 2f2(a) +

6

7
f2

2 (a)

}
r′2 P2(cos θ)+

+
ω2

a2

{
2

3
f4(a) −

18

35
f2

2 (a)

}
r′4 P4(cos θ) + · · ·

(2.248)
Las anteriores expresiones, para pequeños valores de ω2, se pueden considerar
como cantidades de primer orden. Este desarrollo del potencial centŕıfugo
(V ′) es correcto hasta términos de tercer orden.

Supongamos ahora que se desarrolla el miembro derecho de la ecuación
(2.247) en series de Neumann de la forma

Ψ(r′, θ, λ) =

∞∑

j=0

αj(a)Pj(cos θ) (2.249)

con los coeficientes definidos por

αj(a) =
2j + 1

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

Ψ(r′, θ, λ)Pj(cos θ) sin θ dθdλ (2.250)

Si ahora, en concordancia con (2.221), el potencial total (Ψ) permanece
constante en una superficie como la dada por la ecuación (2.239), se sigue que
todos los términos del miembro derecho de la ecuación (2.249), factorizados
por Pj(cos θ) para j > 0, se anulan necesariamente, es decir,

αj(a) = 0 si j > 0 (2.251)

2.5.2. Perturbación debida a la rotación

El propósito de la presente sección es establecer la forma expĺıcita de
las amplitudes fj(a) en el desarrollo (2.239) para la forma de una superficie
equipotencial de una configuración de rotación perturbada por una fuerza
centŕıfuga. Si esta rotación se efectua alrededor de un eje z fijado en el espacio,
es evidente (debido a la simetŕıa) que este desarrollo sólo contiene términos
de Pj(cos θ) de orden par. Además, si la amplitud f2(a), término principal
de la ecuación (2.239), representa una cantidad de primer orden; f4(a) es del
mismo orden que f2

2 (a) o de segundo orden; f6(a) de tercer orden, ...
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Sea

r′ = a {1 + f0 + f2P2(cos θ) + f4P4(cos θ) + f6P6(cos θ) + · · · } = a {1 + Σ}
(2.252)

desarrollada hasta cantidades en tercer orden.

Por otra parte

r′2−n = a2−n

{
1 − (n− 2)Σ +

1

2
(n− 1)(n − 2)Σ2−

−1

6
n(n− 1)(n− 2)Σ3 + · · ·

} si n 6= 2

(2.253)

log r′ = log a+ Σ − 1

2
Σ2 +

1

3
Σ3 − · · · si n = 2 (2.254)

r′n+3 = an+3

{
1 + (n+ 3)Σ +

1

2
(n+ 3)(n + 2)Σ2+

+
1

6
(n+ 3)(n + 2)(n+ 1)Σ3 + · · ·

} ∀n (2.255)

Ahora, para desarrollar como combinación lineal de polinomios de Legendre
las potencias y los productos cruzados de polinomios de Legendre que se
obtienen de las diferentes potencias de Σ en las ecuaciones (2.253), (2.254) y
(2.255), se utilizará la fórmula de Adams y Newmann (1878) [60]

PmPn =
m∑

j=0

Am−jAjAn−j

Am+n−j

2m+ 2n+ 1 − 4j

2m+ 2n+ 1 − 2j
Pm+n−2j si m ≤ n (2.256)

donde A0 = 1 y, para j > 0,

Aj =

j∏

k=1

(2k − 1)

j!

De la ortogonalidad de los polinomios de Legendre se tiene que

∫ 1

−1

PmPn d(cos θ) =





0 si m 6= n

2

2n+ 1
si m = n

(2.257)
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Sustituyendo las ecuaciones que van desde (2.252) hasta (2.257) en las
ecuaciones (2.234), (2.235) y (2.236); y teniendo en cuenta (2.240), se ob-
tienen las expresiones siguientes

(2n+ 1)Un = 4πGEn(a)Pn(cos θ) (2.258)

(2n+ 1)Vn = 4πGFn(a)Pn(cos θ) (2.259)

Sea

F0 =
1

2π

∫ a

0

ρ
∂

∂a

{∫ 2π

0

∫ π

0

r′3 sin θ dθdλ

}
da =

=

∫ a

0

ρ
∂

∂a

{
a3

[
1

3
+ (1 + f0)(f0 +

1

5
f2

2 ) +
2

105
f3

2 + · · ·
]}

da

(2.260)
que representa la masa de esta configuración interior a a. Como la masa es
independiente de la perturbación, entonces

(1 + f0)(f0 +
1

5
f2

2 ) +
2

105
f3

2 + · · · = 0 (2.261)

con lo que

f0 = −1

5
f2

2 − 2

105
f3

2 − · · · (2.262)

que es correcta para cantidades de tercer orden.

Con todo esto se pueden escribir expĺıcitamente los coeficientes

E0 =

∫ a1

a

ρ
∂

∂a

{
a2

[
1

2
− 1

10
f2

2 − 2

105
f3

2

]}
da (2.263)

E2 =

∫ a1

a

ρ
∂

∂a

{
f2 −

1

7
f2

2 +
12

35
f3

2 − 2

7
f2f4

}
da (2.264)

E4 =

∫ a1

a

ρ
∂

∂a

{
1

a2

[
f4 −

27

35
f2

2 +
216

385
f3

2 − 60

77
f2f4

]}
da (2.265)

E6 =

∫ a1

a

ρ
∂

∂a

{
1

a4

[
f6 +

90

77
f3

2 − 25

11
f2f4

]}
da (2.266)

F0 =

∫ a

0

ρ a2 da (2.267)

F2 =

∫ a

0

ρ
∂

∂a

{
a5

[
f2 +

4

7
f2

2 +
2

35
f3

2 +
8

7
f2f4

]}
da (2.268)
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F4 =

∫ a

0

ρ
∂

∂a

{
a7

[
f4 +

54

35
f2

2 +
108

77
f3

2 +
120

77
f2f4

]}
da (2.269)

F6 =

∫ a

0

ρ
∂

∂a

{
a9

[
f6 +

24

11
f3

2 +
40

11
f2f4

]}
da (2.270)

A continuación, se establecerán de forma expĺıcita las ecuaciones (2.251)
para j = 2, 4, 6

a2E2

5

{
1 +

4

7
f2 +

4

7
f4 +

1

35
f2

2

}
+

8

63
a4f2E4+

−F0

a

{
f2 −

2

7
f2

2 +
29

35
f3

2 − 4

7
f2f4

}
+

+
F2

5a3

{
1 − 6

7
f2 −

6

7
f4 +

111

35
f2

2

}
− 10

63

f2

a5
F4 =

=
ω2a2

12πG

{
1 − 10

7
f2 −

9

35
f2

2 +
4

7
f4

}

(2.271)

a2E2

5

{
36

35
f2 +

40

77
f4 +

108

385
f2

2

}
+
a4E4

9

{
1 +

80

77
f2

}
+

−F0

a

{
f4 −

18

35
f2

2 +
108

385
f3

2 − 40

77
f2f4

}
+

− F2

5a3

{
54

35
f2 +

60

77
f4 −

648

385
f2

2

}
+
F4

9a5

{
1 − 100

77
f2

}
=

=
ω2a2

6πG

{
18

35
f2 −

57

77
f4 −

9

77
f2

2

}

(2.272)

a2E2

5

{
10

11
f4 +

18

77
f2

2

}
+

20

99
a4f2E4 +

1

13
a6E6+

−F0

a

{
f6 +

18

77
f3

2 − 10

11
f2f4

}
− 3

11

F2

a3

{
f4 −

36

35
f2

2

}
+

−25

99

f2F4

a5
+

F6

13a7
=

=
ω2a2

6πG

{
5

11
f4 +

9

77
f2

2

}

(2.273)
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La ecuación (2.271), en cantidades de primer orden, se reduce a

a2E2

5
+
F2

5a3
− f2F0

a
=

ω2a2

12πG
(2.274)

y las ecuaciones (2.271) y (2.272), en cantidades de segundo orden

a2E2

5
+

F2

5a3

{
1 − 10

7
f2

}
− f2F0

a

{
1 − 6

7
f2

}
=

ω2a2

12πG
{1 − 2f2} (2.275)

a4E4

9
+
F4

9a5
− 18

35

f2F2

a3
− F0

a

{
f4 −

54

35
f2

2

}
= 0 (2.276)

Sustituyendo las ecuaciones (2.275) y (2.276) en las ecuaciones (2.271),
(2.272) y (2.273), estas últimas se pueden reescribir de la forma siguiente

a2E2

5
+
F2

5a3
− f2F0

a
= −F0

a

{
6

7
f2

2 − 748

245
f3

2 +
16

7
f2f4

}
+

+
F2

5a3

{
10

7
f2 −

338

49
f2

2 +
10

7
f4

}
+

+
2f2

7a5
F4 +

a2

3

ω2

4πG

{
1 − 2f2 +

6

7
f2

2

}

(2.277)

a4E4

9
+
F4

9a5
− f4F0

a
= −F0

a

{
54

35
f2

2 − 1890

2695
f3

2 +
160

77
f2f4

}
+

+
F2

5a3

{
18

7
f2 −

2988

539
f2

2 +
100

77
f4

}
+

+
20f2

77a5
F4 −

ω2a2

4πG

{
2

3
f4 −

18

35
f2

2

}

(2.278)

a6E6

13
+

F6

13a7
− f6F0

a
=

F0

a

{
216

77
f3

2 − 40

11
f2f4

}
+

+
F2

a3

{
5

11
f4 −

90

77
f2

2

}
+

5f2

11a5
F4

(2.279)

Las anteriores ecuaciones, de la (2.277) a la (2.279), contienen las ampli-
tudes desconocidas fj. Para sacarlas de la integral, se multiplican las ecua-
ciones (2.277) a (2.279) por aj (j = 2, 4, 6), respectivamente, con objeto de
mantener constantes los coeficientes de Ej del miembro izquierdo. A contin-
uación se deriva respecto de a.
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Las derivadas de Ej y Fj son iguales a los integrandos del miembro derecho
de las ecuaciones (2.263) a (2.270); sin embargo, como (a diferencia de Fj) la
variable independiente a se da en el ĺımite inferior de las integrales definidas
para Ej, las derivadas de Ej son iguales a los integrandos en el miembro
derecho de (2.262) a (2.266), tomados con signo negativo.

Si, a continuación, se eliminan los términos Fn para n 6= j multiplicados por
pequeñas cantidades, con ayuda de las ecuaciones (2.274) a (2.276), válidas
para los órdenes más bajos, es posible expresar las ecuaciones Fj para j =
2, 4, 6 de la forma

F2(a) = a2F0

{
3f2 − af ′

2 +
12

7
f2

2 − 4

7
f2(af

′
2) +

2

7
(af ′

2)
2+

−102

35
f3

2 − 2

7
f2

2 (af ′
2) −

4

7
f2(af

′
2)

2 − 8

35
(af ′

2)
3+

+
52

7
f2f4 −

4

7
a(f2f

′
4 + f4f

′
2) +

4

7
a2f ′

2f
′
4

}
+

+
2

3

ω2a5

4πG

{
af ′

2 +
4

7
f2(af

′
2) −

2

7
(af ′

2)
2

}

(2.280)

F4(a) = a4F0

{
5f4 − af ′

4 +
108

35
f2

2 − 72

35
f2(af

′
2) +

18

35
(af ′

2)
2+

+
972

385
f3

2 − 612

385
f2

2 (af ′
2) +

324

385
f2(af

′
2)

2 − 108

385
(af ′

2)
3+

+
520

77
f2f4 −

80

77
a(f2f

′
4 + f4f

′
2) +

40

77
a2f ′

2f
′
4

}
+

+2
ω2a7

4πG

{
−2

3
f4 +

1

3
af ′

4 +
18

35
f2

2 +
24

35
f2(af

′
2)

2 − 6

35
(af ′

2)
2

}

(2.281)

F6 = a6F0

{
7f6 − af ′

6 +
270

77
f3

2 − 18

7
f2

2 (af ′
2)+

+
90

77
f2(af

′
2)

2 − 18

77
(af ′

2)
3 +

130

11
f2f4+

−30

11
a(f2f

′
4 + f4f

′
2) +

10

11
a2f ′

2f
′
4

}

(2.282)
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En las anteriores ecuaciones el śımbolo prima indica la derivada primera
respecto de a. Éstas son correctas hasta los términos de tercer orden.

Como último paso del análisis se derivan, una vez más con respecto a a,
las anteriores ecuaciones (2.280) a (2.282) y se sustituyen los valores de F ′

j(a)
dados por (2.267) a (2.270). Los resultados muestran que las amplitudes fj(a)
para j = 2, 4, 6, debeŕıan satisfacer las siguientes ecuaciones diferenciales de
segundo orden

a2f ′′
2 + 6D(af ′

2 + f2) − 6f2 =
2
7
{2η2(η2 + 9) − 9Dη2(η2 + 2)}f2

2 +

− 4
35
{(

7η3
2 + 33η2

2 + 180η2 + 66
)
+

+3D
(
2η3

2 − 15η2
2 − 27η2 + 5

)}
f3
2+

+
4
7
{2(η2η4 + 15η2 + 8η4)−

−3D(3η2η4 + 3η2 + 3η4 − 7)} f2f4+

+
3ω2

πGρ
(1 − D)

{
f2 + af ′

2 +
6
7

f2(af ′
2) +

3
7

(af ′
2)

2

}
+

+
1
6

(
3ω2

πGρ

)2

(1 − D)(η2 + 1)f2

(2.283)

a2f ′′
4 + 6D(af ′

4 + f4) − 20f4 =
18
35
{
2η2(η2 + 2) − 3D(3η2

2 + 6η2 + 7)
}

f2
2+

+
36
385

{2(3 − η2)(1 − 5η2)+

−3D
(
3η3

2 + 9η2
2 + 12η2 + 4)

)}
f3
2+

+
40
77

{2η2η4 + 23η2 + 9η4 − 9D(η2η4 + η4)}f2f4+

+
3ω2

πGρ
(1 − D)

{
f4 + af ′

4 +
9
35
[
7f2

2 + 6f2(af ′
2) + 3(af ′

2)
2
]}

(2.284)
a2f ′′

6 + 6D(af ′
6 + f6) − 42f6 =

=
18
77
{
4(3 − η2)(η2 + 2) − 3D(η3

2 + 3η2
2 + 15η2 + 5)

}
f3
2+

+
10
11

{2(η2η4 + 6η2 − η4) − 3D(3η2η4 + 3η2 + 3η4 + 11)} f2f4

(2.285)
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equivalentes a (2.271), (2.272) y (2.273), donde

ηj =
a

fj

∂fj

∂a
(2.286)

ρ̄ =
3

a3

∫ a

0

ρ a2 da , D =
ρ

ρ̄
(2.287)

Las condiciones de frontera necesarias para una completa especificación
de las soluciones particulares de las ecuaciones anteriores, que representan
las amplitudes fj(a) del desarrollo (2.252), vienen determinadas en parte
respecto al centro y en parte en la frontera de nuestra configuración. Como
en el centro todas las fj(a) tienen que ser un mı́nimo, la condición necesaria
para que esto sea aśı es que para a = 0

f ′
j = 0 , ∀ j = 2, 4, 6, · · · (2.288)

Por otra parte, en el ĺımite a = a1 todos los Ej(a1) son iguales a cero y,
para j > 0, los Fj(a) continuan siendo los determinados por las ecuaciones
(2.280), (2.281) y (2.282). Además por (2.267), para j = 0, 4πF0(a1) = m1,
donde m1 representa la masa total de la configuración. Sustituyéndolas en
las ecuaciones (2.277), (2.278) y (2.279) se da que, para a = a1

2f2 + af ′
2 +

5
3

ω2a3
1

Gm1
=

2
3

ω2a3
1

Gm1

{
(η2 + 5)f2 −

1
7
(2η2

2 + 6η2 + 15)f2
2

}
+

+
2
35
{
5(η2

2 + 3η2 + 6)f2
2 − (4η3

2 + 30η2
2 + 60η2 + 76)f3

2+

+5(2η2η4 + 3η2 + 3η4 + 26)f2f4}
(2.289)

4f4 + af ′
4 =

2

3

ω2a3
1

Gm1

{
(η4 + 7)f4 −

9

35
(2η2

2 + 10η2 + 21)f2
2

}
+

+
18

35
(η2

2 + 5η2 + 6)f2
2 +

− 36

385
(3η3

2 + 18η2
2 + 44η2 + 54)f3

2 +

+
20

77
(2η2η4 + 5η4 + 26)f2f4

(2.290)

6f6 +af ′
6 = −18

77
(η2 +2)(η2

2 +6η2 +12)f3
2 +

5

11
(2η2η4 +7η4 +26)f2f4 (2.291)
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Tal y como se explica a continuación mediante sucesivas aproximaciones,
se pueden construir las soluciones particulares del sistema de ecuaciones di-
ferenciales (2.283) a (2.285) especificadas por las condiciones ĺımite (2.288)
y de (2.289) a (2.291).

Dentro del esquema de una aproximación de primer orden, (2.283) se re-
duce a

a2f ′′
2 + 6D(af ′

2 + f2) = 6f2 (2.292)

que para

D = 1 − κa2 · · · con κ =

∣∣∣∣
ρ′′(0)

5ρ(0)

∣∣∣∣ (2.293)

admite, en la proximidad del origen

f2 = k2

(
1 +

3

7
κa2 + · · ·

)
(2.294)

donde k2 es una constante arbitraria. Integrando la ecuación (2.292) desde
cero hasta a = a1

2f2 + af ′
2 +

5

3

ω2a3
1

Gm1
= 0 (2.295)

Esta ecuación puede ser usada para especificar el valor de
ω2a3

1

Gm1
, que corres-

ponde al valor incicialmente adoptado de k2.

A partir de la aproximación de primer orden de f2(a), se puede obtener
la segunda aproximación, que consiste en encontrar una solución para las
ecuaciones

a2f ′′
2 + 6D(af ′

2 + f2) − 6f2 =
2

7
{2τ2(τ2 + 9) − 9τ2(τ2 + 2)} f2

2 +

+
3ω2

πGρ
(1 −D)(η2 + 1)f2

(2.296)

a2f ′′
4 + 6D(af ′

4 + f4) − 20f4 =
18

35

{
2η2(η2 + 2) − 3D(3η2

2 + 6η2 + 7)
}
f2

2

(2.297)
sujetas a las condiciones de frontera que requieren que, en el centro,

f ′
2(0) = f ′

4(0) = 0 (2.298)
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mientras que en la superficie a = a1

2f2 + a1f
′
2 +

5

3

ω2a3
1

Gm1
=

1

7
(2η2

2 + 6η2 + 12)f2
2 +

+
2

3

ω2a3
1

Gm1
(η2 + 5)f2

2

(2.299)

4f4 + a1f
′
4 =

18

35
(η2

2 + 5η2 + 6)f2
2 (2.300)

Como la ecuación (2.296) es independiente de f4, una solución que satisfaga
(2.298) puede desarrollarse, cerca del origen, en series de potencias impares
de a. Si, además, se tiene en cuenta que

3ω2

πGρ
=
D
ρ
ρc

(
3ω2

πGρc

)
(2.301)

donde ρc = ρ(0)
ρ

ρc

= 1 − 5

2
κa2 + · · · (2.302)

se obtiene

f2 = k2

{
1 +

3

7
(1 + ν)κa2 +

3

14

(
1 − 11

5
ν

)
κ2 a4 − 4K2

147
κ2 a4 + · · ·

}

(2.303)
en la que

ν =
ω2

2πGρc
(2.304)

denota una constante.

Además, la estructura de la ecuación (2.297) para f4 permite ver que, cerca
del origen

f4 = k4a
2

{
1 +

18
55

κ a2 + · · ·
}

+
27
35

k2
2

{
1 − 8

99
k2 κ2 a4 +

156
385

k−1
2 (1 + ν)κ2 a4 + · · ·

}

(2.305)

El primer término de la ecuación anterior, cuyo factor es k4, representa la
solución particular de la ecuación homogénea dada por el primer miembro
de (2.297). Las constantes k4 y k2 se determinan a partir de las condiciones
dadas por las ecuaciones (2.299) y (2.300).
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Con una aproximación de segundo orden de f2(a) cerca del origen, como la
representada por la ecuación (2.303), se pueden calcular los miembros dere-
chos de las ecuaciones (2.296) y (2.297) con una aproximación de tercer orden
o mayor. En general, la estructura de las ecuaciones diferenciales (2.296) y
(2.297), que determinan los fj(a) hace evidente que, cerca del origen, la solu-
ción particular para cada fj variará como kja

j−2. Si se toma

f2(0) = k2 (2.306)

de (2.283) a (2.285) se deriva que, (para ηj(0) = 0)

f4(0) =
27

35
f2

2 (0) +
108

2695
f3

2 (0) + · · · =
27

35

{
k2

2 +
4

77
k3

2 + · · ·
}

(2.307)

f6(0) =
5

6
f2(0)f4(0) −

9

154
f3

2 (0) + · · · =
45

77
k3

2 + · · · (2.308)

y aśı sucesivamente. Las primeras derivadas de fj que no se anulan en el
origen, vienen dadas por

f ′′
2 (0) =

6

7
k2(1 + ν)κ (2.309)

y, para j > 2

f
(j−2)
j (0) = (j − 2)! kj , j = 4, 6, · · · (2.310)

Las constantes k2, k4, k6, ...constituyen un conjunto de autovalores de este
problema rotacional. Sus valores para cualquier valor dado de V = ω2

2πGρc
se

determinan a partir de las condiciones de frontera dadas por (2.289) a (2.291)
en a = a1. Además, como los miembros derechos de las ecuaciones (2.283) a
(2.285) para fj son funciones conocidas de f2, f4, ..., fj−2, su sistema tiende a
una solución por aproximaciones sucesivas: primero se resuelve (2.292) para
f2 en primer orden, a continuación (2.296) y (2.297) para f2 y f4 en segundo
orden y, finalmente, las tres para f2, f4 y f6 en tercer orden.

Los resultados establecidos en esta sección describen la forma expĺıcita de
las amplitudes fj(a) en el desarrollo (2.252) para la superficie equipotencial
de una configuración en rotación en términos de los polinomios de Legendre
de la forma Pj(cos θ).
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Caṕıtulo 3

Desarrollos en serie de los
productos de algunas funciones
especiales

3.1. Introducción

Los diversos tipos de funciones especiales se han convertido en herramien-
tas esenciales para los cient́ıficos y los ingenieros. El estudio de las funciones
especiales ha apoyado en gran manera el desarrollo de las matemáticas apli-
cadas, entre estas funciones se tienen [67], [79]: la función hipergeométrica
de Gauss, los polinomios de Legendre, las funciones asociadas de Legendre,
los armónicos esféricos, la función hipergeométrica generalizada, la función
hipergeométrica de Wright, las funciones de Appell, etcétera.

Las funciones hipergeométricas aparecen en una diversidad de aplicaciones
tales como [79], [55]: estad́ısticas, mecánica cuántica, ecuaciones funcionales,
vibración de placas, conducción de calor, elasticidad, radiación, etcétera.

En 1991 M. Dotsenko [26] consideró una generalización de la función hiper-
geométrica de Gauss denotada por 2R

τ
1(z), estableciendo además su repre-

sentación en serie e integral. Nina Virchenko en 1999 [89] estableció algunas
fórmulas de diferenciación y relaciones de recurrencia para la función 2R

τ
1(z),

en 2001 [91], junto con otros investigadores, obtuvieron una generalización
para la función Gamma (Γ) y además estableció una generalización de las
funciones asociadas de Legendre [90].

91
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En 2003 Leda Galué [33] consideró la función 2R
τ
1(z) para introducir un

conjunto de fórmulas de recurrencia y de diferenciación que permiten simpli-
ficar algunos cálculos complicados.

Más recientemente (2006 [15], 2007 [16], 2008 [17]) Jaime Castillo ha
obtenido algunos resultados que involucran a la función 2R

τ
1(z) y a la ge-

neralización de la función Gamma (Γ).

Por otra parte, en posteriores caṕıtulos del presente trabajo se precisa
obtener el producto de polinomios de Legendre como combinación lineal de
polinomios de Legendre y el producto de armónicos esféricos como combi-
nación lineal de armónicos esféricos para la determinación del potencial total
en la teoŕıa de las figuras de equilibrio y en la teoŕıa de los sistemas binarios
próximos, respectivamente.

A continuación se citan los autores que han elaborado los métodos para
llevar a cabo estos desarrollos:

1. Adams [3] (1878), para el desarrollo del producto de polinomios de
Legendre.

2. Bailey [9], [10] (1933), para el desarrollo del producto de funciones
asociadas de Legendre.

3. López [60] (1987), para el desarrollo del producto de armónicos esféricos
en forma real.

Seguidamente se procederá a la descripción de los métodos citados.

1. Adams [3] (1878) determinó el producto de polinomios de Legendre
como combinación lineal de ellos mediante la siguiente expresión:

PmPn =
m∑

j=0

Am−jAjAn−j

Am+n−j

2m+ 2n + 1 − 4j

2m+ 2n + 1 − 2j
Pm+n−2j si m ≤ n

donde A0 = 1 y, para j > 0,

Aj =

j∏

k=1

(2k − 1)

j!
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2. Bailey [9], [10] (1933) determinó el producto de funciones asociadas de
Legendre como combinación lineal de ellas mediante la expresión:

(x2 − 1)
m
2 Pn,mPq,m =

(n +m)!(q+m)!

2m(n −m)!(q −m)!

q+m∑

r=0

(
1
2
−m

)
r

(
1
2

)
n−r

(n+m− r)!
·

·

(
1
2

)
q−r

(n+ q − r)!

(q +m− r)!
· 2n+ 2q + 2m+ 1 − 4r

2n+ 2q + 2m+ 1 − 2r
·

·Pn+q+m−2r,m

donde
n ≥ q + 2m , q ≥ m

siendo
(x)r = x(x− 1) · · · (x− r + 1)

Como se observa, este trabajo no permite la obtención del producto
de dos funciones asociadas de Legendre cualesquiera como combinación
lineal de funciones asociadas de Legendre.

3. López [60] (1987) determinó, en primer lugar, el producto de dos fun-
ciones asociadas de Legendre cualesquiera, Pn,m y Pj,l, como combi-
nación lineal de Ps,m+l y de Ps,|m−l|; para después obtener el producto
de dos armónicos esféricos, Yn,m(θ, λ) y Yl,k(θ, λ) (0 ≤ k ≤ m), como
combinación lineal de Ys,m+k(θ, λ) y de Yr,m−k(θ, λ).

Sean n ≥ 0, l ≥ 0, 0 ≤ m ≤ n y 0 ≤ k ≤ l

Pn,m(x)Pl,k(x) =
n+l∑

s=m+k

as Ps,m+k(x)

Pn,m(x)Pl,k(x) =
n+l∑

r=|m−k|

br Pr,|m−k|(x)

Si k < m

Pn,m(x)Pl,k(x) =
(
1 − x2

)m−k
2

n+l∑

r=m−k

br
dm−kPr(x)

dxm−k
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Yn,m(θ, λ)Yl,k(θ, λ) =
n+l∑

s=m+k

Rn,m,l,k
s Ys,m+k(θ, λ)+

+
n+l∑

r=m−k

T n,m,l,k
r Yr,m−k(θ, λ)

donde

Rn,m,l,k
s =

1

2

Cn,mCl,k

Cs,m+k
an,m,l,k

s

T n,m,l,k
r =

1

2

Cn,mCl,k

Cr,m−k
bn,m,l,k
r

Como se puede observar, López [60], en este trabajo sólo utiliza armó-
nicos esféricos, Yn,m(θ, λ), para los que m > 0. Sin embargo, la técnica
utilizada para obtener los desarrollos es fácilmente generalizable.

Una alternativa al método utilizado por López [60] hubiese sido el valerse de
los Wigner 3j-symbol, que están relacionados con los coeficientes de Clebsch-
Gordan (El nombre de coeficientes de Clebsch-Gordan deriva de los matemá-
ticos alemanes Alfred Clebsch (1833-1872) y Paul Gordan (1837-1912)), para
confeccionar un código que obtuviera los desarrollos requeridos. No obstante,
se desechó la idea por considerarla una tarea demasiado laboriosa.

Aunque los métodos aqúı expuestos son de gran interés, no satisfacen los
objetivos de obtener unos desarrollos de los productos como combinaciones
lineales de los factores para cualquier sub́ındice. Con la elaboración de un
método alternativo a los anteriormente citados, se ha obtenido un proce-
dimiento cuya aplicación permite obtener dichos desarrollos para cualquier
sub́ındice y para cualquier función especial (polinomios de Legendre, fun-
ciones asociadas de Legendre o armónicos esféricos). Para llevar a cabo esto,
se procederá, en primer lugar, a sentar las bases sobre las cuales se diseñará el
método.

3.1.1. Coordenadas esféricas

El sistema de coordenadas esféricas utilizado en el presente trabajo viene
definido mediante las siguientes relaciones con el sistema de coordenadas
rectangulares
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donde |J | indica el valor absoluto del jacobiano de la transformación.

3.1.2. Derivada de orden n + m de un producto

Sean f(x) y g(x), dos funciones reales de variable real, derivables l-veces
[8]

dl

dxl
(f(x) · g(x)) =

l∑

j=0

(
l
j

)
f (l−j)(x) · g(j)(x) (3.1)

dn

dxn
xh =

h!

(h− n)!
xh−n (3.2)

con h, n ∈ N ∧ h ≥ n

De (3.1) y (3.2)

dl

dxl
[(x − 1)n (x + 1)n] =

l∑

j=0

l!
j!(l − j)!

· n!
(n − l + j)!

· n!
(n − j)!

(x−1)n−l+j(x+1)n−j (3.3)

con l, n ∈ N ∧ l ≤ n

Si en (3.3) sustituimos l por n+m, con m ≤ n, queda

dn+m

dxn+m
[(x − 1)n(x + 1)n] =

n+m∑

j=0

(n + m)!
j!(n + m − j)!

· n!
(j − m)!

· n!
(n − j)!

(x− 1)j−m(x + 1)n−j

(3.4)

La expresión (3.4) solo tiene sentido para j = 0, 1, 2, · · · , n porque el factor
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que tiene de denominador (n− j)! solo es válido si j ≤ n. Por lo tanto

dn+m

dxn+m
[(x − 1)n(x + 1)n] =

n∑

j=0

(n + m)!
j!(n + m − j)!

· n!
(j − m)!

· n!
(n − j)!

(x − 1)j−m(x + 1)n−j

(3.5)

Como (j−m)! solo tiene sentido para j ≥ m podemos reescribir la expresión
(3.5) de la forma siguiente:

dn+m

dxn+m
[(x − 1)n(x + 1)n] =

n−m∑

j=0

(n + m)!
j!(n − m − j)!

· n!
(m + j)!

· n!
(n − j)!

(x− 1)j(x + 1)n−m−j

(3.6)

Por otra parte

(x− 1)j =

j∑

k=0

(−1)k

(
j
k

)
xj−k k, j ∈ N ∧ k ≤ j

(x+ 1)n−j =

n−j∑

k=0

(−1)k

(
n− j
k

)
xn−j−k n, k, j ∈ N ∧ k ≤ n − j ∧ j ≤ n

(3.7)

(
n∑

j=1

aj

)(
m∑

j=1

bj

)
=

n∑

j=1

(
m∑

k=1

aj bk

)
(3.8)

De (3.7), (3.8)

(x− 1)j (x+ 1)n−j =

j∑

k=0

(
n−j∑

h=0

(−1)k

(
j
k

)(
n − j
h

)
xn−k−h

)
(3.9)
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Desarrollando el segundo miembro de (3.9) se obtiene que:

Coeficiente de x =

j∑

t=j−1

(−1)t

(
j
t

)(
n− j

n− t− 1

)

Coeficiente de x2 =

j∑

t=j−2

(−1)t

(
j
t

)(
n− j

n− t− 2

)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Coeficiente de xα =

j∑

t=j−α

(−1)t

(
j
t

)(
n− j

n− t− α

)

(3.10)

De (3.9), (3.10)

(x− 1)j (x+ 1)n−j =
n∑

α=0

{
j∑

t=β

(−1)t

(
j
t

)(
n− j

n− t− α

)}
xα (3.11)

con

β =

{
0 si j − α < 0

j − α si j − α ≥ 0
∧
(
p
q

)
= 0 si q > p

3.1.3. Polinomios de Legendre

Los polinomios de Legendre, Pn(x), son las funciones propias, que co-
rresponden a los valores propios, µn = n(n + 1) ∀ ∈ N ∪ {0}, del siguiente
problema [86], [103]:
Hallad los valores µ, para los cuales existen, en el segmento −1 ≤ x ≤ 1,
soluciones no triviales de la ecuación de Legendre

d

dx

[
(1 − x2)

dy

dx

]
+ µy = 0 , −1 < x < 1

acotadas para x = ±1 y que satisfagan a la condición de normalización
y(1) = 1.

Una forma de expresar estas soluciones es la conocida como fórmula de
Rodrigues

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn

[
(x2 − 1)n

]
(3.12)
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Por otra parte, los polinomios de Legendre de distintos órdenes son orto-
gonales entre si ∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x) dx = 0

y el cuadrado de su norma viene dado por

‖Pn(x)‖2 =
2

2n + 1
(3.13)

3.1.4. Sistemas de funciones ortogonales

Definición 1. Un sistema de funciones ortogonales {ϕn} se llama cerrado,
si no existe ninguna función continua, que no sea idénticamente nula, y que
sea ortogonal a todas las funciones del sistema dado.

Definición 2. Un sistema de funciones ortogonales {ϕn} se llama completo
en el intervalo ]a, b[, si cualquier función continua se puede aproximar en
media, con cualquier grado de exactitud, mediante una combinación lineal de
las funciones {ϕn}.

En otras palabras,

∀ε > 0 , ∃Sn = c1 ϕ1 + · · · + cn ϕn , /

∫ b

a

[f(x) − Sn]2 dx < ε

Para el sistema completo de funciones {ϕn}, tiene lugar la relación

∫ b

a

f2(x) dx =
∞∑

n=1

Nn f
2
n

donde fn son los coeficientes de Fourier de la función f(x)

(
fn =

1

Nn

∫ b

a

f(ξ)ϕn(ξ) dξ

)

y Nn es la norma al cuadrado de las funciones {ϕn}
(
Nn =

∫ b

a

ϕ2
n(ξ) dξ

)

Lema 1. La propiedad cerrada es una consecuencia de la plenitud
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La plenitud y, con ella, la propiedad cerrada del sistema de polinomios
ortogonales de Legendre {Pn(x)} es un corolario del teorema de Weierstrass
sobre la posibilidad de aproximar uniformemente una función continua me-
diante polinomios [86].

Teorema 3.1.1 (Weierstrass). ∀ f(x), función continua, dada en el inter-
valo ]a, b[ y ∀ ε > 0, ∃Qn(x), polinomio de grado n, / |f(x) −Qn(x)| < ε.

3.1.5. Funciones asociadas de Legendre

Las funciones asociadas de Legendre son las soluciones al problema de
hallar los valores propios y las funciones propias de la ecuación [86], [103]

d

dx

[
(1 − x2)

dy

dx

]
+

(
µ− m2

1 − x2

)
y = 0 , −1 < x < 1

con la condición de acotación

|y(±1)| <∞

Las funciones propias, que son solución del problema, se pueden expresar
como

Pn,m(x) = (1 − x2)
m
2
dm

d xm
Pn(x) (3.14)

con −1 ≤ x ≤ 1 ∧ n ∈ (N ∪ {0}) ∧ m ∈ Z ∧ |m| ≤ n.
Éstas se corresponden con los valores propios

λn = n(n+ 1) , n = 1, 2, · · ·

Es evidente que Pn,0(x) = Pn(x) y que Pn,m(x) 6= 0 para m ≤ n.

Por otra parte, las funciones asociadas de Legendre con n 6= k son ortogo-
nales entre si ∫ 1

−1

Pn,m(x)Pk,m(x) dx = 0

y el cuadrado de su norma viene dado por

‖Pn,m(x)‖2 =
2

2n + 1

(n+m)!

(n −m)!
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3.1.6. Armónicos esféricos

Los armónicos esféricos se definen como las soluciones acotadas que poseen
derivadas segundas continuas de la ecuación diferencial [6], [8], [94], [97]

1

cos θ

∂

∂θ

(
cos θ

∂Yn,m(θ, λ)

∂θ

)
+

1

cos2 θ

∂2Yn,m(θ, λ)

∂λ2
+ n(n+ 1)Yn,m(θ, λ) = 0

siendo θ y λ la parametrización de la esfera unidad:

x = cos θ cos λ

y = cos θ sinλ

z = sin θ

Las funciones propias que son solución del problema se pueden expresar:

1. en forma real

Yn,m(θ, λ) =





CR(n,m) cosmλPn,m(sin θ) si m ≥ 0

CR(n,m) sin |m|λPn,m(sin θ) si m < 0

CR(n,m) = η(m)

√
(2n+ 1)(n −m)!

ε(m)π (n +m)!

η(m) =





(−1)|m| si m < 0

1 si m ≥ 0

ε(m) =





4 si m = 0

2 si m 6= 0

donde
n ∈ (N ∪ {0}) ∧ m ∈ Z ∧ |m| ≤ n

2. en forma compleja

Yn,m(θ, λ) = CC(n,m) eim λ Pn,m(sin θ)

CC(n,m) =

√
(2n + 1)(n−m)!

4π(n+m)!

donde
n ∈ (N ∪ {0}) ∧ m ∈ Z ∧ |m| ≤ n
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3.2. Desarrollos en serie del producto de poli-

nomios de Legendre como combinación

lineal de polinomios de Legendre

3.2.1. Desarrollo en serie de potencias de los polinomios
de Legendre

De (3.3), (3.12)

Pn(x) =
(n!)2

2n

n∑

j=0

1

(j!(n− j)!)2 (x− 1)j (x+ 1)n−j (3.15)

De (3.15), (3.11)

Pn(x) =
(n!)2

2n

n∑

j=0

{
1

(j!(n− j)!)2

[
n∑

α=0

{
j∑

t=β

(−1)t

(
j
t

)(
n − j

n− t− α

)}
xα

]}

(3.16)
con

β =

{
0 si j − α < 0

j − α si j − α ≥ 0
∧
(
p
q

)
= 0 si q > p

La expresión (3.16) también puede escribirse

Pn(x) =

n∑

α=0

{
(n!)2

2n

n∑

j=0

[
1

(j!(n− j)!)2

{
j∑

t=β

(−1)t

(
j
t

)(
n− j

n− t− α

)}]}
xα

(3.17)

Asignando

SP1(α, n, j) =

j∑

t=β

(−1)t

(
j
t

)(
n− j

n − α − t

)

SP2(α, n) =
n∑

j=0

SP1(α, n, j)

(j!(n− j)!)2

la expresión (3.17) queda

Pn(x) =
(n!)2

2n

n∑

α=0

SP2(α, n)xα (3.18)
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3.2.2. Desarrollo en serie de potencias del producto de

dos polinomios de Legendre

Sea
(

n∑

α1=0

Dα1 x
α1

)(
m∑

α2=0

Eα2 x
α2

)
=

n+m∑

γ=0

(
l∑

u=δ

Du Eγ−u

)
xγ =

n+m∑

γ=0

Xγ x
γ

(3.19)
donde

δ =

{
0 si m− γ ≥ 0

|m− γ| si m− γ < 0

l =

{
γ si γ ≤ n
n si γ > n

n,m ∈ (N ∪ {0})

De (3.18)

Pn(x)Pm(x) =
(n!m!)2

2n+m

(
n∑

α1=0

SP2(α1, n)xα1

)(
m∑

α2=0

SP2(α2,m)xα2

)

(3.20)

De (3.19), (3.20)

Pn(x)Pm(x) =
(n!m!)2

2n+m

n+m∑

γ=0

{(
l∑

u=δ

SP2(u, n)SP2(γ − u,m)

)
xγ

}
(3.21)

donde

δ =

{
0 si m− γ ≥ 0

|m− γ| si m− γ < 0

l =

{
γ si γ ≤ n
n si γ > n

n,m ∈ (N ∪ {0})

Asignando

χP (γ, n,m) =
(n!m!)2

2n+m

l∑

u=δ

SP2(u, n)SP2(γ − u,m)
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queda

Pn(x)Pm(x) =
n+m∑

γ=0

χP (γ, n,m)xγ (3.22)

3.2.3. Cálculo de las integrales
∫ 1
−1 tm Pn(t) dt

Sea ∫ 1

−1

tm Pn(t) dt ; ∀n,m ∈ (N ∪ {0}) (3.23)

∫ 1

−1

tm Pn(t) dt =
∫ 1

−1

tm
1

2n n!
dn

dtn
[
(t2 − 1)n

]
dt =

1
2n n!

∫ 1

−1

tm
dn

dtn
[
(t2 − 1)n

]
dt =

=





U = tm dV = dn

dtn

[
(t2 − 1)n

]

dU = m tm−1 dt V = dn−1

dtn−1

[
(t2 − 1)n

]



 = − m

2n n!

∫ 1

−1

tm−1 dn−1

dtn−1

[
(t2 − 1)n

]
dt

(3.24)

De (3.24)

* Si m < n

∫ 1

−1

tm Pn(t) dt = (−1)m m!

2n n!

∫ 1

−1

dn−m

dtn−m

[
(t2 − 1)n

]
dt = 0 (3.25)

* Si m = n

∫ 1

−1

tm Pn(t) dt = (−1)n n!

2n n!

∫ 1

−1

(t2 − 1)n dt =
(−1)2n

2n

∫ 1

−1

(1 − t2)n dt =

=





t+ 1 = x

dt = dx



 = 2n

∫ 2

0

(
1 − x

2

)n (x
2

)n

dx =





x
2

= y

dx = 2 dy



 =

= 2n+1

∫ 1

0

(1 − y)n yn dy = 2n+1 β(n+ 1, n + 1) =
2n+1(n!)2

(2n+ 1)!
(3.26)

* Si m > n

∫ 1

−1

tm Pn(t) dt = (−1)m m(m− 1) · · · (m− n+ 1)

2n n!

∫ 1

−1

tm−n(t2 − 1)n (3.27)
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Por otra parte

∫ 1

−1

tm−n(t2 − 1)n = (−1)n

∫ 1

−1

tm−n(1 − t2)n =





t = sinx

dt = cos x dx



 =

= (−1)n

(∫ 0

−π
2

sinm−n x cos2n+1 x dx+

∫ π
2

0

sinm−n x cos2n+1 x dx

)
=

= (−1)m

∫ π
2

0

sinm−n x cos2n+1 x dx+ (−1)n

∫ π
2

0

sinm−n x cos2n+1 x dx =

=
(−1)m + (−1)n

2
β

(
m− n + 1

2
, n + 1

)
=

(−1)m + (−1)n

2

n! Γ
(

m−n+1
2

)

Γ
(

m+n+3
2

)

(3.28)

Γ

(
m+ n+ 3

2

)
=

(m+ n+ 1) (m+ n− 1) · · · (m− n+ 1)

2n+1
Γ

(
m− n+ 1

2

)

(3.29)

De (3.27), (3.28), (3.29)

∫ 1

−1

tm Pn(t) dt =
(
1 + (−1)m+n

) m! (m− n− 1)!!

(m+ n+ 1)!! (m− n)!
(3.30)

3.2.4. Integral del producto de tres polinomios de Le-
gendre

Sea

IL(n,m, r) =

∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)Pr(x) dx ; ∀n,m, r ∈ (N ∪ {0}) (3.31)

De (3.22), (3.25), (3.26), (3.30) y (3.31)

IL(n, m, r) = χP (r, n, m)
2r+1 (r!)2

(2r + 1)!
+

n+m∑

j=r+1

(
χP (j, n, m)

(
1 + (−1)j+r

) j! (j − r − 1)!!
(j + r + 1)!! (j − r)!

)

(3.32)
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3.2.5. Desarrollo del producto de dos polinomios de

Legendre como combinación lineal de polinomios
de Legendre

El problema a resolver en este apartado es encontrar un desarrollo, en serie
de polinomios de Legendre, del producto de polinomios de Legendre. Es decir,

Pn(x)Pr(x) =

∞∑

j=0

aj Pj(x) (3.33)

donde

aj =
1

‖Pj(x)‖2

∫ 1

−1

Pn(x)Pr(x)Pj(x) dx (3.34)

De (3.32), (3.33), (3.34)

Pn(x)Pr(x) =
n+r∑

j=|n−r|

2j + 1

2
IL(n, r, j)Pj(x) (3.35)

3.3. Desarrollos en serie del producto de fun-

ciones asociadas de Legendre como com-

binación lineal de funciones asociadas de

Legendre

3.3.1. Desarrollo en serie de potencias de las funciones

asociadas de Legendre

De (3.12), (3.14)

Pn,m(x) = (1 − x2)
m
2

1

2nn!

dn+m

d xn+m
(x2 − 1)n (3.36)

De (3.6), (3.11)

dn+m

dxn+m

(
x2 − 1

)n
= (n+m)!(n!)2·

n−m∑

j=0


 1

j!(n − m − j)!(m + j)!(n − j)!




n−m∑

α=0




j∑

t=β

(−1)t

(
j
t

)(
n − m − j

n − m − α− t

)
 xα






(3.37)
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La expresión (3.37) también puede escribirse como

dn+m

dxn+m

(
x2 − 1

)n
= (n+m)!(n!)2·

n−m∑

α=0




n−m∑

j=0


 1

j!(n − m − j)!(m + j)!(n − j)!




j∑

t=β

(−1)t

(
j
t

)(
n − m − j

n − m − α − t

)




 xα

(3.38)

De (3.36), (3.38)

Pn,m(x) =
(1 − x2)

m
2 (n+m)!n!

2n
·

n−m∑

α=0




n−m∑

j=0


 1

j!(n − m − j)!(m + j)!(n − j)!




j∑

t=β

(−1)t

(
j
t

)(
n − m − j

n − m − α − t

)




 xα

(3.39)

Asignando

S1(α, n,m, j) =

j∑

t=β

(−1)t

(
j
t

)(
n−m− j

n−m− α− t

)

S2(α, n,m) =
n−m∑

j=0

S1(α, n,m, j)

j!(n−m− j)!(m+ j)!(n− j)!

la expresión (3.39) queda

Pn,m(x) =
(1 − x2)

m
2 (n+m)!n!

2n

n−m∑

α=0

S2(α, n,m)xα (3.40)

3.3.2. Desarrollo en serie de potencias del producto de

tres funciones asociadas de Legendre

Producto de dos series

(
n−m∑

α1=0

Dα1 x
α1

)(
r−s∑

α2=0

Eα2 x
α2

)
=

n+r−m−s∑

γ=0

(
l∑

u=δ

Du Eγ−u

)
xγ =

n+r−m−s∑

γ=0

Xγ x
γ

(3.41)
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donde

δ =

{
0 si r − s− γ ≥ 0

|r − s− γ| si r − s− γ < 0

l =

{
γ si γ ≤ n−m

n−m si γ > n−m

n,m, r, s ∈ (N ∪ {0}) ∧ m ≤ n ∧ s ≤ r

Producto de tres series

(
n+r−m−s∑

γ=0

Xγ x
γ

)(
p−q∑

α3=0

Hα3 x
α3

)
=

n+r+p−m−s−q∑

γ1=0

(
l1∑

u1=δ1

Xu1 Hγ1−u1

)
xγ1

(3.42)
donde

δ1 =

{
0 si p− q − γ1 ≥ 0

|p − q − γ1| si p− q − γ1 < 0

l1 =

{
γ1 si γ1 ≤ n+ r −m− s

n+ r −m− s si γ1 > n+ r −m− s

Xγ =

l∑

u=δ

Du Eγ−u

n,m, r, s, p, q ∈ (N ∪ {0}) ∧ m ≤ n ∧ s ≤ r ∧ q ≤ p

De (3.40)

Pn,m(x) =
(1 − x2)

m
2 (n+m)!n!

2n

n−m∑

α1=0

S2(α1, n,m)xα1 (3.43)

Pr,s(x) =
(1 − x2)

s
2 (r + s)! r!

2r

r−s∑

α2=0

S2(α2, r, s)x
α2 (3.44)

Pp,q(x) =
(1 − x2)

q
2 (p+ q)! p!

2p

p−q∑

α3=0

S2(α3, p, q)x
α3 (3.45)
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De (3.43), (3.44), (3.45)

Pn,m(x)Pr,s(x)Pp,q(x) =
(1 − x2)

m+s+q
2 (n +m)!n! (r+ s)! r! (p + q)! p!

2n+r+p
·

(
n−m∑

α1=0

S2(α1, n,m)xα1

)(
r−s∑

α2=0

S2(α2, r, s)x
α2

)(
p−q∑

α3=0

S2(α3, p, q)x
α3

)

(3.46)

De (3.41), (3.42), (3.46)

Pn,m(x)Pr,s(x)Pp,q(x) =
(n +m)!n! (r+ s)! r! (p + q)! p!

2n+r+p
·

n+r+p−(m+s+q)∑

γ1=0

{(
l1∑

u1=δ1

χu1 S2(γ1 − u1, p, q)

)
(1 − x2)

m+s+q
2 xγ1

}
(3.47)

donde

δ1 =

{
0 si p − q − γ1 ≥ 0

|p − q − γ1| si p − q − γ1 < 0

l1 =

{
γ1 si γ1 ≤ n+ r −m− s

n + r −m− s si γ1 > n+ r −m− s

χu1 =
∑l

u=δ S2(u, n,m)S2(u1 − u, r, s)

δ =

{
0 si r − s− u1 ≥ 0

|r − s− u1| si r − s− u1 < 0

l =

{
u1 si u1 ≤ n−m

n−m si u1 > n−m

n,m, r, s, p, q ∈ (N ∪ {0}) ∧ m ≤ n ∧ s ≤ r ∧ q ≤ p

Asignando

χχ(γ1, n,m, r, s, p, q) =
l1∑

u1=δ1

χu1 S2(γ1 − u1, p, q)

Pn,m(x)Pr,s(x)Pp,q(x) =
(n +m)!n! (r+ s)! r! (p + q)! p!

2n+r+p
·
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n+r+p−(m+s+q)∑

γ1=0

{
χχ(γ1, n,m, r, s, p, q) (1− x2)

m+s+q
2 xγ1

}
(3.48)

Para m = s = q = 0, (3.48) expresa el producto de tres polinomios de
Legendre

Pn(x)Pr(x)Pp(x) =
(n!)2(r!)2(p!)2

2n+r+p

n+r+p∑

γ1=0

{χχ(γ1, n, 0, r, 0, p, 0)x
γ1} (3.49)

3.3.3. Integral del producto de tres funciones asociadas
de Legendre

Sea ∫ 1

−1

Pn,m(x)Pr,s(x)Pp,q(x) dx

donde
n,m, r, s, p, q ∈ (N ∪ {0}) ∧ m ≤ n ∧ s ≤ r ∧ q ≤ p

De (3.48)
∫ 1

−1

Pn,m(x)Pr,s(x)Pp,q(x) dx =
(n+m)!n! (r + s)! r! (p + q)! p!

2n+r+p
·

n+r+p−(m+s+q)∑

α=0

{
χχ(α, n,m, r, s, p, q)

∫ 1

−1

(1 − x2)
m+s+q

2 xα dx

}
(3.50)

Sea

I(α, z) =

∫ 1

−1

xα (1 − x2)
z
2 dx (3.51)

con α, z ∈ (N ∪ {0})

I(α, z) =

∫ 1

−1

xα (1 − x2)
z
2 dx =

∫ 0

−1

xα (1 − x2)
z
2 dx+

∫ 1

0

xα (1 − x2)
z
2 dx =

=

{
x = sin θ
dx = cos θ dθ

}
=

∫ 0

−π
2

sinα θ cosz+1 θ dθ +

∫ π
2

0

sinα θ cosz+1 θ dθ =

= ((−1)α + 1)

∫ π
2

0

sinα θ cosz+1 θ dθ =
(−1)α + 1

2
β

(
α+ 1

2
,
z

2
+ 1

)
=

=

{
α+1

2
> 0

z
2

+ 1 > 0

}
=

1 + (−1)α

2

Γ
(

α+1
2

)
Γ( z

2
+ 1)

Γ
(

α+1
2

+ z
2

+ 1
)
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Por lo tanto

I(α, z) =
1 + (−1)α

2

Γ
(

α+1
2

)
Γ( z

2
+ 1)

Γ
(

α+1
2

+ z
2

+ 1
) (3.52)

Por otro lado

Γ

(
α+ 1

2

)
=
α− 1

2
· · · 1

2
Γ

(
1

2

)
=

(α− 1)!! Γ
(

1
2

)

2
α
2

(3.53)

* Si z = 2̇
Γ
(z

2
+ 1
)

=
z

2
· · · 1 =

(z
2

)
! (3.54)

Γ

(
α+ 1

2
+
z

2
+ 1

)
=

(
α+ z + 1

2

)
· · · 1

2
Γ

(
1

2

)
=

(α + z + 1)!! Γ
(

1
2

)

2
α+z

2
+1

(3.55)

* Si z = 2̇ + 1

Γ
(z

2
+ 1
)

=
z

2
· · · 1

2
Γ

(
1

2

)
=
z!! Γ

(
1
2

)

2
z+1
2

(3.56)

Γ

(
α+ 1

2
+
z

2
+ 1

)
=

(
α+ z + 1

2

)
· · · 1 =

(α+ z + 1)!!

2
α+z+1

2

(3.57)

En resumen, de (3.52), (3.53), (3.54), (3.55), (3.56), (3.57)

I(α, z) =





1+(−1)α

2

(α−1)!!( z
2)! 2

z
2+1

(α+z+1)!!
si z = 2̇

1+(−1)α

2
(α−1)! z!! π
(α+z+1)!!

si z = 2̇ + 1

∀α ∈ (N ∪ {0})

(3.58)

De (3.50), (3.58)

∫ 1

−1

Pn,m(x)Pr,s(x)Pp,q(x) dx =

=
(n + m)! n! (r + s)! r! (p + q)! p!

2n+r+p
·

n+r+p−(m+s+q)∑

α=0

{χχ(α, n, m, r, s, p, q) I(α, m + s + q)}

(3.59)
con

n,m, r, s, p, q ∈ (N ∪ {0}) ∧ m ≤ n ∧ s ≤ r ∧ q ≤ p
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En general

∫ 1

−1

Pn,m(x)Pr,s(x)Pp,q(x) dx = η(m) η(s) η(q)·

· (n + m)! n! (r + s)! r! (p + q)! p!
2n+r+p

·
n+r+p−(|m|+|s|+|q|)∑

α=0

{χχ(α, n, |m|, r, |s|, p, |q|) I(α, |m|+ |s|+ |q|)}

(3.60)
con

η(m) =





(−1)|m| si m < 0

1 si m ≥ 0

n,m, r ∈ (N ∪ {0}) ∧ m, s, q ∈ Z ∧ |m| ≤ n ∧ |s| ≤ r ∧ |q| ≤ p

Para el caso particular de m = s = q = 0 se obtiene

∫ 1

−1

Pn(x) Pr(x) Pp(x) dx =
(n!)2(r!)2(p!)2

2n+r+p

n+r+p∑

α=0

{
χχ(α, n, 0, r, 0, p,0)

1 + (−1)α

α + 1

}

(3.61)

3.3.4. Desarrollo del producto de dos funciones aso-

ciadas de Legendre como combinación lineal de

funciones asociadas de Legendre

Teorema 3.3.1 (Desarrollo de una función en serie de funciones aso-
ciadas de Legendre). Las funciones asociadas de Legendre Pn,m(x) cons-
tituyen una base ortogonal completa del espacio de funciones de cuadrado
integrable. Para una función f(x) de este espacio [6], [8]:

f(x) =
∞∑

i=0

i∑

j=−i

ai,j Pi,j(x) (3.62)

donde

ai,j =
1

‖Pi,j(x)‖2

∫ 1

−1

f(x)Pi,j(x) dx

Si las dos primeras derivadas de f(x) son continuas, la serie de (3.62) converge
absoluta y uniformemente .
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El problema a resolver en este apartado es encontrar un desarrollo, en serie
de funciones asociadas de Legendre, del producto de funciones asociadas de
Legendre. Es decir,

Pn,m(x)Pr,s(x) =
∞∑

p=0

p∑

q=−p

ap,q Pp,q(x)

con

ap,q =
1

‖Pp,q(x)‖2

∫ 1

−1

Pn,m(x)Pr,s(x)Pp,q(x) dx

Por otra parte, renombramos a (3.60) por

IFA(n,m, r, s, p, q) =

∫ 1

−1

Pn,m(x)Pr,s(x)Pp,q(x) dx

A continuación se analizará cómo se desarrolla el producto de dos funciones
asociadas de Legendre en serie de funciones asociadas de Legendre. Para ello
se estudiarán diversas posibilidades de desarrollo que existen.

Posibilidad 1 n, r,m, s ∈ (N ∪ {0}) ∧ m ≤ n ∧ s ≤ r

Pn,m(x)·Pr,s(x) =
(
1 − x2

)m+s
2 ·(Polinomio de grado n − m)·(Polinomio de grado r − s) =

=
(
1 − x2

)m+s
2 · (Polinomio de grado n + r − m − s)

Para un m + s fijo, {Pp,m+s(x)}∞p=m+s es una base ortogonal de L2. En
consecuencia,

Pm+s,m+s(x) = (1 − x2)
m+s

2 · (Polinomio de grado 0)

Pm+s+1,m+s(x) = (1 − x2)
m+s

2 · (Polinomio de grado 1)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Pn+r,m+s(x) = (1 − x2)
m+s

2 · (Polinomio de grado n+ r −m− s)
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Con lo que

Pn,m(x) · Pr,s(x) =
n+r∑

i=m+s

Ai · Pi,m+s(x) (3.63)

donde

Ai =
IFA(n,m, r, s, i,m+ s)

‖ Pi,m+s(x) ‖2

Por otro lado

Pn,m(x) · Pr,s(x) =
(
1 − x2

)m−s
2 ·

(
1 − x2

)s · (Polinomio de grado n + r − m − s) =

=
(
1 − x2

)m−s
2 · (Polinomio de grado n + r − m + s) si m > s

Pn,m(x) · Pr,s(x) =
(
1 − x2

) s−m
2 ·

(
1 − x2

)m · (Polinomio de grado n + r − m − s) =

=
(
1 − x2

) s−m
2 · (Polinomio de grado n + r + m − s) si s > m

Es decir,

Pn,m(x) · Pr,s(x) =
(
1 − x2

) |m−s|
2 · (Polinomio de grado n + r − |m− s|)

Para un |m− s| fijo, {Pp,|m−s|(x)}∞p=|m−s| es una base ortogonal de L2. En
consecuencia,

P|m−s|,|m−s|(x) = (1 − x2)
|m−s|

2 · (Polinomio de grado 0)

P|m−s|+1,|m−s|(x) = (1 − x2)
|m−s|

2 · (Polinomio de grado 1)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Pn+r,|m−s|(x) = (1 − x2)
|m−s|

2 · (Polinomio de grado n + r − |m− s|)

Con lo que

Pn,m(x) · Pr,s(x) =

n+r∑

j=|m−s|

Bj · Pj,|m−s|(x) (3.64)

donde

Bj =
IFA(n,m, r, s, j, |m− s|)

‖ Pj,|m−s|(x) ‖2
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Posibilidad 2 n, r,m ∈ (N ∪ {0}) ∧ s ∈ Z− ∧ m ≤ n ∧ |s| ≤ r

Sea s = −s1 ∧ s1 ∈ N

Pn,m(x) · Pr,s(x) = Pn,m(x) · Pr,−s1 (x) =

=
(
1 − x2

)m−s1
2 · (Polinomio de grado n+ r −m+ s1) =

=
(
1 − x2

)−m+s1
2 · (1 − x2)m · (Polinomio de grado n+ r −m+ s1) =

=
(
1 − x2

)−m+s1
2 · (Polinomio de grado n + r +m+ s1)

Para un −(m+s1) fijo, {Pp,−(m+s1)(x)}∞p=m+s1
es una base ortogonal de L2.

En consecuencia,

Pm+s1 ,−(m+s1)(x) = (1 − x2)
−m+s1

2 · (Polinomio de grado 2(m+ s1))

Pm+s1+1,−(m+s1)(x) = (1 − x2)
−m+s1

2 · (Polinomio de grado 2(m+ s1) + 1)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Pn+r,−(m+s1 )(x) = (1 − x2)
−m+s1

2 · (Polinomio de grado n+ r +m+ s1)

Con lo que

Pn,m(x) · Pr,−s1 (x) =
n+r∑

i=m+s1

Ai · Pi,−(m+s1)(x) (3.65)

Por lo tanto

Pn,m(x) · Pr,s(x) =
n+r∑

i=m−s

Ai · Pi,s−m(x) (3.66)

donde

Ai =
IFA(n,m, r, s, i, s−m)

‖ Pi,s−m(x) ‖2
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Por otro lado

Pn,m(x) · Pr,s(x) = Pn,m(x) · Pr,−s1(x) =

=
(
1 − x2

)m−s1
2 · (Polinomio de grado n + r −m+ s1) =

=
(
1 − x2

) s1−m
2 · (1 − x2)m−s1 · (Polinomio de grado n+ r −m+ s1) =

= (1 − x2)
s1−m

2 · (Polinomio de grado n+ r +m− s1) si m > s1

Análogamente

Pn,m(x) ·Pr,−s1(x) = (
1 − x2

)m−s1
2 · (Polinomio de grado n + r − m + s1) si m < s1

Es decir,

Pn,m(x) · Pr,−s1(x) =
(
1 − x2

)− |m−s1|
2 · (Polinomio de grado n + r + |m − s1|)

Para un −|m − s1| fijo, {Pp,−|m−s1 |(x)}∞p=|m−s1 | es una base ortogonal de

L2. En consecuencia,

P|m−s1 |,−|m−s1 |(x) = (1 − x2)
− |m−s1 |

2 · (Polinomio de grado 2|m− s1|)

P|m−s1 |+1,−|m−s1 |(x) = (1 − x2)
− |m−s1 |

2 · (Polinomio de grado 2|m− s1| + 1)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Pn+r,−|m−s1 |(x) = (1 − x2)
− |m−s1 |

2 · (Polinomio de grado n+ r + |m− s1|)

Con lo que

Pn,m(x) · Pr,−s1(x) =

n+r∑

j=|m−s1 |

Bj · Pj,−|m−s1 |(x) (3.67)
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Por lo tanto

Pn,m(x) · Pr,s(x) =
n+r∑

j=|m+s|

Bj · Pj,−|m+s|(x) (3.68)

donde

Bj =
IFA(n,m, r, s, j,−|m+ s|)

‖ Pj,−|m+s|(x) ‖2

Posibilidad 3 n, r, s ∈ (N ∪ {0}) ∧ m ∈ Z− ∧ |m| ≤ n ∧ s ≤ r

Sea m = −m1 ∧ m1 ∈ N

Pn,m(x) · Pr,s(x) = Pn,−m1 (x) · Pr,s(x) =

=
(
1 − x2

)s−m1
2 · (Polinomio de grado n+ r +m1 − s) =

=
(
1 − x2

)−m1+s
2 · (1 − x2)s · (Polinomio de grado n+ r +m1 − s) =

=
(
1 − x2

)−m1+s
2 · (Polinomio de grado n + r +m1 + s)

Para un −(m1 +s) fijo, {Pp,−(m1+s)(x)}∞p=m1+s es una base ortogonal de L2.
En consecuencia,

Pm1+s,−(m1+s)(x) = (1 − x2)
−m+s1

2 · (Polinomio de grado 2(m+ s1))

Pm+s1+1,−(m+s1)(x) = (1 − x2)
−m1+s

2 · (Polinomio de grado 2(m1 + s) + 1)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Pn+r,−(m1+s)(x) = (1 − x2)
−m1+s

2 · (Polinomio de grado n+ r +m1 + s)

Con lo que

Pn,−m1 (x) · Pr,s(x) =
n+r∑

i=m1+s

Ai · Pi,−(m1+s)(x) (3.69)
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Por lo tanto

Pn,m(x) · Pr,s(x) =
n+r∑

i=s−m

Ai · Pi,m−s(x) (3.70)

donde

Ai =
IFA(n,m, r, s, i,m− s)

‖ Pi,m−s(x) ‖2

Por otro lado

Pn,m(x)·Pr,s(x) = Pn,−m1(x)·Pr,s(x) =
(
1 − x2

) s−m1
2 ·(Polinomio de grado n + r + m1 − s) =

=
(
1 − x2

)m1−s

2 · (1 − x2)s−m1 · (Polinomio de grado n + r + m1 − s) =

= (
1 − x2

)m1−s

2 · (Polinomio de grado n + r − m1 + s) si s > m1

Análogamente

Pn,−m1(x) ·Pr,s(x) = (
1 − x2

) s−m1
2 · (Polinomio de grado n + r + m1 − s) si s < m1

Es decir,

Pn,−m1(x) · Pr,s(x) =
(
1 − x2

)− |s−m1|
2 · (Polinomio de grado n + r + |s − m1|)

Para un −|s − m1| fijo, {Pp,−|s−m1 |(x)}∞p=|s−m1 | es una base ortogonal de

L2. En consecuencia,

P|s−m1 |,−|s−m1 |(x) = (1 − x2)
− |s−m1 |

2 · (Polinomio de grado 2|s−m1|)

P|s−m1 |+1,−|s−m1 |(x) = (1 − x2)
− |s−m1 |

2 · (Polinomio de grado 2|s−m1| + 1)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Pn+r,−|s−m1 |(x) = (1 − x2)
− |s−m1 |

2 · (Polinomio de grado n+ r + |s−m1|)
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Con lo que

Pn,−m1 (x) · Pr,s(x) =
n+r∑

j=|s−m1 |

Bj · Pj,−|s−m1 |(x) (3.71)

Por lo tanto

Pn,m(x) · Pr,s(x) =

n+r∑

j=|m+s|

Bj · Pj,−|m+s|(x) (3.72)

donde

Bj =
IFA(n,m, r, s, j,−|m+ s|)

‖ Pj,−|m+s|(x) ‖2

Posibilidad 4 n, r ∈ (N ∪ {0}) ∧ m, s ∈ Z− ∧ |m| ≤ n ∧ |s| ≤ r

Sea m = −m1 ∧ s = −s1 ∧ m1, s1 ∈ N

Pn,m(x) · Pr,s(x) = Pn,−m1(x) · Pr,−s1(x) =
(
1 − x2

)−m1+s1
2 ·

· (Polinomio de grado n+ r +m1 + s1)

Para un −(m1 + s1) fijo, {Pp,−(m1+s1)(x)}∞p=m1+s1
es una base ortogonal de

L2. En consecuencia,

Pm1+s1 ,−(m1+s1)(x) = (1 − x2)
−m1+s1

2 · (Polinomio de grado 2(m1 + s1))

Pm1+s1+1,−(m1+s1)(x) = (1 − x2)
−m1+s1

2 · (Polinomio de grado 2(m1 + s1) + 1)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Pn+r,−(m1+s1)(x) = (1 − x2)
−m1+s1

2 · (Polinomio de grado n + r +m1 + s1)

Con lo que

Pn,−m1 (x) · Pr,−s1 (x) =
n+r∑

i=m1+s1

Ai · Pi,−(m1+s1)(x) (3.73)
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Por lo tanto

Pn,m(x) · Pr,s(x) =
n+r∑

i=−m−s

Ai · Pi,m+s(x) (3.74)

donde

Ai =
IFA(n,m, r, s, i,m+ s)

‖ Pi,m+s(x) ‖2

Posibilidad 5 n, r ∈ (N ∪ {0}) ∧ m, s ∈ Z− ∧ |m| ≤ n ∧ |s| ≤ r

Sea m = −m1 ∧ s = −s1 ∧ m1, s1 ∈ N

Pn,m(x) · Pr,s(x) = Pn,−m1 (x) · Pr,−s1(x) =
(
1 − x2

)−m1+s1
2 ·

· (Polinomio de grado n + r +m1 + s1) =

=
(
1 − x2

)m1+s1
2 · (1 − x2)−(m1+s1) · (Polinomio de grado n+ r +m1 + s1) =

=
(
1 − x2

)m1+s1
2 · (Polinomio de grado n+ r −m1 − s1)

De (3.63)

Pn,−m1 (x) · Pr,−s1(x) =
n+r∑

i=m1+s1

Ai · Pi,m1+s1(x) (3.75)

Por lo tanto

Pn,m(x) · Pr,s(x) =
n+r∑

i=|m+s|

Ai · Pi,|m+s|(x) (3.76)

donde

Ai =
IFA(n,m, r, s, i, |m+ s|)

‖ Pi,|m+s|(x) ‖2

Por otro lado

Pn,−m1(x) ·Pr,−s1(x) =
(
1 − x2

)−m1+s1
2 · (Polinomio de grado n + r + m1 + s1) =

=
(
1 − x2

)m1−s1
2 · (Polinomio de grado n + r − m1 + s1) si m1 > s1

Pn,−m1(x) ·Pr,−s1(x) =
(
1 − x2

)−m1+s1
2 · (Polinomio de grado n + r + m1 + s1) =

=
(
1 − x2

) s1−m1
2 · (Polinomio de grado n + r + m1 − s1) si m1 < s1
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Es decir,

Pn,−m1 (x)·Pr,−s1(x) =
(
1 − x2

) |m1−s1|
2 ·(Polinomio de grado n+ r − |m1 − s1|)

De (3.64)

Pn,−m1(x) · Pr,−s1(x) =

n+r∑

j=|m1−s1 |

Bj · Pj,|m1−s1 |(x) (3.77)

Por lo tanto

Pn,m(x) · Pr,s(x) =

n+r∑

j=|m−s|

Bj · Pj,|m−s|(x) (3.78)

donde

Bj =
IFA(n,m, r, s, j, |m− s|)

‖ Pj,|m−s|(x) ‖2

Posibilidad 6 n, r,m ∈ (N ∪ {0}) ∧ s ∈ Z− ∧ m ≤ n ∧ |s| ≤ r

Sea s = −s1 ∧ s1 ∈ N

Pn,m(x)·Pr,s(x) = Pn,m(x)·Pr,−s1(x) =
(
1 − x2

)m−s1
2 ·(Polinomio de grado n + r − m + s1)

Para un m− s1 fijo, {Pp,m−s1(x)}∞p=|m−s1 | es una base ortogonal de L2. En
consecuencia,

P|m−s1|,m−s1(x) =
(
1 − x2

)m−s1
2 · (Polinomio de grado |m − s1| − m + s1)

P|m−s1|+1,m−s1(x) =
(
1 − x2

)m−s1
2 · (Polinomio de grado |m − s1| + 1 − m + s1)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Pn+r,m−s1(x) =
(
1 − x2

)m−s1
2 · (Polinomio de grado n + r − m + s1)

Con lo que

Pn,m(x) · Pr,−s1(x) =

n+r∑

i=|m−s1 |

Ai · Pi,m−s1(x) (3.79)
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Por lo tanto

Pn,m(x) · Pr,s(x) =
n+r∑

i=|m+s|

Ai · Pi,m+s(x) (3.80)

donde

Ai =
IFA(n,m, r, s, i,m+ s)

‖ Pi,m+s(x) ‖2

Posibilidad 7 n, r, s ∈ (N ∪ {0}) ∧ m ∈ Z− ∧ |m| ≤ n ∧ s ≤ r

Sea m = −m1 ∧ m1 ∈ N

Pn,m(x)·Pr,s(x) = Pn,−m1(x)·Pr,s(x) =
(
1 − x2

) s−m1
2 ·(Polinomio de grado n + r + m1 + s)

Para un s−m1 fijo, {Pp,s−m1(x)}∞p=|s−m1 | es una base ortogonal de L2. En
consecuencia,

P|s−m1|,s−m1 (x) =
(
1 − x2

) s−m1
2 · (Polinomio de grado |s − m1| − s + m1)

P|s−m1|+1,s−m1 (x) =
(
1 − x2

) s−m1
2 · (Polinomio de grado |s − m1| + 1 − s + m1)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Pn+r,s−m1(x) =
(
1 − x2

) s−m1
2 · (Polinomio de grado n + r − s + m1)

Con lo que

Pn,−m1 (x) · Pr,s(x) =

n+r∑

i=|s−m1 |

Ai · Pi,s−m1(x) (3.81)

Por lo tanto

Pn,m(x) · Pr,s(x) =

n+r∑

i=|m+s|

Ai · Pi,m+s(x) (3.82)

donde

Ai =
IFA(n,m, r, s, i,m+ s)

‖ Pi,m+s(x) ‖2
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Posibilidad 8 n, r ∈ (N ∪ {0}) ∧ m = s = 0

Pn(x) · Pr(x) =
n+r∑

i=|n−r|

Ai · Pi(x) (3.83)

donde

Ai =
IFA(n, 0, r, 0, i, 0)

‖ Pi(x) ‖2

3.4. Desarrollos en serie del producto de ar-

mónicos esféricos como combinación li-

neal de armónicos esféricos

3.4.1. Forma real

Integral del producto de tres armónicos esféricos

La integral a calcular es

IR(p, q, n,m, r, s) =

∫ 2π

λ=0

∫ π
2

θ=−π
2

Yn,m(θ, λ)Yr,s(θ, λ)Yp,q(θ, λ) cos θ dθ dλ

(3.84)
donde

n, r, p ∈ (N ∪ {0}) ∧ m, s, q ∈ Z ∧ |m| ≤ n ∧ |s| ≤ r ∧ |q| ≤ p

Yn,m(θ, λ) =





CR(n,m) cosmλPn,m(sin θ) si m ≥ 0

CR(n,m) sin |m|λPn,m(sin θ) si m < 0

CR(n,m) = η(m)

√
(2n+ 1)(n −m)!

ε(m)π (n +m)!

η(m) =





(−1)|m| si m < 0

1 si m ≥ 0

ε(m) =





4 si m = 0

2 si m 6= 0
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Asignando

ϕm(λ) =





cosmλ si m ≥ 0

sin |m|λ si m < 0
(3.85)

Entonces

Yn,m(θ, λ) = CR(n,m)ϕm(λ)Pn,m(sin θ) (3.86)

De (3.84), (3.86)

IR(p, q, n, m, r, s) =

= CR(n, m) CR(r, s) CR(p, q)
(∫ 2π

λ=0

ϕm(λ) ϕs(λ) ϕq(λ) dλ

)(∫ 1

−1

Pn,m(x) Pr,s(x) Pp,q(x) dx

)

(3.87)

Por otra parte
∫ 2π

λ=0

ϕm(λ)ϕs(λ)ϕq(λ) dλ 6= 0 (3.88)

si





(m ≥ 0 ∧ s ≥ 0 ∧ q ≥ 0) ∨ (m ≥ 0 ∧ s < 0 ∧ q < 0)∨

∨ (s ≥ 0 ∧ m < 0 ∧ q < 0) ∨ (q ≥ 0 ∧ s < 0 ∧ m < 0)

Analizando los casos anteriores se obtiene:

Caso 1 m ≥ 0 ∧ s ≥ 0 ∧ q ≥ 0

∫ 2π

λ=0

ϕm(λ) ϕs(λ) ϕq(λ) dλ =





2π si m = s = q = 0

π si (m = 0 ∧ s = q) ∨ (s = 0 ∧ m = q) ∨ (q = 0 ∧ m = s)

π
2 si (q = m + s) ∨ (s = m + q) ∨ (m = s + q)

0 en otro caso
(3.89)
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Caso 2 m ≥ 0 ∧ s < 0 ∧ q < 0

∫ 2π

λ=0

ϕm(λ)ϕs(λ)ϕq(λ) dλ =





π si m = 0 ∧ |s| = |q|

π
2

si (q = m+ |s|) ∨ (|s| = m+ |q|)

−π
2

si m = |s|+ |q|

0 en otro caso
(3.90)

Caso 3 s ≥ 0 ∧ m < 0 ∧ q < 0

∫ 2π

λ=0

ϕm(λ)ϕs(λ)ϕq(λ) dλ =





π si s = 0 ∧ |m| = |q|

π
2

si (|m| = s+ |q|) ∨ (|q| = |m| + s)

−π
2

si s = |m| + |q|

0 en otro caso
(3.91)

Caso 4 q ≥ 0 ∧ s < 0 ∧ m < 0

∫ 2π

λ=0

ϕm(λ)ϕs(λ)ϕq(λ) dλ =





π si q = 0 ∧ |m| = |s|

π
2

si (|m| = q + |s|) ∨ (|s| = |m|+ q)

−π
2

si q = |m|+ |s|

0 en otro caso
(3.92)

Por otra parte

Pn,−|m|(x) = (−1)|m| (n− |m|)!
(n+ |m|)!

Pn,|m|(x)

Con lo que

CR(n,−|m|)Pn,−|m|(x) = CR(n, |m|)Pn,|m|(x) (3.93)
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De (3.59), (3.85), (3.87), (3.88), (3.89), (3.90), (3.91), (3.92), (3.93)

IR(p, q, n,m, r, s) =

=
(n + |m|)! n! (r + |s|)! r! (p + |q|)! p!

2n+r+p

(∫ 2π

λ=0

ϕm(λ) ϕs(λ) ϕq(λ) dλ

)
CR(n, |m|) CR(r, |s|)·

·CR(p, |q|)
n+r+p−(|m|+|s|+|q|)∑

ξ=0

{χχ(ξ, n, |m|, r, |s|, p, |q|) I(ξ, |m|+ |s| + |q|)} (3.94)

Desarrollo del producto de dos armónicos esféricos como combi-
nación lineal de armónicos esféricos

Teorema 3.4.1 (Desarrollo de una función en serie de armónicos
esféricos). Los armónicos esféricos Yn,m(θ, λ) constituyen un sistema ortonor-
mal completo del espacio de Hilbert de funciones de cuadrado integrable en la
esfera de radio la unidad. Para una función f(θ, λ) de este espacio [8], [34],
[37], [42], [78], [83]:

f(θ, λ) =
∞∑

n=0

n∑

m=−n

an,m Yn,m(θ, λ) (3.95)

an,m =

∫ 2π

λ=0

∫ π
2

θ=−π
2

f(θ, λ)Yn,m(θ, λ) cos θ dλ dθ (3.96)

Si las dos primeras derivadas de f(θ, λ) son continuas, la serie de (3.95)
converge absoluta y uniformemente en la esfera de radio 1.

El problema a resolver en este apartado es encontrar un desarrollo, en serie
de armónicos esféricos, del producto de armónicos esféricos. Es decir,

Yn,m(θ, λ)Yr,s(θ, λ) =

∞∑

p=0

p∑

q=−p

ap,q Yp,q(θ, λ) (3.97)

con

ap,q =

∫ 2π

λ=0

∫ π
2

θ=−π
2

Yn,m(θ, λ)Yr,s(θ, λ)Yp,q(θ, λ) cos θ dλ dθ (3.98)

El problema se aborda analizando el signo del segundo sub́ındice de los
armónicos esféricos.
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Caso 1 n, r,m, s ∈ (N ∪ {0}) ∧ m ≤ n ∧ s ≤ r

Yn,m(θ, λ) Yr,s(θ, λ) = CR(n, m) CR(r, s) cos mλ cos sλ Pn,m(sin θ) Pr,s(sin θ) =

=
1

2
CR(n,m)CR(r, s) cos(m+ s)λPn,m(sin θ)Pr,s(sin θ)+

+
1

2
CR(n,m)CR(r, s) cos(m− s)λPn,m(sin θ)Pr,s(sin θ)

De (3.63), (3.64), (3.97), (3.98), (3.84), (3.94)

Yn,m(θ, λ)Yr,s(θ, λ) =

n+r∑

i=m+s

A
(1,1)
i Yi,m+s(θ, λ) +

n+r∑

j=|m−s|

B
(1,1)
j Yj,|m−s|(θ, λ)

(3.99)
donde

A
(1,1)
i = IR(i,m+ s, n,m, r, s) ∧ B

(1,1)
j = IR(j, |m− s|, n,m, r, s)

Caso 2 n, r ∈ (N ∪ {0}) ∧ m, s ∈ Z− ∧ |m| ≤ n ∧ |s| ≤ r

Yn,m(θ, λ) Yr,s(θ, λ) = CR(n, m) CR(r, s) sin |m|λ sin |s|λ Pn,m(sin θ) Pr,s(sin θ) =

= −1

2
CR(n,m)CR(r, s) cos(|m|+ |s|)λPn,m(sin θ)Pr,s(sin θ)+

+
1

2
CR(n,m)CR(r, s) cos(|m| − |s|)λPn,m(sin θ)Pr,s(sin θ)

De (3.76), (3.78), (3.97), (3.98), (3.84), (3.94)

Yn,m(θ, λ) Yr,s(θ, λ) =
n+r∑

i=|m+s|

A
(−1,−1)
i Yi,|m+s|(θ, λ) +

n+r∑

j=|m−s|

B
(−1,−1)
j Yj,|m−s|(θ, λ)

(3.100)
donde

A
(−1,−1)
i = IR(i, |m+ s|, n,m, r, s) ∧ B

(−1,−1)
j = IR(j, |m− s|, n,m, r, s)

Caso 3 n, r,m ∈ (N ∪ {0}) ∧ s ∈ Z− ∧ m ≤ n ∧ |s| ≤ r

Yn,m(θ, λ) Yr,s(θ, λ) = CR(n, m) CR(r, s) cos mλ sin |s|λ Pn,m(sin θ) Pr,s(sin θ) =

=
1

2
CR(n,m)CR(r, s) sin(m+ |s|)λPn,m(sin θ)Pr,s(sin θ)+

+
1

2
CR(n,m)CR(r, s) sin(|s| −m)λPn,m(sin θ)Pr,s(sin θ)
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De (3.66), (3.68), (3.97), (3.98), (3.84), (3.94)

Yn,m(θ, λ)Yr,s(θ, λ) =
n+r∑

i=m−s

A
(1,−1)
i Yi,s−m(θ, λ) +

n+r∑

j=|m+s|

B
(1,−1)
j Yj,−|m+s|(θ, λ)

(3.101)
donde

A
(1,−1)
i = IR(i, s−m,n,m, r, s) ∧ B

(1,−1)
j = IR(j,−|m+ s|, n,m, r, s)

Caso 4 n, r, s ∈ (N ∪ {0}) ∧ m ∈ Z− ∧ |m| ≤ n ∧ s ≤ r

Yn,m(θ, λ)Yr,s(θ, λ) = CR(n,m)CR(r, s) sin |m|λ cos sλPn,m(sin θ)Pr,s(sin θ) =

=
1

2
CR(n,m)CR(r, s) sin(|m| + s)λPn,m(sin θ)Pr,s(sin θ)+

+
1

2
CR(n,m)CR(r, s) sin(|m| − s)λPn,m(sin θ)Pr,s(sin θ)

De (3.70), (3.72), (3.97), (3.98), (3.84), (3.94)

Yn,m(θ, λ)Yr,s(θ, λ) =
n+r∑

i=s−m

A
(−1,1)
i Yi,m−s(θ, λ) +

n+r∑

j=|m+s|

B
(−1,1)
j Yj,−|m+s|(θ, λ)

(3.102)
donde

A
(−1,1)
i = IR(i,m− s, n,m, r, s) ∧ B

(−1,1)
j = IR(j,−|m+ s|, n,m, r, s)

Caso 5 n, r, s ∈ (N ∪ {0}) ∧ m = 0 ∧ s ≤ r

Yn,0(θ, λ)Yr,s(θ, λ) = CR(n, 0)CR(r, s) cos sλPn(sin θ)Pr,s(sin θ)

De (3.63), (3.97), (3.98), (3.84), (3.94)

Yn,0(θ, λ)Yr,s(θ, λ) =
n+r∑

i=s

A
(0,1)
i Yi,s(θ, λ) (3.103)

donde
A

(0,1)
i = IR(i, s, n, 0, r, s)

Caso 6 n, r ∈ (N ∪ {0}) ∧ m = 0 ∧ s ∈ Z− ∧ |s| ≤ r

Yn,0(θ, λ)Yr,s(θ, λ) = CR(n, 0)CR(r, s) sin |s|λPn(sin θ)Pr,s(sin θ)
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De (3.66), (3.97), (3.98), (3.84), (3.94)

Yn,0(θ, λ)Yr,s(θ, λ) =
n+r∑

i=−s

A
(0,−1)
i Yi,s(θ, λ) (3.104)

donde
A

(0,−1)
i = IR(i, s, n,m, r, s)

Caso 7 n, r,m ∈ (N ∪ {0}) ∧ s = 0 ∧ m ≤ n

Por analoǵıa al caso 5

Yn,m(θ, λ)Yr,0(θ, λ) =

n+r∑

i=m

A
(1,0)
i Yi,m(θ, λ) (3.105)

donde
A

(1,0)
i = IR(i,m, n,m, r, 0)

Caso 8 n, r ∈ (N ∪ {0}) ∧ s = 0 ∧ m ∈ Z− ∧ |m| ≤ n

Por analoǵıa al caso 6

Yn,m(θ, λ)Yr,0(θ, λ) =
n+r∑

i=−m

A
(−1,0)
i Yi,m(θ, λ) (3.106)

donde
A

(−1,0)
i = IR(i,m, n,m, r, 0)

Caso 9 n, r ∈ (N ∪ {0}) ∧ m = s = 0

Yn,0(θ, λ)Yr,0(θ, λ) = CR(n, 0)CR(r, 0)Pn(sin θ)Pr(sin θ)

Supongamos que n ≥ r, entonces

Yn,0(θ, λ)Yr,0(θ, λ) =
n+r∑

i=0

Ai Yi,0(θ, λ)

con

Ai =

∫ 2π

λ=0

∫ π
2

θ=−π
2

Yn,0(θ, λ)Yr,0(θ, λ)Yi,0(θ, λ) cos θ dθ dλ =
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= CR(n, 0)CR(r, 0)CR(i, 0)

∫ 1

−1

Pn(t)Pr(t)Pi(t) dt =

=





Pr(t) Pi(t) = Qr+i(t) = polinomio de grado r + i

∫ 1

−1
Qm(t) Pn(t) dt = 0 si m < n



 =





0 si i < n − r

Ai si i ≥ n − r

Entonces

Yn,0(θ, λ)Yr,0(θ, λ) =
∑n+r

i=n−r Ai Yi,0(θ, λ) si n ≥ r (3.107)

Análogamente

Yn,0(θ, λ)Yr,0(θ, λ) =
∑n+r

i=r−n Ai Yi,0(θ, λ) si r ≥ n (3.108)

De (3.107), (3.108)

Yn,0(θ, λ)Yr,0(θ, λ) =
n+r∑

i=|n−r|

A
(0,0)
i Yi,0(θ, λ) (3.109)

donde
A

(0,0)
i = IR(i, 0, n, 0, r, 0)

Caso 10

(n ∈ (N∪{0}) ∧ m ∈ Z ∧ r = s = 0) ∨ (r ∈ (N∪{0}) ∧ s ∈ Z ∧ n = m = 0)

Yn,m(θ, λ)Y0,0(θ, λ) =
1

2
√
π
Yn,m(θ, λ) (3.110)

Y0,0(θ, λ)Yr,s(θ, λ) =
1

2
√
π
Yr,s(θ, λ) (3.111)

Caso 11 n = r = m = s = 0

Y0,0(θ, λ)Y0,0(θ, λ) =
1

4π
(3.112)

En resumen, si asignamos I∗R(p, q) = IR(p, q, n,m, r, s), el producto de
armónicos esféricos en forma real, (Yn,m(θ, λ) ·Yr,s(θ, λ)), vendrá dado por las
expresiones siguientes:
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Si (m > 0 ∧ s > 0) ∨ (m < 0 ∧ s < 0)

n+r∑

i=|m+s|

I∗R(i, |m+ s|)Yi,|m+s|(θ, λ) +

n+r∑

j=|m−s|

I∗R(j, |m− s|)Yj,|m−s|(θ, λ)

Si (m > 0 ∧ s < 0) ∨ (m < 0 ∧ s > 0)

n+r∑

i=|m|+|s|

I∗R(i,−(|m|+ |s|))Yi,−(|m|+|s|)(θ, λ)+
n+r∑

j=|m+s|

I∗R(j,−|m+ s|) Yj,−|m+s|(θ, λ)

Si (m = 0 ∧ s < 0) ∨ (m = 0 ∧ s > 0)

n+r∑

i=|s|

I∗R(i, s)Yi,s(θ, λ)

Si (m < 0 ∧ s = 0) ∨ (m > 0 ∧ s = 0)

n+r∑

i=|m|

I∗R(i,m)Yi,m(θ, λ)

Si m = 0 ∧ s = 0
n+r∑

i=|n−r|

I∗R(i, 0)Yi,0(θ, λ)

Si r = s = 0
1

2
√
π
Yn,m(θ, λ)

Si n = m = 0
1

2
√
π
Yr,s(θ, λ)

Si n = m = r = s = 0
1

4π
con

n, r ∈ (N ∪ {0}) ∧ m, s ∈ Z ∧ |m| ≤ n ∧ |s| ≤ r

(3.113)
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3.4.2. Forma compleja

Integral del producto de tres armónicos esféricos

Se define armónico esférico en forma compleja como:

Yn,m(θ, λ) = CC(n,m) ei m λ Pn,m(sin θ) (3.114)

donde

n ∈ (N ∪ {0}) ∧ m ∈ Z ∧ |m| ≤ n

CC(n,m) =

√
(2n+ 1)(n −m)!

4π(n+m)!

Pn,m(x) = (1 − x2)
m
2
dm

dxm
Pn(x) =

1

2n n!
(1 − x2)

m
2
dn+m

dxn+m
(x2 − 1)n

Pn,−m(x) = (−1)m (n−m)!

(n +m)!
Pn,m(x) con m ∈ N

La integral a calcular es

Ic(p, q, n,m, r, s) =

∫ 2π

λ=0

∫ π
2

θ=−π
2

Yn,m(θ, λ)Yr,s(θ, λ)Yp,q(θ, λ) cos θ dθ dλ

(3.115)
donde

n, r, p ∈ (N ∪ {0}) ∧ m, s, q ∈ Z ∧ |m| ≤ n ∧ |s| ≤ r ∧ |q| ≤ p

De (3.114), (3.115)

Ic(p, q, n, m, r, s) = CC(n, m) CC(r, s) CC(p, q)
(∫ 2π

λ=0

ei(m+s+q)λdλ

)(∫ 1

−1

Pn,m(x) Pr,s(x) Pp,q(x) dx

)

(3.116)

Por otro lado

∫ 2π

λ=0

ei(m+s+q)λdλ =





0 si m+ s+ q 6= 0

2π si m+ s+ q = 0
(3.117)

CC(n,−|m|)Pn,−|m|(x) = (−1)|m|CC(n, |m|)Pn,|m|(x) (3.118)
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Se define

η(m) =





(−1)|m| si m < 0

1 si m ≥ 0
con m ∈ Z (3.119)

De (3.59), (3.116), (3.117), (3.118), (3.119)

IC(p, q, n, m, r, s) =
(n + |m|)! n! (r + |s|)! r! (p + |q|)! p!

2n+r+p
·

·
(∫ 2π

λ=0

ei(m+s+q)λdλ

)
CC(n, |m|) CC(r, |s|) CC(p, |q|) η(m) η(s) η(q)·

·
n+r+p−(|m|+|s|+|q|)∑

ξ=0

{χχ(ξ, n, |m|, r, |s|, p, |q|) I(ξ, |m|+ |s| + |q|)} (3.120)

Desarrollo del producto de dos armónicos esféricos como combi-
nación lineal de armónicos esféricos

Se define armónico esférico en forma compleja conjugado de la forma si-
guiente:

Ȳn,m(θ, λ) = CC(n,m) e−i m λ Pn,m(sin θ) (3.121)

donde

n ∈ (N ∪ {0}) ∧ m ∈ Z ∧ |m| ≤ n

Por otro lado,

Ȳn,m(θ, λ) = (−1)m Yn,−m(θ, λ) (3.122)

Por el Teorema 2.4.1

f(θ, λ) =
∞∑

n=0

n∑

m=−n

an,m Yn,m(θ, λ) (3.123)

an,m =

∫ 2π

λ=0

∫ π
2

θ=−π
2

f(θ, λ) Ȳn,m(θ, λ) cos θ dλ dθ (3.124)

Si las dos primeras derivadas de f(θ, λ) son continuas, la serie de (3.123)
converge absoluta y uniformemente en la esfera de radio 1.
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El problema a resolver en este apartado es encontrar un desarrollo, en serie
de armónicos esféricos, del producto de armónicos esféricos. Es decir,

Yn,m(θ, λ)Yr,s(θ, λ) =
∞∑

p=0

p∑

q=−p

ap,q Yp,q(θ, λ) (3.125)

con

ap,q =

∫ 2π

λ=0

∫ π
2

θ=−π
2

Yn,m(θ, λ)Yr,s(θ, λ) Ȳp,q(θ, λ) cos θ dλ dθ (3.126)

Sea el producto de armónicos esféricos

Yn,m(θ, λ)Yr,s(θ, λ) = CC(n,m)CC(r, s) ei(m+s)λ Pn,m(sin θ)Pr,s(sin θ)
(3.127)

De (3.63), (3.74), (3.80), (3.82)

Pn,m(sin θ)Pr,s(sin θ) =

n+r∑

j=|m+s|

Aj Pj,m+s(sin θ) (3.128)

De (3.125), (3.126), (3.127), (3.128)

Yn,m(θ, λ)Yr,s(θ, λ) =
n+r∑

j=|m+s|

Ac
j Yj,m+s(θ, λ) (3.129)

donde

Ac
j =

∫ 2π

λ=0

∫ π
2

θ=−π
2

Yn,m(θ, λ)Yr,s(θ, λ) Ȳj,m+s(θ, λ) cos θ dλ dθ

De (3.122)

Ac
j =

∫ 2π

λ=0

∫ π
2

θ=−π
2

(−1)|m+s| Yn,m(θ, λ)Yr,s(θ, λ)Yj,−(m+s)(θ, λ) cos θ dλ dθ

(3.130)

De (3.130), (3.120)

Ac
j = (−1)|m+s| IC(j,−(m+ s), n,m, r, s) (3.131)
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Asignando
I∗C(p, q) = (−1)|m+s| IC(p, q, n,m, r, s) (3.132)

De (3.129), (3.131), (3.132)

Yn,m(θ, λ)Yr,s(θ, λ) =
n+r∑

j=|m+s|

I∗C(j,−(m+ s))Yj,m+s(θ, λ) (3.133)



Caṕıtulo 4

Configuraciones de equilibrio
de los cuerpos celestes

4.1. Introducción

El estudio de las configuraciones de equilibrio de los cuerpos celestes es
un problema clásico dentro de la mecánica celeste que ha sido estudiado
por diversos autores: MacLaurin y Jacobi [41], Clairaut [22], Dirichlet [24],
Riemann [75], Poincaré [74], Liapounov [58], Falkner [29], Chandrasekhar
[21] y Kopal [49], [50], [51] entre otros. En este trabajo se abordará el caso
particular del estudio de las figuras de equilibrio de los cuerpos deformables
en rotación, utilizando para ello los desarrollos de Clairaut.

En este caṕıtulo se desarrolla un modelo para una masa fluida en rotación
en el espacio, considerándola como un cuerpo ŕıgido. Con esta finalidad, las
superficies equipotenciales se desarrollan utilizando las series de Neumann
respecto de las coordenadas de Clairaut y, de estos desarrollos, se pueden
obtener las ecuaciones de equilibrio y las condiciones de frontera. Los méto-
dos clásicos asumen la convergencia de estas series en capas donde resulta
cuestionable dicha convergencia. Para resolver este problema, en este traba-
jo se desarrollan dos métodos, tanto para primer orden como para segundo
orden. El primero de los métodos está basado en la cuadratura numérica y
el segundo en un desarrollo anaĺıtico [63] [65].

Se considera M la masa deformable aislada con rotación uniforme ~ω. Con-
sideremos una componente del sistema, cuya distribución de masa venga
dada por una función ρ(x, y, z) y sea M un punto de ella de coordenadas
(x0, y0, z0).
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El potencial en un punto interior ~r de coordenadas (x, y, z) viene determi-
nado por

Ψ = Ω + Vc = G

∫

M

dm′

∆
+
ω2

2
(x2 + y2) (4.1)

donde el primer término es el llamado potencial autogravitatorio y el se-
gundo término es el potencial centŕıfugo debido a la rotación del sistema de
coordenadas solidario con el cuerpo estudiado.

En esta ecuación M denota la masa del cuerpo, dm′ es el elemento de
masa de un punto interior arbitrario ~r′ con coordenadas (x′, y′, z′) y ∆ es la
distancia entre los puntos de radiovectores ~r y ~r′.

La condición de rotación ŕıgida implica el equilibrio hidrostático dP = ρ dΨ
y a partir de esta condición, de acuerdo con Kopal [49], [50], [51] y Falkner
[29], este estado conlleva a la identificación de las superficies equipotenciales
isobáricas, isotérmicas e isoṕıcnicas. Para integrar este problema, en un ca-
so general de distribución de masas, es necesario relacionar la presión y la
densidad con una ecuación de estado.

4.2. Desarrollo del potencial autogravitatorio

en coordenadas de Clairaut

En el sistema de coordenadas de Clairaut (a, θ, λ) el parámetro a es cons-
tante en cada superficie equipotencial.

En este trabajo el parámetro a se ha escogido de manera que es el radio
de la esfera con la misma masa que la superficie equipotencial.

Este sistema de coordenadas está relacionado con el sistema de coorde-
nadas esféricas mediante la relación r = r(a, θ, λ).

Por lo tanto
x = r(a, θ, λ) cos θ cos λ

y = r(a, θ, λ) cos θ sinλ

z = r(a, θ, λ) sin θ

es la relación entre el sistema de coordenadas cartesianas y el sistema de
coordenadas de Clairaut.



Teoŕıas de primer y segundo orden sobre el potencial de ciertas figuras de equilibrio 137

El valor absoluto del jacobiano de la transformación viene dado por

|J | =

∣∣∣∣
∂r

∂a

∣∣∣∣ r2 cos θ

El elemento de masa dm′ en coordenadas esféricas se expresa como:

dm′ = ρ(r′, θ′, λ′) r′2(a′, θ′, λ′) cos θ′ dr′ dθ′ dλ′

Con lo que el elemento de masa en coordenadas de Clairaut se denota por:

dm′ = ρ(a′) · ∂r
′

∂a′
· r′2(a′, θ′, λ′) cos θ′ da′ dθ′ dλ′ (4.2)

Para evaluar el potencial autogravitatorio Ω es necesario el desarrollo del
inverso de la distancia. Los métodos clásicos (Finlay [30], Kopal [49] [50] [51],
Jardetzky [41], López [61]) están basados en el desarrollo de la distancia entre
dos elementos de masa dm y dm′.
∆ es la distancia de dm a dm′ y γ el ángulo entre los radiovectores, con lo

que aplicando el teorema del coseno al triángulo ÔMM ′, se obtiene:

∆2 = r2 + r′2 − 2 r r′ cos γ

de donde:
1

∆
=

1√
r2 + r′2 − 2 r r′ cos γ
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Por otra parte

(
1 + x2 − 2x cosα

)− 1
2 =

∞∑

n=0

xn Pn(cosα)

donde Pn son los polinomios de Legendre.

1

∆
=





∞∑

n=0

r′n

rn+1
Pn(cos γ) si r′ < r

∞∑

n=0

rn

r′n+1
Pn(cos γ) si r′ > r

Sean (r, θ, λ) y (r′, θ′, λ′) las coordenadas esféricas de los elementos de
masa dm y dm′ respectivamente. El potencial autogravitatorio en un punto
de coordenadas esféricas (r, θ, λ) puede ser evaluado como

Ω = U + V (4.3)

con

U = G

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ r1

r

ρ(r′, θ′, λ′)

∆
r′2 cos θ′ dr′ dθ′ dλ′ (4.4)

V = G

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ r

0

ρ(r′, θ′, λ′)

∆
r′2 cos θ′ dr′ dθ′ dλ′ (4.5)

donde r1 es el radio de la menor esfera centrada en O que contenga a toda
la distribución de masa de la componente.

Para calcular estas integrales es conveniente sustituir 1
∆

por su desarrollo
en serie de polinomios de Legendre. Con lo que los potenciales exterior e
interior se pueden expresar, respectivamente, como:

U =
∞∑

n=0

rn Un V =
∞∑

n=0

r−n−1 Vn (4.6)

donde

Un = G

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ r1

r

ρ(r′, θ′, λ′) r′1−n Pn(cos γ) cos θ′ dr′ dθ′ dλ′ (4.7)

Vn = G

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ r

0

ρ(r′, θ′, λ′) r′2+n Pn(cos γ) cos θ′ dr′ dθ′ dλ′ (4.8)
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Se definen Kn y Wn como:

Kn = G

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ a1

a

ρ(a′) r′1−n ∂r
′

∂a′
Pn(cos γ) cos θ′ dr′ dθ′ dλ′ (4.9)

Wn = G

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ a

0

ρ(a′) r′2+n ∂r
′

∂a′
Pn(cos γ) cos θ′ dr′ dθ′ dλ′ (4.10)

siendo a1 la primera ráız de la ecuación ρ(a) = 0.

Los métodos clásicos asumen que Un = Kn y Vn = Wn. Consecuentemente

U =
∞∑

n=0

rn Kn V =
∞∑

n=0

r−n−1 Wn (4.11)

Por otra parte, Kn y Wn pueden expresarse

Kn =
G

2 − n

∫ a1

a

ρ(a′)
∂

∂a′

[∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

r′2−n Pn(cos γ) cos θ′ dθ′ dλ′

]
da′ si n 6= 2

(4.12)

K2 = G

∫ a1

a

ρ(a′)
∂

∂a′

[∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

ln r′ Pn(cos γ) cos θ′ dθ′ dλ′

]
da′ (4.13)

Wn =
G

n + 3

∫ a

0

ρ(a′)
∂

∂a′

[∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

r′n+3 Pn(cos γ) cos θ′ dθ′ dλ′

]
da′ (4.14)

Se supone que el radiovector r′ de una superficie equipotencial se desarrolla
como

r′ = a′

{
1 +

∞∑

n=0

n∑

m=−n

fn,m(a′)Yn,m(θ′, λ′)

}

donde fn,m(a′) son las amplitudes y Yn,m(θ′, λ′) las funciones esféricas o
armónicos esféricos.

Por razones de simetŕıa, el radiovector r′ se puede desarrollar, en el caso
particular de sólo rotación, como

r′ = a′

{
1 +

∞∑

m=0

f2m(a′)P2m(sin θ′)

}
= a′(1 + Σ′) (4.15)

donde Pn son los polinomios de Legendre.
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Del teorema de adición de los armónicos esféricos en forma real [7], [8]

Pn(cos γ) =
4π

2n + 1

n∑

m=−n

Yn,m(θ, λ)Yn,m(θ′, λ′) (4.16)

y de la ortonormalidad de los armónicos esféricos en forma real
∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

Yn,m(θ, λ)Yr,s(θ, λ) cos θ dθ dλ = δn,r δm,s (4.17)

(donde δi,j es la delta de Kronecker )

se obtiene
∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

Pn(cos γ)Yr,m(θ′, λ′) cos θ′ dθ′ dλ′ =
4π

2n+ 1
Yn,m(θ, λ) δn,r (4.18)

Por otra parte

Pr(sin θ
′) =

√
4π

2r + 1
Yr,0(θ

′, λ′) (4.19)

De (4.18), (4.19)
∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

Pn(cos γ)Pr(sin θ
′) cos θ′ dθ′ dλ′ =

4π

2n + 1
Pn(sin θ) δn,r (4.20)

Para calcular las integrales de las ecuaciones (4.12), (4.13) y (4.14) es con-
veniente utilizar las aproximaciones de r′k y de ln r′ dadas por los desarrollos

r′k = a′k
(

1 + kΣ′ +
k(k − 1)

2
Σ′2 +

k(k − 1)(k − 2)

3!
Σ′3 + · · ·

)
(4.21)

ln r′ = ln a+ Σ′ − Σ′2

2
+

Σ′3

3
+ · · · (4.22)

con

Σ′ =

∞∑

i=0

f2i(a
′)P2i(sin θ

′)

Sustituyendo (4.21) y (4.22) en (4.12), (4.13) y (4.14); y aproximando r′2−n,
ln r′ y r′n+3 en un orden apropiado respecto de las amplitudes, el potencial
autogravitatorio se puede escribir como

Ω = 4πG
∞∑

n=0

En(a) rn + Fn(a) r−n−1

2n + 1
Pn(sin θ) (4.23)
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Por otra parte, el potencial centŕıfugo, Vc, viene determinado por

Vc =
1

2
r2 [1 − P2(sin θ)]

con lo que el potencial total se puede escribir de la forma

Ψ(a, θ) =
∞∑

n=0

Ψn(a)Pn(sin θ) (4.24)

4.3. Teoŕıas de primer y segundo orden sobre

las figuras de equilibrio de los cuerpos

celestes

4.3.1. Teoŕıa de primer orden

De (4.23) se deduce que 4π F0(a) = M(a), donde M(a) es la masa con-
tenida en la superficie equipotencial de parámetro a. Según Kopal [49] [50]
[51], para estas condiciones y para tercer orden en las amplitudes, se obtiene

f0(a) = −1

5
f2

2 (a) − 2

105
f3

2 (a) + · · ·

Las funciones En(a) y Fn(a), en primer orden para las amplitudes, se es-
criben de la forma

E0(a) =

∫ a1

a

ρ(a′) a′ da′ , En(a) =

∫ a1

a

ρ(a′)
∂

∂a′
[
a′2−n fn(a′)

]
da′

F0(a) =

∫ a

0

ρ(a′) a′2 da′ , Fn(a) =

∫ a

0

ρ(a′)
∂

∂a′
[
a′n+3 fn(a′)

]
da′

(4.25)
donde a1 es la primera ráız de la ecuación ρ(a) = 0.

De (4.24) se deduce que

Ψ(a, θ) = Ψ0(a) , Ψn(a) = 0 si n 6= 0
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De (4.11), (4.12) y (4.13), aproximando hasta primer orden en ω2, se ob-
tienen

a2E2(a)

5
+
a−3F2(a)

5
− a−1f2(a)F0(a) =

ω2a2

12πG

anEn(a)

2n + 1
+
a−n−1Fn(a)

2n+ 1
− a−1fn(a)F0(a) = 0 , n = 2, 4, · · ·

En estas ecuaciones integrales sólo f2(a) 6= 0 en primer orden.

Desafortunadamente, las series definidas por (4.6) no convergen en la capa
definida por r ∈ [rmin(a), rmax(a)] con

rmin(a) = min
{
r(a, θ, λ) : θ ∈

[
−π

2
,
π

2

]
∧ λ ∈ [0, π]

}

rmax(a) = max
{
r(a, θ, λ) : θ ∈

[
−π

2
,
π

2

]
∧ λ ∈ [0, π]

}

Para resolver este problema se desarrollan los dos métodos siguientes [63]
[65]:

Teoŕıa de primer orden: Método de cuadratura numérica

El potencial que se desea evaluar es

Ω =
∞∑

n=0

[
Unr

n + Vnr
−n−1

]
(4.26)

Es conveniente utilizar el sistema de coordenadas de Clairaut para calcular
Un y Vn. Para ello se definen Σ y Σ′ como

Σ =

∞∑

n=0

fn(a)Pn(sin θ) , Σ′ =

∞∑

n=0

fn(a
′)Pn(sin θ′)

Los valores de los radiovectores r y r′ de las superficies equipotenciales que
contienen a dm y a dm′ vienen dados por

r = a(1 + Σ) , r′ = a′(1 + Σ′)

siendo (a, θ, λ) las coordenadas de Clairaut en la superficie (θ′, λ′) según la
dirección dada por (a(1 + Σ)(1 + Σ′)−1, θ′, λ′).
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Con estas premisas se tiene que

Un =
G

2− n

[∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ a1

a(1+Σ)(1+Σ′)−1

∂ r′2−n

∂a′
Pn(cosγ) ρ(r′, θ′, λ′) cos θ′ da′dθ′dλ′

]

(4.27)
para n 6= 2

U2 = G

[∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ a1

a(1+Σ)(1+Σ′)−1

∂ ln r′

∂a′
P2(cos γ) ρ(r

′, θ′, λ′) cos θ′ da′dθ′dλ′

]

(4.28)

Vn =
G

n + 3

[∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ a(1+Σ)(1+Σ′)−1

0

∂ r′n+3

∂a′
Pn(cosγ) ρ(r′, θ′, λ′) cos θ′ da′dθ′dλ′

]

(4.29)

Es conveniente calcular la siguiente integral para evaluar Vn

∫ a(1+Σ)(1+Σ′)−1

0
ρ(a′)

∂ r′n+3

∂a′
da′ =

∫ a

0
ρ(a′)

∂ r′n+3

∂a′
da′+

∫ a(1+Σ)(1+Σ′)−1

a
ρ(a′)

∂ r′n+3

∂a′
da′

(4.30)

Para calcular la segunda integral del segundo miembro de (4.30), mediante
un método de cuadratura numérica, se utilizará la siguiente aproximación,
en primer orden, de la expresión a(1 + Σ)(1 + Σ′)−1 ≈ a(1 + Σ − Σ′).

Ahora utilizando la fórmula de cuadratura rectangular se obtiene

∫ a(1+Σ)(1+Σ′)−1

a
ρ(a′)

∂ r′n+3

∂a′
da′ ≈

∫ a(1+Σ−Σ′)

a
ρ(a′)

∂ r′n+3

∂a′
da′ ≈ ρ(a)

∂ r′n+3

∂a′
(Σ−Σ′)

(4.31)
Por otra parte, para orden cero en las amplitudes r′n+3 = a′n+3. Por lo que

∫ a(1+Σ)(1+Σ′)−1

a
ρ(a′)

∂ r′n+3

∂a′
da′ = (n+3)an+2ρ(a)

[ ∞∑

n=0

fn(a)
{
Pn(sin θ) − Pn(sin θ′)

}
]

(4.32)

De este resultado se deduce que

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ a(1+Σ)(1+Σ′)−1

0

∂ r′n+3

∂a′
Pn(cos γ) ρ(r′, θ′, λ′) cos θ′ da′dθ′dλ′ =
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=

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ a

0

ρ(a′)
∂ r′n+3

∂a′
Pn(cos γ) cos θ′ da′dθ′dλ′+

+
∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

(n + 3)an+2ρ(a)

[ ∞∑

n=0

fn(a) {Pn(sin θ) − Pn(sin θ′)}

]
Pn(cos γ) cos θ′ dθ′dλ′

(4.33)

Si n 6= 0, la primera integral del segundo miembro de (4.33) se puede
aproximar en primer orden en las amplitudes por

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ a

0

ρ(a′)
∂ r′n+3

∂a′
Pn(cos γ) cos θ′ da′dθ′dλ′ =

=

∫ a

0

ρ(a′)
∂

∂a′

[∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

r′n+3Pn(cos γ) cos θ′ dθ′dλ′

]
da′ =

=

∫ a

0

ρ(a′)
∂

∂a′

[∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

a′n+3

(
1 + (n+ 3)

∞∑

k=0

fk(a
′)Pk(sin θ)

)
·

·Pn(cos γ) cos θ′ dθ′dλ′

]
da′ =

4π

2n + 1
(n + 3)

∫ a

0
ρ(a′)

∂

∂a′
[a′n+3fn(a′)]da′ Pn(sin θ)

(4.34)

Por otro lado, para n = 0 se obtiene

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ a

0

ρ(a′)
∂ r′3

∂a′
cos θ′ da′dθ′dλ′ = 12π

∫ a

0

ρ(a′) a′2 da′ (4.35)

El valor de la segunda integral del segundo miembro de (4.33) para n 6= 0
viene determinado por

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

(n+3)an+2ρ(a)

[ ∞∑

n=0

fn(a)
{
Pn(sin θ) − Pn(sin θ′)

}
]

Pn(cosγ) cos θ′ dθ′dλ′ =

= −4π
n+ 3

2n+ 1
an+2fn(a) ρ(a)Pn(sin θ) (4.36)

y para n = 0 se anula.
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Sustituyendo (4.34) y (4.36) en (4.33), para n 6= 0, se obtiene

Vn =
4πG

2n+ 1

∫ a

0

ρ(a′)
∂

∂a′
[a′n+3fn(a′)]da′ − 4πG

2n + 1
an+2fn(a) ρ(a)Pn(sin θ)

(4.37)
y para n = 0

V0 = 4πG

∫ a

0

ρ(a′) a′2 da′ (4.38)

Como se puede observar la primera integral del segundo miembro de la
ecuación (4.37) coincide con el valor de Vn en la teoŕıa clásica.

El análisis para los términos correspondientes de Un resulta similar al efec-
tuado para Vn con lo que, para n 6= 0,

Un =
4πG

2n+ 1

∫ a1

a

ρ(a′)
∂

∂a′
[a′2−nfn(a

′)]da′ +
4πG

2n+ 1
a1−nfn(a) ρ(a)Pn(sin θ)

(4.39)
y para n = 0

U0 = 4πG

∫ a1

a

ρ(a′) a′ da′ (4.40)

Ahora sustituyendo rk por rk = ak

(
1 + k

∞∑

n=0

fn(a)Pn(sin θ)

)
en (4.26),

para primer orden en las amplitudes, se obtiene

Ω = 4πG

[
a−1

∫ a

0

ρ(a′)a′2da′ − a−1

∞∑

n=0

{∫ a

0

ρ(a′)a′2 da′
}
fn(a)Pn(sin θ)

]
+

+4πG

∫ a1

a

ρ(a′)a′ da′ +

∞∑

n=1

4πG

2n+ 1

{
a−n−1

∫ a

0

ρ(a′)
∂

∂a′
[a′2−nfn(a

′)]da′ +

+an

∫ a1

a

ρ(a′)
∂

∂a′
[a′2−nfn(a′)]da′

}
Pn(sin θ)+

+

∞∑

n=1

[
−a−n−1 2πG

2n + 1
an+2 fn(a) + an 2πG

2n + 1
a1−n fn(a)

]
Pn(sin θ) (4.41)

Nótese que el último sumatorio de la ecuación (4.41) es nulo.
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Entonces sustituyendo (4.25) en (4.41) se obtiene que

Ω = 4πG[E0(a) + a−1F0(a)]+

+
∞∑

n=1

4πG

{
1

2n + 1
[anEn(a) + a−n−1Fn(a)]− a−1F0(a) fn(a)

}
Pn(sin θ)

(4.42)

Este resultado coincide con el obtenido para la expresión del potencial en
la teoŕıa clásica.

Teoŕıa de primer orden: Desarrollo anaĺıtico

Este método se basa en el desarrollo anaĺıtico del inverso de la distancia.
Sea

Ω = K +W (4.43)

donde

K = G

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ a1

a

ρ(a′)r′2

∆

∂ r′

∂a′
cos θ′ da′dθ′dλ′

W = G

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ a

0

ρ(a′)r′2

∆

∂ r′

∂a′
cos θ′ da′dθ′dλ′

(4.44)

Para calcular K y W se utilizarán los desarrollos

W =
∞∑

n=0

Wn r
−n−1 , K =

∞∑

n=0

Kn r
n

donde Wn y Kn están definidas por (4.9) y (4.10).

Los desarrollos de

1

∆
=

1√
r2 + r′2 − 2rr′ cos γ

=





∞∑

n=0

r′n

rn+1
Pn(cos γ) si r′ < r

∞∑

n=0

rn

r′n+1
Pn(cos γ) si r′ > r
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no convergen en la capa definida por r ∈ [rmin(a), rmax(a)] con

rmin(a) = min
{
r(a, θ, λ) : θ ∈

[
−π

2
,
π

2

]
∧ λ ∈ [0, π]

}

rmax(a) = max
{
r(a, θ, λ) : θ ∈

[
−π

2
,
π

2

]
∧ λ ∈ [0, π]

}

Para resolver este problema se define

D(a, a′) =
1√

a2 + a′2 − 2aa′ cos γ
(4.45)

El inverso de la distancia entre dm y dm′ se puede desarrollar hasta segundo
orden en Σ y Σ′ quedando de la forma siguiente

1

∆
= D(a, a′) +Da(a, a

′)aΣ +Da′(a, a′)a′ Σ′ + 1
2
Daa(a, a

′)a2 Σ2+

+Daa′(a, a′)aa′ ΣΣ′ + 1
2
Da′a′(a, a′)a′2 Σ′2 + · · ·

(4.46)
donde los sub́ındices x denotan la derivada respecto al parámetro x.

Por otra parte

dm′ = ρ(a′) a′2(1+3Σ′ +a′ Σ′
a′ +3Σ′2 +2a′Σ′Σ′

a′ + · · · ) cos θ′ da′dθ′dλ′ (4.47)

Para calcular el potencial dentro de la superficie equipotencial de dm se
desarrolla D(a, a′) como sigue

D(a, a′) =
1

a

∞∑

n=0

(
a′

a

)n

Pn(cos γ) (4.48)

mientras que para calcularlo en la superficie exterior se desarrolla

D(a, a′) =
1

a′

∞∑

n=0

( a
a′

)n

Pn(cos γ) (4.49)

Para el cálculo de W se tomará

1

∆
=

1

a

∞∑

n=0

(
a′

a

)n

{1 − (n+ 1)Σ + nΣ′}Pn(cos γ) (4.50)
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Sustituyendo (4.47) y (4.50) en (4.44) se obtiene

W = G

∫ a

0

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∞∑

n=0

a′n+2

an+1
{1 − (n+ 1)Σ + (n+ 3)Σ′ + a′Σ′

a′} ·

·Pn(sin θ′) ρ(a′) cos θ′ dθ′dλ′da′ (4.51)

Para el cálculo de K se procederá de forma análoga

1

∆
=

1

a′

∞∑

n=0

( a
a′

)n

{1 + nΣ − (n+ 1)Σ′}Pn(cos γ) (4.52)

Sustituyendo (4.47) y (4.52) en (4.44) se obtiene

K = G

∫ a1

a

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∞∑

n=0

an

a′n−1
{1 + nΣ + (2 − n)Σ′ + a′Σ′

a′} ·

·Pn(sin θ′) ρ(a′) cos θ′ dθ′dλ′da′ (4.53)

Si se calcula (4.51) y (4.53) para n 6= 0 se obtiene
∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

ΣPn(cos γ) dθ′dλ′ = 0 ,

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

ΣP0(cos γ) dθ
′dλ′ = 4πΣ

(4.54)
y

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

Σ′Pn(cos γ) dθ′dλ′ =
4π

2n + 1
fn(a′)Pn(sin θ′)

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

a′Σ′
a′Pn(cos γ) dθ′dλ′ =

4π

2n+ 1
a′ fn(a

′)Pn(sin θ′)

(4.55)

Por lo tanto

W = 4πG

∫ a

0

ρ(a′) a′2 da′ − 4πG
∞∑

n=0

fn(a)

∫ a

0

ρ(a′) a′2 da′ Pn(sin θ)+

+
∞∑

n=0

4πG

2n+ 1

∫ a

0

ρ(a′)
∂

∂a′
[a′n+3fn(a

′)]da′ (4.56)

K = 4πG

∫ a1

a

ρ(a′) a′ da′ +
∞∑

n=0

4πG

2n+ 1

∫ a1

a

ρ(a′)
∂

∂a′
[a′2−nfn(a

′)]da′ (4.57)



Teoŕıas de primer y segundo orden sobre el potencial de ciertas figuras de equilibrio 149

Sustituyendo (4.56) y (4.57) en (4.43), se obtiene

Ω = K +W = 4πG[E0(a) + a−1F0(a)]+

+
∞∑

n=1

4πG

{
1

2n + 1
[anEn(a) + a−n−1Fn(a)]− a−1F0(a)fn(a)

}
Pn(sin θ)

(4.58)
con lo que el potencial autogravitacional coincide con el calculado en la sec-
ción anterior y, por tanto, con el de la teoŕıa clásica.

4.3.2. Teoŕıa de segundo orden

Según Kopal [50] [51] la amplitud f2(a) representa cantidades de primer
orden en ω2, es decir, f2(a) = O(ω2); la amplitud f4(a) representa cantidades
de segundo orden; la amplitud f6(a) representa cantidades de tercer orden;
etc.

En nuestro caso, dado que nuestra teoŕıa de primer orden coincide con la
teoŕıa clásica, podemos asumir en este momento que f2(a) representa canti-
dades de primer orden en ω2. Siendo el orden de f4(a), f6(a), ... de órdenes
superiores. Para asumir que f2k(a) es de orden ω2k, será necesario probar que
nuestra teoŕıa coincide con la teoŕıa clásica hasta orden 2k.

De (4.15)

r′k = a′k
(

1 + kΣ′ +
k(k − 1)

2
Σ′2 +

k(k − 1)(k − 2)

3!
Σ′3 + · · ·

)
(4.59)

ln r′ = ln a+ Σ′ − Σ′2

2
+

Σ′3

3
+ · · · (4.60)

con

Σ′ =

α∑

i=0

f2i(a
′)P2i(sin θ)

Σ′2 =
α∑

i=0

α∑

j=0

f2i(a
′) f2j(a

′)P2i(sin θ)P2j(sin θ)

Σ′3 =
α∑

i=0

α∑

j=0

α∑

s=0

f2i(a
′) f2j(a

′) f2s(a
′)P2i(sin θ)P2j(sin θ)P2s(sin θ)

donde α ∈ N
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De (3.35)

Pi(sin θ
′)Pj(sin θ

′)Ps(sin θ
′) =

=

i+j∑

q=|i−j|

s+q∑

u=|s−q|

2q + 1

2

2u+ 1

2
IL(i, j, q) IL(s, q, u)Pu(sin θ

′) (4.61)

De (3.35), (4.20)

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

Pi(sin θ
′)Pj(sin θ

′)Pn(cos γ) cos θ′ dθ′ dλ′ =

=
4π

2n+ 1

2n+ 1

2
IL(i, j, n)Pn(sin θ) (4.62)

De (4.20), (4.61)

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

Pi(sin θ
′)Pj(sin θ

′)Ps(sin θ
′)Pn(cos γ) cos θ′ dθ′ dλ′ =

=
4π

2n + 1

i+j∑

q=|i−j|

2q + 1

2

2n + 1

2
IL(i, j, q) IL(s, q, n)Pn(sin θ) (4.63)

De (4.14), (4.20), (4.21), (4.62), (4.63)

Wn = 4π G

∫ a

0

ρ(a′) a′2 da′ δn,0 +
4π G

2n + 1

[∫ a

0

ρ(a′)
∂

∂a′
{
a′n+3 [fn(a′)+

+
(n+ 2)(2n + 1)

4

α∑

i=0

α∑

j=0

fi(a
′) fj(a

′) IL(i, j, n)+

+
(n+ 2)(n + 1)(2n+ 1)

12
·

·
α∑

i=0

α∑

j=0

α∑

s=0

i+j∑

q=|i−j|

2q + 1
2

fi(a′) fj(a′) fs(a′) IL(i, j, q) IL(s, q, n) + · · ·





da′


Pn(sin θ)

(4.64)
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Por otra parte

W0 = 4πG

∫ a

0

ρ(a′) a′2 da′ = Gm(a) (4.65)

donde m(a) es la masa contenida en la superficie equipotencial de parámetro
a.

Sustituyendo n = 0 en (4.64) y teniendo en cuenta (4.65), se obtiene

f0(a
′) +

1

2

α∑

i=0

α∑

j=0

fi(a
′) fj(a

′) IL(i, j, 0)+

+
1

6

α∑

i=0

α∑

j=0

α∑

s=0

i+j∑

q=|i−j|

2q + 1

2
fi(a

′) fj(a
′) fs(a

′) IL(i, j, q) IL(s, q, 0) + · · · = 0

(4.66)

Llamando

F0(a) =

∫ a

0

ρ(a′) a′2 da′ (4.67)

Fn(a) =
∫ a

0

ρ(a′)
∂

∂a′



a′n+3


fn(a′) +

(n + 2)(2n + 1)
4

α∑

i=0

α∑

j=0

fi(a′) fj(a′) IL(i, j, n)+

+
(n + 2)(n + 1)(2n + 1)

12

α∑

i=0

α∑

j=0

α∑

s=0

i+j∑

q=|i−j|

2q + 1
2

fi(a′) fj(a′) fs(a′) IL(i, j, q) IL(s, q, n) + · · ·





 da′

(4.68)
para n > 0.

De (4.11), (4.14), (4.64), (4.65), (4.67), (4.68)

V = 4πG
∞∑

n=0

Fn(a)

2n + 1
r−n−1 Pn(sin θ) (4.69)

De (4.12), (4.20), (4.21), (4.62), (4.63)

Kn =
4π G

2n + 1

[∫ a1

a

ρ(a′)
∂

∂a′

{
a′2−n

[
1

2
δn,0 + fn(a

′)+

+
(1 − n)(2n + 1)

4

α∑

i=0

α∑

j=0

fi(a
′) fj(a

′) IL(i, j, n) − (1 − n)n(2n + 1)

12
·
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·
α∑

i=0

α∑

j=0

α∑

s=0

i+j∑

q=|i−j|

2q + 1
2

fi(a′) fj(a′) fs(a′) IL(i, j, q) IL(s, q, n) + · · ·





da′


Pn(sin θ)

(4.70)
para n 6= 2

De (4.13), (4.20), (4.22), (4.62), (4.63)

K2 =
4πG

5

[∫ a1

a

ρ(a′)
∂

∂a′

{
f2(a

′) − 5

4

α∑

i=0

α∑

j=0

fi(a
′) fj(a

′) IL(i, j, 2)+

+
5
6

α∑

i=0

α∑

j=0

α∑

s=0

i+j∑

q=|i−j|

2q + 1
2

fi(a′) fj(a′) fs(a′) IL(i, j, q) IL(s, q, 2) + · · ·



 da′


P2(sin θ)

(4.71)

Llamando

En(a) =

∫ a1

a

ρ(a′)
∂

∂a′

{
a′2−n

[
1

2
δn,0 + fn(a′)+

+
(1 − n)(2n+ 1)

4

α∑

i=0

α∑

j=0

fi(a
′) fj(a

′) IL(i, j, n) − (1 − n)n(2n + 1)

12
·

·
α∑

i=0

α∑

j=0

α∑

s=0

i+j∑

q=|i−j|

2q + 1
2

fi(a′) fj(a′) fs(a′) IL(i, j, q) IL(s, q, n) + · · ·





 da′ (4.72)

para n 6= 2

E2(a) =

∫ a1

a

ρ(a′)
∂

∂a′

{
f2(a

′) − 5

4

α∑

i=0

α∑

j=0

fi(a
′) fj(a

′) IL(i, j, 2)+

+
5
6

α∑

i=0

α∑

j=0

α∑

s=0

i+j∑

q=|i−j|

2q + 1
2

fi(a′) fj(a′) fs(a′) IL(i, j, q) IL(s, q, 2) + · · ·



 da′ (4.73)

De (4.11), (4.12), (4.13), (4.70), (4.71), (4.72), (4.73)

U = 4πG
∞∑

n=0

En(a)

2n + 1
rn Pn(sin θ) (4.74)
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De (4.3), (4.69), (4.74)

Ω = 4πG
∞∑

n=0

En(a) r
n + Fn(a) r

−n−1

2n + 1
Pn(sin θ) (4.75)

Truncando r3, hasta tercer orden en las amplitudes, se obtiene

r3 = a3
(
1 + 3Σ + 3Σ2 + Σ3

)
= 3a3

{(
1

3
+ f0(a) +

1

5
f2

2 (a) +
2

105
f3

2 (a)

)
+

+

(
f2(a) + 2f0(a) f2(a) +

2

7
f2

2 (a) +
1

7
f3

2 (a)

)
P2(sin θ)+

+

(
18

35
f2

2 (a) +
36

385
f3

2 (a) + f4(a)

)
P4(sin θ)

}
(4.76)

De (4.66)

f0(a
′) = −1

5
f2

2 (a′) − 2

105
f3

2 (a′)

que es válida hasta tercer orden en las amplitudes.

Por lo tanto, para segundo orden

f0(a
′) = −1

5
f2

2 (a′) (4.77)

Consecuentemente, en segundo orden,

E0(a) =

∫ a1

a

ρ(a′)
∂

∂a′

{
a′2
[
1

2
− 1

10
f2

2 (a′)

]}
da′

E2(a) =

∫ a1

a

ρ(a′)
∂

∂a′

{
f2(a

′) − 1

7
f2

2 (a′)

}
da′

E4(a) =

∫ a1

a

ρ(a′)
∂

∂a′

{
1

a′2

[
f4(a

′) − 27

35
f2

2 (a′)

]}
da′

En(a) =

∫ a1

a

ρ(a′)
∂

∂a′
{
a′2−n fn(a

′)
}
da′ (4.78)

F0(a) =

∫ a

0

a′2 ρ(a′) da′
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F2(a) =

∫ a

0

ρ(a′)
∂

∂a′

{
a′5
[
f2(a

′) +
4

7
f2

2 (a′)

]}
da′

F4(a) =

∫ a

0

ρ(a′)
∂

∂a′

{
a′7
[
f4(a

′) +
54

35
f2

2 (a′)

]}
da′

Fn(a) =

∫ a

0

ρ(a′)
∂

∂a′
{
a′n+3 fn(a′)

}
da′ (4.79)

De (4.9), (4.10), (4.11), (4.78), (4.79)

K = 4πG

∞∑

j=0

Ej(a)

2j + 1
rj Pj(sin θ) (4.80)

W = 4πG
∞∑

j=0

Fj(a)

2j + 1
r−j−1 Pj(sin θ) (4.81)

Por otra parte, truncando Σ2 hasta segundo orden en las amplitudes, se
obtiene

Σ2 = f2
2 (a)

(
1

5
+

2

7
P2(sin θ) +

18

35
P4(sin θ)

)
(4.82)

De (4.15), (4.21), (4.78), (4.80), (4.82)

K0 = 4πGE0(a) = 4πG

{∫ a1

a

a′ ρ(a′) da′ − 1

5

∫ a1

a

a′ ρ(a′) f2
2 (a′) da′−

−1

5

∫ a1

a

a′2 ρ(a′) f2(a
′)
d f2(a

′)

da′
da′
}

(4.83)

K2 =
4πG

5
E2(a) r

2 P2(sin θ) =
4πGa2

5

{∫ a1

a

ρ(a′)
d f2(a

′)

da′
da′+

+2

(
∞∑

m=0

f2m(a)P2m(sin θ)

)(∫ a1

a

ρ(a′)
d f2(a

′)

da′
da′
)
−

−2

7

∫ a1

a

ρ(a′) f2(a
′)
d f2(a

′)

da′
da′
}
P2(sin θ) (4.84)

K4 =
4πG

9
E4(a) r

4 P4(sin θ) =
4πGa4

9

{
−2

∫ a1

a

a′−3 ρ(a′) f4(a
′) da′+
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+
54

35

∫ a1

a

a′−3 ρ(a′) f2
2 (a′) da′ +

∫ a1

a

a′−2 ρ(a′)
d f4(a

′)

da′
da′−

−54

35

∫ a1

a

a′−2 ρ(a′) f2(a
′)
d f2(a

′)

da′
da′
}
P4(sin θ) (4.85)

Kn =
4πG

2n+ 1
En(a) rn Pn(sin θ) para n > 4 (4.86)

De (4.15), (4.21), (4.79), (4.81), (4.82)

W0 = 4πGF0(a) r
−1 = 4πGa−1

{
1 −

∞∑

m=0

f2m(a)P2m(sin θ)+

+f2
2 (a)

(
1

5
+

2

7
P2(sin θ) +

18

35
P4(sin θ)

)}∫ a

0

a′2 ρ(a′) da′ (4.87)

W2 =
4πG

5
F2(a) r−3 P2(sin θ) =

4πG

5a3

{
5

(
1 − 3

∞∑

m=0

f2m(a) P2m(sin θ)

)∫ a

0

a′4 ρ(a′) f2(a′) da′+

+

(
1 − 3

∞∑

m=0

f2m(a) P2m(sin θ)

)∫ a

0

a′5ρ(a′)
d f2(a′)

da′ da′ +
20
7

∫ a

0

a′4 ρ(a′) f2
2 (a′) da′+

+
8

7

∫ a

0

a′5 ρ(a′) f2(a
′)
d f2(a

′)

da′
da′
}
P2(sin θ) (4.88)

W4 =
4πG

9
F4(a) r−5 P4(sin θ) =

4πG

9a5

{
7
∫ a

0

a′6 ρ(a′) f4(a′) da′ +
54
5

∫ a

0

a′6 ρ(a′) f2
2 (a′) da′+

+

∫ a

0

a′7 ρ(a′)
d f4(a

′)

da′
da′ +

108

35

∫ a

0

a′7 ρ(a′) f2(a
′)
d f2(a

′)

da′
da′
}
P4(sin θ)

(4.89)

Wn =
4πG

2n + 1
Fn(a) r

−n−1 Pn(sin θ) para n > 4 (4.90)
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Desafortunadamente las series definidas en (4.6) no convergen en la capa
definida por r ∈ [rmin(a), rmax(a)] con

rmin(a) = min
{
r(a, θ, λ) : θ ∈

[
−π

2
,
π

2

]
, λ ∈ [0, 2π]

}

rmax(a) = max
{
r(a, θ, λ) : θ ∈

[
−π

2
,
π

2

]
, λ ∈ [0, 2π]

}

y además la suposiciones, que la teoŕıa clásica asume, de que Un = Kn y
Vn = Wn, no son correctas.

Para resolver estos inconvenientes utilizaremos dos métodos diferentes:
uno empleando la cuadratura numérica y el otro empleando un desarrollo
anaĺıtico.

Teoŕıa de segundo orden: Método de cuadratura numérica

Truncando la serie (4.15) para m = α

r = a

(
1 +

α∑

m=0

f2m(a)P2m(sin θ)

)
= a(1 + Σ) (4.91)

Desarrollando rj, Σ2 y Σ hasta segundo orden

rj = aj(1 + Σ)j = aj

(
1 + jΣ +

j(j − 1)

2
Σ2

)
(4.92)

Σ2 =
1

5
f2

2 (a)P0(sin θ) +
2

7
f2

2 (a)P2(sin θ) +
18

35
f2

2 (a)P4(sin θ) (4.93)

Σ = f0(a)P0(sin θ) + f2(a)P2(sin θ) + f4(a)P4(sin θ) +
α∑

m=3

f2m(a)P2m(sin θ)

(4.94)

De (4.92), (4.93), (4.94)

rj = aj

{
1 + jf0(a) +

j(j − 1)

10
f2

2 (a) +

(
jf2(a) +

j(j − 1)

7
f2

2 (a)

)
P2(sin θ)+

+

(
9j(j − 1)

35
f2

2 (a) + jf4(a)

)
P4(sin θ) +

α∑

m=3

f2m(a)P2m(sin θ)

}
(4.95)
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Por otro lado
ln r = ln a+ ln(1 + Σ) (4.96)

ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n+1x
n

n

Desarrollando ln(1 + Σ) hasta segundo orden

ln(1 + Σ) = Σ − Σ2

2
(4.97)

De (4.93), (4.94), (4.96), (4.97)

ln r = ln a+ f0(a) −
1

10
f2

2 (a) +

(
f2(a) −

1

7
f2

2 (a)

)
P2(sin θ)+

+

(
f4(a) −

9

35
f2

2 (a)

)
P4(sin θ) +

α∑

m=3

f2m(a)P2m(sin θ) (4.98)

Sean (a, θ, λ) las coordenadas de Clairaut de la superficie equipotencial que
contiene a dm y a dm′ en la dirección de (θ′, λ′) dadas por (a(1 + Σ)(1 + Σ′)−1, θ′, λ′).

Entonces, aproximando hasta segundo orden,

a′ =
(
a(1 + Σ)(1 + Σ′)−1

)
= a+ aΣ − aΣ′ + aΣ′2 − aΣΣ′ (4.99)

Considerando que d f2(a)
d a

es de primer orden y el resto de derivadas de las

funciones de deformación, d fk(a)
d a

, son de segundo orden o superior, desarro-
llaremos f2m(a′) hasta segundo orden.

f2m(a′) = f2m (a+ a(Σ − Σ′)) = f2m(a) +
d f2m(a)

d a
a(Σ − Σ′) (4.100)

De (4.94), (4.100)

Σ′ = f0(a)−
1

5
a f2(a)

d f2(a)

d a
+

[
f2(a) + a f2(a)

d f2(a)

d a

(
P2(sin θ) −

2

7

)]
P2(sin θ

′)+

+

(
f4(a) −

18

35
a f2(a)

d f2(a)

d a

)
P4(sin θ

′) +
α∑

m=3

f2m(a)P2m(sin θ′) (4.101)
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Por otra parte

Σ′2 =
α∑

m=0

α∑

k=0

f2m(a′) f2k(a
′)P2m(sin θ′)P2k(sin θ

′) =

=
α∑

m=0

α∑

k=0

(
f2m(a) +

d f2m(a)

d a
a(Σ − Σ′)

)(
f2k(a) +

d f2k(a)

d a
a(Σ − Σ′)

)
·

·P2m(sin θ′)P2k(sin θ
′)

En segundo orden, Σ′2, queda como Σ′2 = f2
2 (a)P 2

2 (sin θ′).

Además como P 2
2 (sin θ′) = 1

5
+ 2

7
P2(sin θ

′) + 18
35
P4(sin θ

′), entonces

Σ′2 =
1

5
f2

2 (a) +
2

7
f2

2 (a)P2(sin θ
′) +

18

35
f2

2 (a)P4(sin θ
′) (4.102)

ΣΣ′ =
α∑

m=0

α∑

k=0

f2m(a) f2k(a
′)P2m(sin θ)P2k(sin θ

′) =

=

α∑

m=0

α∑

k=0

f2m(a)

(
f2k(a) +

d f2k(a)

d a
a(Σ− Σ′)

)
P2m(sin θ)P2k(sin θ

′)

Por lo tanto, en segundo orden,

ΣΣ′ = f2
2 (a)P2(sin θ)P2(sin θ

′) (4.103)

Llamando
S1 = f2(a) (P2(sin θ) − P2(sin θ

′)) (4.104)

S2 =
1

5

(
f2

2 (a) + a f2(a)
d f2(a)

d a

)
+ f4(a)P4(sin θ)+

+
(

2
7

f2
2 (a) − f2

2 (a) P2(sin θ) +
2
7

a f2(a)
d f2(a)

d a
− a f2(a)

d f2(a)
d a

P2(sin θ)
)

P2(sin θ′)+

+
(

18
35

f2
2 (a) − f4(a) +

18
35

a f2(a)
d f2(a)

d a

)
P4(sin θ′)+

α∑

m=3

f2m(a) (P2m(sin θ) − P2m(sin θ′))

(4.105)

De (4.94), (4.99), (4.101), (4.102), (4.103)

a′ = a+ aS1 + aS2 (4.106)
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Por otra parte, el potencial exterior vendrá determinado por

Un =
G

2 − n

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ a1

r

ρ(a′)
∂ r′2−n

∂ a′
Pn(cos γ) cos θ′ da′ dθ′ dλ′ para n 6= 2

(4.107)

Sea ∫ a1

r

ρ(a′)
∂ r′2−n

∂ a′
da′ =

∫ a1

a+aS1+aS2

ρ(a′)
∂ r′2−n

∂ a′
da′ =

=

∫ a1

a

ρ(a′)
∂ r′2−n

∂ a′
da′ +

∫ a

a+aS1

ρ(a′)
∂ r′2−n

∂ a′
da′ +

∫ a+aS1

a+aS1+aS2

ρ(a′)
∂ r′2−n

∂ a′
da′

(4.108)
donde

Kn =
G

2 − n

∫ a1

a

ρ(a′)
∂

∂ a′

[∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

r′2−n Pn(cos γ) cos θ′ dθ′ dλ′

]
da′ para n 6= 2

(4.109)

Seguidamente aproximaremos la integral
∫ a

a+aS1
ρ(a′) ∂ r′2−n

∂ a′ da′ hasta se-
gundo orden utilizando un método de integración numérica de primer orden,
concretamente el método del trapecio,

∫ a

a+aS1

ρ(a′)
∂ r′2−n

∂ a′ da′ = −aS1

2

(
ρ(a)

∂ r′2−n

∂ a′

∣∣∣∣
a′=a

+ ρ(a + aS1)
∂ r′2−n

∂ a′

∣∣∣∣
a′=a+aS1

)

(4.110)

Como S1 es de primer orden, aproximaremos ∂ r′2−n

∂ a′ hasta primer orden.

r′2−n = a′2−n (1 + (2 − n) f2(a
′)P2(sin θ

′)) en primer orden

∂ r′2−n

∂ a′ = (2 − n) a′1−n

[
1 +

(
(2 − n) f2(a′) + a′ d f2(a′)

d a′

)
P2(sin θ′)

]
en primer orden

De (4.100) f2(a
′) = f2(a) y d f2(a

′)
d a′ = d f2(a)

d a
en primer orden. Por lo tanto

ρ(a)
∂ r′2−n

∂ a′

∣∣∣∣
a′=a

= (2−n) a1−n ρ(a)

[
1 +

(
(2 − n) f2(a) + a

d f2(a)

d a

)
P2(sin θ

′)

]

(4.111)
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Por otra parte

ρ(a+ aS1) = ρ(a) + aS1
d ρ(a)

d a
en primer orden

con lo que aproximando hasta primer orden el producto ρ(a+aS1)
∂ r′2−n

∂ a′

∣∣∣
a′=a+aS1

queda

ρ(a+ aS1)
∂ r′2−n

∂ a′

∣∣∣∣
a′=a+aS1

= (2 − n) a1−n ρ(a) [1 + (1 − n)S1) +

+

(
(2 − n) f2(a) + a

d f2(a)

d a

)
P2(sin θ

′)

]
+ (2 − n) a2−n S1

d ρ(a)

d a
(4.112)

De (4.104), (4.110), (4.111), (4.112)

∫ a

a+aS1

ρ(a′)
∂ r′2−n

∂ a′
da′ = −(2 − n) a2−n ρ(a)

[
−1

5
f2

2 (a) − 1

5
a f2(a)

d f2(a)

d a
+

+
(

f2(a) +
1− n

7
f2
2 (a)

)
P2(sin θ)+

9(1 − n)
35

f2
2 (a) P4(sin θ)+

(
−f2(a) − 3

7
f2
2 (a) +

n

7
f2
2 (a)+

+f2
2 (a)P2(sin θ) −

2

7
a f2(a)

d f2(a)

d a
+ a f2(a)

d f2(a)

d a
P2(sin θ)

)
P2(sin θ

′)+

+

(
−27

35
f2

2 (a) +
9n

35
f2

2 (a) − 18

35
a f2(a)

d f2(a)

d a

)
P4(sin θ

′)

]
−

−(2−n) a2−n d ρ(a)
d a

[
1
5

a f2
2 (a) +

1
7

a f2
2 (a) P2(sin θ) +

9
35

a f2
2 (a) P4(sin θ) +

(
1
7

a f2
2 (a)−

−a f2
2 (a)P2(sin θ)

)
P2(sin θ

′) +
9

35
a f2

2 (a)P4(sin θ
′)

]
para n 6= 2 (4.113)

Ahora aproximaremos la integral

∫ a+aS1

a+aS1+aS2

ρ(a′)
∂ r′2−n

∂ a′
da′ hasta segundo

orden utilizando el método del rectángulo

∫ a+aS1

a+aS1+aS2

ρ(a′)
∂ r′2−n

∂ a′
da′ = −aS2 ρ(ξ)

∂ r′2−n

∂ a′

∣∣∣∣
a′=ξ

donde ξ ∈ [a+ aS1 , a+ aS1 + aS2]
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Como S2 es de segundo orden, tanto ρ(ξ) como ∂ r′2−n

∂ a′

∣∣∣
a′=ξ

se tendrán que

aproximar hasta orden cero. Por lo tanto

∫ a+aS1

a+aS1+aS2

ρ(a′)
∂ r′2−n

∂ a′
da′ = −(2 − n) a1−n ρ(a)S2 para n 6= 2 (4.114)

Para el caso n = 2 se tiene que

U2 = G

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ a1

r

ρ(a′)
∂

∂ a′
(ln r′)P2(cos γ) cos θ′ da′ dθ′ dλ′ (4.115)

Sea

∫ a1

r

ρ(a′)
∂

∂ a′
(ln r′) da′ =

∫ a1

a+aS1+aS2

ρ(a′)
∂

∂ a′
(ln r′) da′ =

=

∫ a1

a

ρ(a′)
∂

∂ a′
(ln r′) da′+

∫ a

a+aS1

ρ(a′)
∂

∂ a′
(ln r′) da′+

∫ a+aS1

a+aS1+aS2

ρ(a′)
∂

∂ a′
(ln r′) da′

(4.116)
donde

K2 = G

∫ a1

a

ρ(a′)
∂

∂ a′

[∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

ln r′ P2(cos γ) cos θ′ dθ′ dλ′

]
da′ (4.117)

A continuación aproximaremos la integral
∫ a

a+aS1
ρ(a′) ∂

∂ a′ (ln r
′) da′ hasta

segundo orden utilizando un método de integración numérica de primer or-
den, concretamente el método del trapecio,

∫ a

a+aS1

ρ(a′)
∂

∂ a′ (ln r′) da′ = −aS1

2

(
ρ(a)

∂

∂ a′ (ln r′)
∣∣∣∣
a′=a

+ ρ(a + aS1)
∂

∂ a′ (ln r′)
∣∣∣∣
a′=a+aS1

)

(4.118)

Como S1 es de primer orden, aproximaremos ∂
∂ a′ (ln r

′) hasta primer orden.

ln r′ = ln a′ + f2(a
′)P2(sin θ

′) en primer orden

∂

∂ a′
(ln r′) = a′−1 +

d f2(a
′)

d a′
P2(sin θ

′) en primer orden
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De (4.100) f2(a
′) = f2(a) y d f2(a′)

d a′ = d f2(a)
d a

en primer orden. Por lo tanto

ρ(a)
∂

∂ a′
(ln r′)

∣∣∣∣
a′=a

= ρ(a) a′−1 + ρ(a)
d f2(a

′)

d a′
P2(sin θ

′) (4.119)

Por otra parte

ρ(a+ aS1) = ρ(a) + aS1
d ρ(a)

d a
en primer orden

con lo que aproximando hasta primer orden el producto

ρ(a+ aS1)
∂

∂ a′ (ln r
′)
∣∣
a′=a+aS1

queda

ρ(a + aS1)
∂

∂ a′ (ln r′)
∣∣∣∣
a′=a+aS1

= (1 − S1) a−1 ρ(a) + ρ(a)
d f2(a)

d a
P2(sin θ′) +

d ρ(a)
d a

S1

(4.120)

De (4.104), (4.118), (4.119), (4.120)
∫ a

a+aS1

ρ(a′)
∂

∂ a′
(ln r′) da′ = ρ(a)

[
1

5
f2

2 (a) +

(
−f2(a) +

1

7
f2

2 (a)

)
P2(sin θ)+

+
9

35
f2

2 (a)P4(sin θ) +
1

5
a f2(a)

d f2(a)

d a
+

+

(
f2(a) +

1

7
f2

2 (a)− f2
2 (a)P2(sin θ) +

2

7
a f2(a)

d f2(a)

d a
−

− a f2(a)
d f2(a)

d a
P2(sin θ)

)
P2(sin θ′) +

(
9
35

f2
2 (a) +

18
35

a f2(a)
d f2(a)

d a

)
P4(sin θ′)

]
+

+
d ρ(a)

d a

[
−1

5
a f2

2 (a)− 1

7
a f2

2 (a)P2(sin θ) −
9

35
a f2

2 (a)P4(sin θ)+

+

(
−1

7
a f2

2 (a) + a f2
2 (a)P2(sin θ)

)
P2(sin θ

′) − 9

35
a f2

2 (a)P4(sin θ
′)

]

(4.121)

Ahora aproximaremos la integral

∫ a+aS1

a+aS1+aS2

ρ(a′)
∂

∂ a′
(ln r′) da′ hasta se-

gundo orden utilizando el método del rectángulo
∫ a+aS1

a+aS1+aS2

ρ(a′)
∂

∂ a′
(ln r′) da′ = −aS2 ρ(ξ)

∂

∂ a′
(ln r′)

∣∣∣∣
a′=ξ

donde ξ ∈ [a+ aS1 , a+ aS1 + aS2]



Teoŕıas de primer y segundo orden sobre el potencial de ciertas figuras de equilibrio 163

Como S2 es de segundo orden, tanto ρ(ξ) como ∂
∂ a′ (ln r

′)
∣∣
a′=ξ

se tendrán

que aproximar hasta orden cero. Por lo tanto
∫ a+aS1

a+aS1+aS2

ρ(a′)
∂

∂ a′
(ln r′) da′ = −ρ(a)S2 (4.122)

De (4.105), (4.107), (4.109), (4.113), (4.114), (4.115), (4.117), (4.121),
(4.122)

Un = Kn − 4πGa2δn,0

{
ρ(a)

[(
f2(a) +

1
7

f2
2 (a)

)
P2(sin θ) +

(
9
35

f2
2 (a) + f4(a)

)
P4(sin θ)+

+
α∑

m=3

f2m(a)P2m(sin θ)

]
+

d ρ(a)
da

[
1
5

a f2
2 (a) +

1
7

a f2
2 (a)P2(sin θ) +

9
35

a f2
2 (a)P4(sin θ)

]}
−

−4πG
9

a−2 δn,4

{
ρ(a)

(
27
35

f2
2 (a) − f4(a)

)
P4(sin θ) +

d ρ(a)
da

9
35

a f2
2 (a)P4(sin θ)

}
+

+
4πG

2n + 1
a2−n ρ(a)

α∑

m=3

f2m(a)P2m(sin θ) δn,2m para n 6= 2 (4.123)

con δn,m =

{
1 si n = m
0 si n 6= m

U2 = K2 − 4πG
5

{
ρ(a)

(
1
7

f2
2 (a) − f2(a)

)
P2(sin θ) +

d ρ(a)
da

a f2
2 (a)

(
1
7
− P2(sin θ)

)
P2(sin θ)

}

(4.124)

Por otra parte, el potencial interior vendrá determinado por

Vn =
G

n+ 3

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ r

0

ρ(a′)
∂ r′n+3

∂ a′
Pn(cos γ) cos θ′ da′ dθ′ dλ′ (4.125)

Sea ∫ r

0

ρ(a′)
∂ r′n+3

∂ a′
da′ =

∫ a+aS1+aS2

0

ρ(a′)
∂ r′n+3

∂ a′
da′ =

=

∫ a

0

ρ(a′)
∂ r′n+3

∂ a′
da′+

∫ a+aS1

a

ρ(a′)
∂ r′n+3

∂ a′
da′+

∫ a+aS1+aS2

a+aS1

ρ(a′)
∂ r′n+3

∂ a′
da′

(4.126)
donde

Wn =
G

n+ 3

∫ a

0

ρ(a′)
∂

∂ a′

[∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

r′n+3 Pn(cos γ) cos θ′ dθ′ dλ′

]
da′

(4.127)



164 Manuel Forner Gumbau

Seguidamente aproximaremos la integral
∫ a+aS1

a
ρ(a′) ∂ r′n+3

∂ a′ da′ hasta se-
gundo orden utilizando un método de integración numérica de primer orden,
concretamente el método del trapecio,

∫ a+aS1

a

ρ(a′)
∂ r′n+3

∂ a′ da′ =
aS1

2

(
ρ(a)

∂ r′n+3

∂ a′

∣∣∣∣
a′=a

+ ρ(a + aS1)
∂ r′n+3

∂ a′

∣∣∣∣
a′=a+aS1

)

(4.128)

Como S1 es de primer orden, aproximaremos ∂ r′n+3

∂ a′ hasta primer orden.

∂ r′n+3

∂ a′ = (n + 3) a′n+2

[
1 +

(
(n + 3) f2(a′) + a′ d f2(a′)

d a′

)
P2(sin θ′)

]
en primer orden

De (4.100) f2(a
′) = f2(a) y d f2(a

′)
d a′ = d f2(a)

d a
en primer orden. Por lo tanto

ρ(a)
∂ r′n+3

∂ a′

∣∣∣∣
a′=a

= (n+3) an+2 ρ(a)

[
1 +

(
(n+ 3) f2(a) + a

d f2(a)

d a

)
P2(sin θ

′)

]

(4.129)

Por otra parte

ρ(a+ aS1) = ρ(a) + aS1
d ρ(a)

d a
en primer orden

con lo que aproximando hasta primer orden el producto ρ(a+aS1)
∂ r′n+3

∂ a′

∣∣∣
a′=a+aS1

y teniendo en cuenta (4.104) queda

ρ(a+aS1)
∂ r′n+3

∂ a′

∣∣∣∣
a′=a+aS1

= (n+3) an+2 {ρ(a) [1 + (n + 2) f2(a) P2(sin θ) + f2(a) P2(sin θ′) +

+ a
d f2(a)

d a
P2(sin θ

′)

]
+
d ρ(a)

d a
a f2(a) (P2(sin θ) − P2(sin θ

′))

}
(4.130)

De (4.104), (4.128), (4.129), (4.130)

∫ a+aS1

a

ρ(a′)
∂ r′n+3

∂ a′
da′ = (n+3) an+3

{
ρ(a)

[
−1

5
f2

2 (a) − 1

5
a f2(a)

d f2(a)

d a
+

+

(
f2(a) +

2

7
f2

2 (a) +
n

7
f2

2 (a)

)
P2(sin θ)+

(
18

35
f2

2 (a) +
9n

35
f2

2 (a)

)
P4(sin θ)+
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+

(
−f2(a)−

4

7
f2

2 (a) − n

7
f2

2 (a) + f2
2 (a)P2(sin θ) −

2

7
a f2(a)

d f2(a)

d a
+

+a f2(a)
d f2(a)

d a
P2(sin θ)

)
P2(sin θ′)+

(
−36

35
f2
2 (a) − 9n

35
f2
2 (a) − 18

35
a f2(a)

d f2(a)
d a

)
P4(sin θ′)+

+
d ρ(a)

d a

[
1

5
a f2

2 (a) +
1

7
a f2

2 (a)P2(sin θ) +
9

35
a f2

2 (a)P4(sin θ) +

(
1

7
a f2

2 (a)−

−a f2
2 (a)P2(sin θ)

)
P2(sin θ

′) +
9

35
a f2

2 (a)P4(sin θ
′)

]}
(4.131)

Ahora aproximaremos la integral

∫ a+aS1+aS2

a+aS1

ρ(a′)
∂ r′n+3

∂ a′
da′ hasta segun-

do orden utilizando el método del rectángulo
∫ a+aS1

a+aS1

+aS2ρ(a
′)
∂ r′n+3

∂ a′
da′ = aS2 ρ(ξ)

∂ r′n+3

∂ a′

∣∣∣∣
a′=ξ

donde ξ ∈ [a+ aS1 , a+ aS1 + aS2]

Como S2 es de segundo orden, tanto ρ(ξ) como ∂ r′n+3

∂ a′

∣∣∣
a′=ξ

se tendrán que

aproximar hasta orden cero. Por lo tanto
∫ a+aS1+aS2

a+aS1

ρ(a′)
∂ r′n+3

∂ a′
da′ = (n+ 3) an+3 ρ(a)S2 (4.132)

De (4.105), (4.125), (4.126), (4.127), (4.131), (4.132)

Vn = Wn + 4πGa2

{
ρ(a)

[(
af2(a) +

2
7

a f2
2 (a)

)
P2(sin θ) +

(
a f4(a) +

18
35

a f2
2 (a)

)
P4(sin θ)+

+a

α∑

m=3

f2m(a)P2m(sin θ)

]
+

d ρ(a)

da

(
1

5
a2 f2

2 (a) +
1

7
a2 f2

2 (a)P2(sin θ)+

+
9

35
a2 f2

2 (a)P4(sin θ)

)}
δn,0 +

4πG

5
a4

{
ρ(a)

(
−a f2(a) − 4

7
a f2

2 (a)

)
+

+
d ρ(a)

da

(
1

7
a2 f2

2 (a) − a2 f2
2 (a)P2(sin θ)

)}
P2(sin θ) δn,2+

+
4πG
9

a6

{
ρ(a)

(
−a f4(a) −

54
35

a f2
2 (a)

)
P4(sin θ) +

d ρ(a)
da

9
35

a2 f2
2 (a)P4(sin θ)

}
δn,4−

− 4πG

2n + 1
an+3 ρ(a)

α∑

m=3

f2m(a)P2m(sin θ) δn,2m (4.133)
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Seguidamente calcularemos los primeros términos del desarrollo del poten-
cial autogravitatorio Ω.

De (4.123)

U0 = K0 − 4πGa2ρ(a)
[(

f2(a) +
1
7

f2
2 (a)

)
P2(sin θ) +

(
9
35

f2
2 (a) + f4(a)

)
P4(sin θ)+

+
α∑

m=3

f2m(a)P2m(sin θ)

]
− 4πGa3 f2

2 (a)
d ρ(a)
da

(
1
5

+
1
7

P2(sin θ) +
9
35

P4(sin θ)
)

(4.134)

De (4.133)

V0 = W0 + 4πGa3

{
ρ(a)

[(
f2(a) +

2
7

f2
2 (a)

)
P2(sin θ) +

(
f4(a) +

18
35

f2
2 (a)

)
P4(sin θ)+

+
α∑

m=3

f2m(a)P2m(sin θ)

]
+ a f2

2 (a)
d ρ(a)
da

(
1
5

+
1
7

P2(sin θ) +
9
35

P4(sin θ)
)}

(4.135)

Para calcular V0 r
−1 aproximaremos r−1 hasta primer orden ya que, en el

desarrollo de V0, existe un término de primer orden.

r−1 = a−1 (1 − f2(a)P2(sin θ)) (4.136)

De (4.3), (4.6), (4.134), (4.135), (4.136)

U0 + V0 r−1 = K0 + W0 r−1 − 4πGa2ρ(a)f2
2 (a)

(
1
5

+
1
7

P2(sin θ) +
9
35

P4(sin θ)
)

(4.137)

Para calcular U2 r
2 aproximaremos r2 hasta primer orden ya que, en el

desarrollo de U2, existe un término de primer orden.

r2 = a2 (1 + 2f2(a)P2(sin θ)) (4.138)
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De (4.133)

V2 = W2 +
4πG
5

a5

{
−ρ(a)

(
f2(a) +

4
7

f2
2 (a)

)
+

d ρ(a)
da

a f2
2 (a)

(
1
7
−P2(sin θ)

)}
P2(sin θ)

(4.139)

Para calcular V2 r
−3 aproximaremos r−3 hasta primer orden ya que, en el

desarrollo de V2, existe un término de primer orden.

r−3 = a−3 (1 − 3f2(a)P2(sin θ)) (4.140)

De (4.3), (4.6), (4.124), (4.138), (4.139), (4.140)

U2 r2 + V2 r−3 = K2 r2 + W2 r−3 +
4πG
5

a2 ρ(a) f2
2 (a)

(
1 +

5
7

P2(sin θ) +
18
7

P4(sin θ)
)

(4.141)

De (4.123)

U4 = K4 −
4πG

9
a−2

[
ρ(a)

(
37

35
f2
2 (a) − f4(a)

)
+

9

35

d ρ(a)

da
a f2

2 (a)

]
P4(sin θ)

(4.142)

Para calcular U4 r
4 aproximaremos r4 hasta orden cero ya que, en el de-

sarrollo de U4, todos los términos son de segundo orden.

r4 = a4 (4.143)

De (4.133)

V4 = W4 +
4πG

9
a7

[
−ρ(a)

(
f4(a) +

54

35
f2
2 (a)

)
+

9

35

d ρ(a)

da
a f2

2 (a)

]
P4(sin θ)

(4.144)

Para calcular V4 r
−5 aproximaremos r−5 hasta orden cero ya que, en el

desarrollo de V4, todos los términos son de segundo orden.

De (4.3), (4.6), (4.142), (4.143), (4.144)

U4 r4 + V4 r−5 = K4 r4 + W4 r−5 − 36πG

35
a2 ρ(a) f2

2 (a)P4(sin θ) (4.145)
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De (4.123)

Un = Kn +
4πG

2n + 1
a2−n ρ(a)

α∑

m=3

f2m(a)P2m(sin θ) δn,2m para n > 4

(4.146)

Para calcular Un r
n aproximaremos rn hasta orden cero ya que, en el de-

sarrollo de Un, todos los términos son de segundo orden.

rn = an (4.147)

De (4.133)

Vn = Wn − 4πG

2n + 1
an+3 ρ(a)

α∑

m=3

f2m(a)P2m(sin θ) δn,2m para n > 4

(4.148)

Para calcular Vn r
−1−n aproximaremos r−1−n hasta orden cero ya que, en

el desarrollo de Vn, todos los términos son de segundo orden.

De (4.3), (4.6), (4.146), (4.147), (4.148)

Un rn + Vn r−1−n = Kn rn + Wn r−1−n para n > 4 (4.149)

De (4.3), (4.6), (4.137), (4.141), (4.145), (4.149)

Ω = K0 + W0 r−1 + K2 r2 + W2 r−3 + K4 r4 + W4 r−5+

+
∞∑

m=3

(
K2m r2m + W2m r−(2m+1)

)
(4.150)

que es la forma clásica del desarrollo del potencial autogravitatorio hasta
segundo orden en las amplitudes.
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Teoŕıa de segundo orden: Desarrollo anaĺıtico

Sea

f(r, r′) =
1

∆
=

1√
r2 + r′2 − 2r r′ cos γ

(4.151)

Se define

D(a, a′) =
1√

a2 + a′2 − 2a a′ cos γ
(4.152)

Desarrollando f(r, r′), hasta segundo orden respecto de Σ y Σ′, alrededor
de (r0, r

′
0); donde

r0 = r|Σ=0 ∧ r′0 = r′|Σ′=0 ∧ r − r0 = aΣ ∧ r′ − r′0 = a′ Σ′

y los sub́ındices indicando las derivadas respecto de ese parámetro, queda

1

∆
= D(a, a′) +Da(a, a

′) aΣ +Da′(a, a′) a′ Σ′ +
1

2
Daa(a, a

′) a2 Σ2+

+Daa′(a, a′) a a′ ΣΣ′ +
1

2
Da′a′(a, a′) a′2 Σ′2 (4.153)

De (4.15)
∂r′

∂a′
= 1 + Σ′ + a′ Σ′

a′ (4.154)

De (4.21)

r′2 = a′2
(
1 + 2Σ′ + Σ′2) (4.155)

De (4.154), (4.155) y truncando la serie hasta segundo orden en Σ′ queda

∂r′

∂a′
r′2 = a′2

(
1 + 3Σ′ + 3Σ′2 + a′ Σ′

a′ + 2a′ Σ′ Σ′
a′

)
(4.156)

De (4.2) y (4.156) el elemento de masa en coordenadas de Clairaut viene
determinado por

dm′ = ρ(a′) a′2
(
1 + 3Σ′ + 3Σ′2 + a′ Σ′

a′ + 2a′ Σ′ Σ′
a′

)
cos θ′ dθ′ dλ′ da′

(4.157)
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De (4.153), (4.157) y truncando la serie hasta segundo orden en Σ y Σ′

queda

dm′

∆
= {D(a, a′) +Da(a, a

′) aΣ + [3D(a, a′) +Da′(a, a′) a′] Σ′+

+
1

2
Daa(a, a

′) a2 Σ2 + [Daa′(a, a′) a a′ + 3Da(a, a
′) a] ΣΣ′+

+

[
1

2
Da′ ,a′(a, a′) a′2 + 3Da′(a, a′) a′ + 3D(a, a′)

]
Σ′2 +D(a, a′) a′ Σ′

a′+

+Da(a, a′) a a′ Σ Σ′
a′ +

[
Da′ (a, a′) a′2 + 2D(a, a′) a′]Σ′ Σ′

a′
}

ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′

(4.158)

Desarrollando hasta segundo orden respecto de las amplitudes queda

Σ = f0(a) + f2(a)P2(sin θ) + f4(a)P4(sin θ) +

∞∑

m=3

f2m(a)P2m(sin θ)

Σ′ = f0(a
′) + f2(a

′)P2(sin θ
′) + f4(a

′)P4(sin θ
′) +

∞∑

m=3

f2m(a′)P2m(sin θ′)

Σ′
a′ =

d f0(a
′)

da′
+
d f2(a

′)

da′
P2(sin θ

′)+
d f4(a

′)

da′
P4(sin θ

′)+
∞∑

m=3

d f2m(a′)

da′
P2m(sin θ′)

Σ2 = f2
2 (a)

(
1

5
+

2

7
P2(sin θ) +

18

35
P4(sin θ)

)

Σ′2 = f2
2 (a′)

(
1

5
+

2

7
P2(sin θ

′) +
18

35
P4(sin θ

′)

)

ΣΣ′ = f2(a) f2(a
′)P2(sin θ)P2(sin θ

′)

ΣΣ′
a′ = f2(a)

d f2(a
′)

da′
P2(sin θ)P2(sin θ

′)

Σ′ Σ′
a′ = f2(a

′)
d f2(a

′)

da′

(
1

5
+

2

7
P2(sin θ

′) +
18

35
P4(sin θ

′)

)
(4.159)
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Por otro lado, para calcular el potencial interior a la superficie equipoten-
cial de dm, D(a, a′) se desarrolla de la forma siguiente

D(a, a′) =
1

a

∞∑

n=0

(
a′

a

)n

Pn(cos γ) (4.160)

y en otra superficie, D(a, a′) se desarrolla de la forma siguiente

D(a, a′) =
1

a′

∞∑

n=0

( a
a′

)n

Pn(cos γ) (4.161)

Por lo que en el interior de la superficie equipotencial se tendrá que

Da(a, a
′) = −

∞∑

n=0

(n+ 1)
a′n

an+2
Pn(cos γ)

Da′(a, a′) =

∞∑

n=1

n
a′n−1

an+1
Pn(cos γ)

Daa(a, a
′) =

∞∑

n=0

(n+ 1)(n + 2)
a′n

an+3
Pn(cos γ)

Daa′(a, a′) = −
∞∑

n=1

n (n+ 1)
a′n−1

an+2
Pn(cos γ)

Da′a′(a, a′) =
∞∑

n=2

n (n − 1)
a′n−2

an+1
Pn(cos γ) (4.162)

y en el exterior de la superficie equipotencial se tendrá que

Da(a, a
′) =

∞∑

n=1

n
an−1

a′n+1
Pn(cos γ)

Da′(a, a′) = −
∞∑

n=0

(n+ 1)
an

a′n+2
Pn(cos γ)

Daa(a, a
′) =

∞∑

n=2

n (n − 1)
an−2

a′n+1
Pn(cos γ)

Daa′(a, a′) = −
∞∑

n=1

n (n+ 1)
an−1

a′n+2
Pn(cos γ)

Da′a′(a, a′) =
∞∑

n=0

(n + 1)(n+ 2)
an

a′n+3
Pn(cos γ) (4.163)
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De (4.4), (4.5), (4.20), (4.158), (4.159), (4.162), (4.163)

D(a, a′)

Interior

G

∫ a

0

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

D(a, a′) ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =
4πG

a
δn,0

∫ a

0

a′2 ρ(a′) da′

(4.164)

Exterior

G

∫ a1

a

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

D(a, a′) ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ = 4πGδn,0

∫ a1

a

a′ ρ(a′) da′

(4.165)

Da(a, a
′) aΣ

Interior

G

∫ a

0

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

Da(a, a
′) aΣ ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

= −4πG

a

(
∞∑

m=0

f2m(a)P2m(sin θ)

)
δn,0

∫ a

0

a′2 ρ(a′) da′ (4.166)

Exterior

G

∫ a1

a

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

Da(a, a
′) aΣ ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ = 0 (4.167)

[3D(a, a′) +Da′(a, a′) a′] Σ′

Interior

G

∫ a

0

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

3D(a, a′) Σ′ ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =
12πG

a
δn,0

∫ a

0

a′2 ρ(a′) f0(a′) da′+

+
12πG

5a3
δn,2 P2(sin θ)

∫ a

0

a′4 ρ(a′) f2(a′) da′ +
12πG

9a5
δn,4 P4(sin θ)

∫ a

0

a′6 ρ(a′) f4(a′) da′+
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+
∞∑

m=3

12πG

(2n+ 1)an+1
δn,2m P2m(sin θ)

∫ a

0

a′n+2 ρ(a′) f2m(a′) da′ (4.168)

G

∫ a

0

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

Da′(a, a′) a′ Σ′ ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

=
8πG

5a3
δn,2 P2(sin θ)

∫ a

0

a′4 ρ(a′) f2(a′) da′ +
16πG

9a5
δn,4 P4(sin θ)

∫ a

0

a′6 ρ(a′) f4(a′) da′+

+
∞∑

m=3

4nπG

(2n+ 1)an+1
δn,2m P2m(sin θ)

∫ a

0

a′n+2 ρ(a′) f2m(a′) da′ (4.169)

Exterior

G

∫ a1

a

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

3D(a, a′) Σ′ ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ = 12πG δn,0

∫ a1

a

a′ ρ(a′) f0(a′) da′+

+
12πG a2

5
δn,2 P2(sin θ)

∫ a1

a

a′−1 ρ(a′) f2(a′) da′+
12πG a4

9
δn,4 P4(sin θ)

∫ a1

a

a′−3 ρ(a′) f4(a′) da′+

+
∞∑

m=3

12πGan

(2n + 1)
δn,2m P2m(sin θ)

∫ a1

a

a′1−n ρ(a′) f2m(a′) da′ (4.170)

G

∫ a1

a

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

Da′ (a, a′) a′ Σ′ ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ = −4πG δn,0

∫ a1

a

a′ ρ(a′) f0(a′) da′−

−12πG a2

5
δn,2 P2(sin θ)

∫ a1

a

a′−1 ρ(a′) f2(a′) da′−20πG a4

9
δn,4 P4(sin θ)

∫ a1

a

a′−3 ρ(a′) f4(a′) da′−

−
∞∑

m=3

4(n+ 1)πGan

(2n+ 1)
δn,2m P2m(sin θ)

∫ a1

a

a′1−n ρ(a′) f2m(a′) da′ (4.171)

1
2
Daa(a, a

′) a2 Σ2

Interior

G

∫ a

0

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

1

2
Daa(a, a

′) a2 Σ2 ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

=
4πG

a
f2

2 (a)

(
1

5
+

2

7
P2(sin θ) +

18

35
P4(sin θ)

)
δn,0

∫ a

0

a′2 ρ(a′) da′ (4.172)
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Exterior

G

∫ a1

a

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

1

2
Daa(a, a

′) a2 Σ2 ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ = 0 (4.173)

[Daa′(a, a′) a a′ + 3Da(a, a
′) a] ΣΣ′

Interior

G

∫ a

0

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

Daa′(a, a′) a a′ ΣΣ′ ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

= −24πG

5a3
f2(a)

(
1

5
+

2

7
P2(sin θ) +

18

35
P4(sin θ)

)
δn,2

∫ a

0

a′4 ρ(a′) f2(a
′) da′

(4.174)

G

∫ a

0

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

3Da(a, a
′) aΣΣ′ ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

= −36πG

5a3
f2(a)

(
1

5
+

2

7
P2(sin θ) +

18

35
P4(sin θ)

)
δn,2

∫ a

0

a′4 ρ(a′) f2(a
′) da′

(4.175)

Exterior

G

∫ a1

a

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

Daa′(a, a′) a a′ ΣΣ′ ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

= −24πG a2

5
f2(a)

(
1
5

+
2
7

P2(sin θ) +
18
35

P4(sin θ)
)

δn,2

∫ a1

a

a′−1 ρ(a′) f2(a′) da′

(4.176)

G

∫ a1

a

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

3Da(a, a
′) aΣΣ′ ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

=
24πG a2

5
f2(a)

(
1
5

+
2
7

P2(sin θ) +
18
35

P4(sin θ)
)

δn,2

∫ a1

a

a′−1 ρ(a′) f2(a′) da′ (4.177)
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[
1
2
Da′a′(a, a′) a′2 + 3Da′(a, a′) a′ + 3D(a, a′)

]
Σ′2

Interior

G

∫ a

0

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

1

2
Da′a′(a, a′) a′2 Σ′2 ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

=
4πG

5a3

2
7

P2(sin θ) δn,2

∫ a

0

a′4 ρ(a′) f2
2 (a′) da′+

24πG

9a5

18
35

P4(sin θ) δn,4

∫ a

0

a′6 ρ(a′) f2
2 (a′) da′

(4.178)

G

∫ a

0

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

3Da′(a, a′) a′ Σ′2 ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

=
24πG

5a3

2
7

P2(sin θ) δn,2

∫ a

0

a′4 ρ(a′) f2
2 (a′) da′+

48πG

9a5

18
35

P4(sin θ) δn,4

∫ a

0

a′6 ρ(a′) f2
2 (a′) da′

(4.179)

G

∫ a

0

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

3D(a, a′)Σ′2 ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

=
12πG

5a
δn,0

∫ a

0

a′2 ρ(a′) f2
2 (a′) da′+

12πG

5a3

2

7
P2(sin θ) δn,2

∫ a

0

a′4 ρ(a′) f2
2 (a′) da′+

+
12πG

9a5

18

35
P4(sin θ) δn,4

∫ a

0

a′6 ρ(a′) f2
2 (a′) da′ (4.180)

Exterior

G

∫ a1

a

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

1

2
Da′a′(a, a′) a′2 Σ′2 ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

=
4πG

5
δn,0

∫ a1

a

a′ ρ(a′) f2
2 (a′) da′ +

24πG a2

5
2
7

P2(sin θ) δn,2

∫ a1

a

a′−1 ρ(a′) f2
2 (a′) da′+

+
60πGa4

9

18

35
P4(sin θ) δn,4

∫ a1

a

a′−3 ρ(a′) f2
2 (a′) da′ (4.181)

G

∫ a1

a

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

3Da′(a, a′) a′ Σ′2 ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

= −12πG

5
δn,0

∫ a1

a

a′ ρ(a′) f2
2 (a′) da′− 36πG a2

5
2
7

P2(sin θ) δn,2

∫ a1

a

a′−1 ρ(a′) f2
2 (a′) da′−

−60πGa4

9

18

35
P4(sin θ) δn,4

∫ a1

a

a′−3 ρ(a′) f2
2 (a′) da′ (4.182)
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G

∫ a1

a

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

3D(a, a′)Σ′2 ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

=
12πG

5
δn,0

∫ a1

a

a′ ρ(a′) f2
2 (a′) da′ +

12πG a2

5
2
7

P2(sin θ) δn,2

∫ a1

a

a′−1 ρ(a′) f2
2 (a′) da′+

+
12πGa4

9

18

35
P4(sin θ) δn,4

∫ a1

a

a′−3 ρ(a′) f2
2 (a′) da′ (4.183)

D(a, a′) a′ Σ′
a′

Interior

G

∫ a

0

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

D(a, a′) a′ Σ′
a′ ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

=
4πG

a
δn,0

∫ a

0

a′3 ρ(a′)
d f0(a′)

da′ da′ +
4πG

5a3
P2(sin θ) δn,2

∫ a

0

a′5 ρ(a′)
d f2(a′)

da′ da′+

+
4πG

9a5
P4(sin θ) δn,4

∫ a

0

a′7 ρ(a′)
d f4(a

′)

da′
da′+

+

∞∑

m=3

4πG

(2n + 1) an+1
P2m(sin θ) δn,2m

∫ a

0

a′n+3 ρ(a′)
d f2m(a′)

da′
da′ (4.184)

Exterior

G

∫ a1

a

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

D(a, a′) a′ Σ′
a′ ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

= 4πG δn,0

∫ a1

a

a′2 ρ(a′)
d f0(a′)

da′ da′ +
4πG a2

5
P2(sin θ) δn,2

∫ a1

a

ρ(a′)
d f2(a′)

da′ da′+

+
4πGa4

9
P4(sin θ) δn,4

∫ a1

a

a′−2 ρ(a′)
d f4(a

′)

da′
da′+

+
∞∑

m=3

4πGan

2n+ 1
P2m(sin θ) δn,2m

∫ a1

a

a′2−n ρ(a′)
d f2m(a′)

da′
da′ (4.185)
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Da(a, a
′) a a′ ΣΣ′

a′

Interior

G

∫ a

0

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

Da(a, a
′) a a′ ΣΣ′

a′ ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

= −12πG

5a3

(
1
5

+
2
7

P2(sin θ) +
18
35

P4(sin θ)
)

f2(a) δn,2

∫ a

0

a′5 ρ(a′)
d f2(a′)

da′ da′ (4.186)

Exterior

G

∫ a1

a

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

Da(a, a
′) a a′ ΣΣ′

a′ ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

=
8πG a2

5

(
1
5

+
2
7

P2(sin θ) +
18
35

P4(sin θ)
)

f2(a) δn,2

∫ a1

a

ρ(a′)
d f2(a′)

da′ da′ (4.187)

[Da′(a, a′) a′2 + 2a′D(a, a′)] Σ′ Σ′
a′

Interior

G

∫ a

0

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

Da′(a, a′) a′2 Σ′ Σ′
a′ ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

=
8πG

5a3

2

7
P2(sin θ) δn,2

∫ a

0

a′5 ρ(a′) f2(a
′)
d f2(a

′)

da′
da′+

+
16πG

9a5

18

35
P4(sin θ) δn,4

∫ a

0

a′7 ρ(a′) f2(a
′)
d f2(a

′)

da′
da′ (4.188)

G

∫ a

0

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

2a′D(a, a′)Σ′ Σ′
a′ ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

=
8πG

5a
δn,0

∫ a

0

a′3 ρ(a′) f2(a
′)
d f2(a

′)

da′
da′+

+
8πG

5a3

2

7
P2(sin θ) δn,2

∫ a

0

a′5 ρ(a′) f2(a
′)
d f2(a

′)

da′
da′+

+
8πG

9a5

18

35
P4(sin θ) δn,4

∫ a

0

a′7 ρ(a′) f2(a
′)
d f2(a

′)

da′
da′ (4.189)
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Exterior

G

∫ a1

a

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

Da′(a, a′) a′2 Σ′ Σ′
a′ ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

= −4πG

5
δn,0

∫ a1

a

a′2 ρ(a′) f2(a
′)
d f2(a

′)

da′
da′−

−12πGa2

5

2

7
P2(sin θ) δn,2

∫ a1

a

ρ(a′) f2(a
′)
d f2(a

′)

da′
da′−

−20πGa4

9

18

35
P4(sin θ) δn,4

∫ a1

a

a′−2 ρ(a′) f2(a
′)
d f2(a

′)

da′
da′ (4.190)

G

∫ a1

a

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

2a′D(a, a′)Σ′ Σ′
a′ ρ(a′) a′2 cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

=
8πG

5
δn,0

∫ a1

a

a′2 ρ(a′) f2(a
′)
d f2(a

′)

da′
da′+

+
8πGa2

5

2

7
P2(sin θ) δn,2

∫ a1

a

ρ(a′) f2(a
′)
d f2(a

′)

da′
da′+

+
8πGa4

9

18

35
P4(sin θ) δn,4

∫ a1

a

a′−2 ρ(a′) f2(a
′)
d f2(a

′)

da′
da′ (4.191)

Sumando los potenciales interiores de factor común δn,j, con j = 0, 2, 4,
se observa que, los resultados, coinciden plenamente con Wj , con j = 0, 2, 4,
respectivamente y sumando los potenciales exteriores de factor común δn,j,
con j = 0, 2, 4, se observa que, los resultados, coinciden plenamente con Kj ,
con j = 0, 2, 4, respectivamente. Por lo tanto queda probada la teoŕıa clásica,
en segundo orden, del potencial autogravitatorio.



Caṕıtulo 5

Sistemas binarios próximos

5.1. Introducción

Aunque se tenga un conocimiento bastante completo de la manera en que
se forman las estrellas individuales, nuestra comprensión de la forma en que lo
hacen las estrellas binarias dista mucho de ser completa. Esto, en gran parte,
se debe al hecho de que el proceso de formación estelar sucede de forma muy
rápida y en regiones de la galaxia donde resulta muy dificil realizar estudios
observacionales [2], [88], [96].

En astronomı́a, el término sistema binario se utiliza para referirse a dos
objetos astronómicos que se encuentran tan próximos entre śı que están li-
gados por su fuerza gravitatoria, orbitando alrededor de un centro de masas
común [36].

El término sistema binario (estrella binaria) fue definido en 1802 por el
descubridor del planeta Urano, William Herschell, como una estrella doble
real, unión de dos estrellas, las cuales forman un único sistema por acción
de la gravedad.

Las estrellas binarias se pueden clasificar [25] según:

Su modo de detección
Las binarias pueden estar muy separadas entre śı o muy cerca. A veces
tanto, que llegan a intercambiar material. Por otra parte, su posición
con respecto a nosotros, distancia y orientación relativa de sus órbitas
con la nuestra producen un amplio abanico de tipos de binarias, algunas
de las cuales pueden pertenecer a dos o más de esas clases. Las bina-
rias, además, son una estupenda oportunidad para obtener mediciones
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directas de masas y radios estelares. Ello las convierte en excelentes
patrones de calibración para los modelos de clasificación estelar que
se sirven de las luminosidades aparentes y espectros de emisión para
deducir masas, radios y temperaturas.

• Binarias visuales
Aquellas que se pueden encontrar con los telescopios ordinarios.
En este tipo de binarias ambos componentes son visibles en la i-
magen. Este tipo de binarias suelen estar no muy lejos de nosotros
y bastante alejadas entre śı. Estas binarias, a pesar de su fácil ob-
servación, no suelen ser tan fáciles de detectar ya que sus peŕıodos
orbitales suelen ser del orden de cientos de años. Ni siquiera dos
estrellas cercanas tendŕıan por qué ser binarias. Podŕıan ser dos es-
trellas que cruzaran sus trayectorias para no volverse a encontrar
jamás. La prueba clave la dan siempre sus trayectorias respec-
tivas. Para poder apreciar el movimiento mutuo de las binarias
visuales hay que comparar las imágenes del cielo en años distin-
tos. A veces su movimiento es tan imperceptible que se requieren
placas fotográficas de décadas de diferencia. Este elevado tiempo
de análisis hace, aun hoy, que este tipo de binarias sea el más
complicado de detectar.

• Binarias eclipsantes
Sólo se observan cuando sus órbitas están alineadas con la nuestra
de tal manera que, periódicamente, una estrella pasa por delante
de la otra. Ello hace que se observen disminuciones regulares en
la luminosidad, la llamada por los astrónomos curva de luz. Dado
que su luminosidad va cambiando en el tiempo a veces pasan de-
sapercibidas como estrellas variables. Usualmente estas estrellas
tienen un peŕıodo corto ya que la única manera de detectarlas es
observar la regularidad en sus variaciones de luminosidad.
La órbita de la estrella binaria eclipsante puede ser determinada
gracias al estudio de la curva de luz. A su vez, el tamaño relativo
de las estrellas individuales puede ser determinado en términos del
radio de la órbita al observar qué tan rápido vaŕıa el brillo de las
estrellas en el tiempo.
En las últimas décadas se ha logrado la recolección de varios cálcu-
los acerca de estas estrellas gracias a los avances en los telescopios.

• Binarias espectroscópicas
Al igual que las astrométricas, las espectroscópicas también poseen
una estrella invisible. La diferencia radica en el modo en que este
tipo se logra detectar mediante el desplazamiento Doppler en el
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espectro del astro visible. Después de observar la estrella durante el
tiempo se nota un cambio periódico en las longitudes de ondas. La
explicación de este cambio de frecuencia es resultado de la órbita,
las estrellas algunas veces se mueven hacia la Tierra y luego se
alejan de ella. Cuando la estrella se mueve hacia la Tierra se genera
un movimiento azul en el espectro. Y cuando se aleja de nosotros
el espectro cambia hacia el rojo. Esta técnica de mayor precisión
que la del paralaje permite la detección de las estrellas binarias de
forma más rápida. A pesar de todo algunas binarias no presentan
casi ningún desplazamiento radial debido a la orientación de su
órbita por lo que este método resulta inútil para éstas.
La órbita de la binaria espectroscópica se determina haciendo una
larga serie de observaciones, de la velocidad radial de uno o los
dos componentes del sistema. Las observaciones se grafican en
relación con el tiempo y de la curva resultante se determina el
periodo del sistema. Si la órbita es circular entonces el resultado
será una curva de seno. Si la órbita es eĺıptica, la forma de la curva
dependerá de la excentricidad del elipse y de la orientación de los
ejes con referencia a la ĺınea visual.

• Binarias ópticas (falsas binarias)
Gracias a que las dos estrellas aparecen en el cielo muy cerca una
de otra porque se encuentran en la misma visual. Sucede que en
realidad están a distancias muy diferentes de nosotros.
Se puede distinguir una binaria óptica de una verdadera luego de
observarlas por largos peŕıodos, usualmente años. Si el movimiento
de la estrella es lineal se puede asumir que las estrellas no son
binarias, sino falsas binarias.
Aunque parezca mentira, ha habido errores astronómicos bastante
graves por esta simple confusión.

La configuración del sistema
Otra forma de clasificar las estrellas binarias es mediante las distancias
entre las estrellas en comparación al tamaño de cada una de éstas.

• Binarias separadas
Son un tipo de estrellas binarias donde sus componentes se encuen-
tran en el lóbulo de Roche, el área donde la fuerza gravitacional
de la estrella es mayor que la del otro componente. La estrellas no
tienen efecto entre ellas, lo que hace que estas evolucionen sepa-
radamente. La mayor parte de las binarias pertenece a esta clase.
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• Binarias semiseparadas
Son estrellas donde uno de los componentes está en el lóbulo de
Roche mientras que la otra no. El gas de la superficie del compo-
nente que llena el lóbulo de Roche (donador) es transferido a la
otra estrella creciente. La transferencia de masa domina la evolu-
ción del sistema. En ambos casos se forma un disco de acrecimiento
que envuelve a la estrella receptora.

• Binarias en contacto
Son una estrella binaria donde los dos componentes llenan su lóbu-
lo de Roche. La parte más alta de la atmósfera estelar forma una
cobertura común que rodea a las dos estrellas. Mientras la fricción
de la cobertura rompe el movimiento orbital, las estrellas pueden
llegar a fusionarse.

Los sistemas binarios espectroscópicos y eclipsantes, que no se pueden se-
parar ópticamente, se conocen con el nombre de sistemas binarios próximos.

La estructura y evolución de los sistemas binarios próximos difiere de la que
tendŕıan sus componentes si estuvieran aisladas. Esto es debido a efectos de
atracción mútua, transferencia de masa, transferencia de momento angular,
efecto de reflexión, ...

Estos sistemas tienen unos elementos orbitales que pueden variar con el
tiempo, al no poderse considerar ambas componentes como esféricas, dando
lugar a una progresiva circularización de sus órbitas por una parte, y por
otra a una tendencia a la sincronización de los espines de las componentes
con el periodo de revolución del sistema, tendiéndose de este modo al mı́nimo
de enerǵıa hasta alcanzar una situación dinámicamente estable (López [60];
Karetnikov y Sirotkin [44]; Iorio [39], Faccioli, Alcock y Cook [28]; Mazeh
[68]; Zahn [101]).

Resulta conveniente realizar un somero estudio del modelo de Roche debido
a la importancia de éste en los intercambios materiales entre las componentes
del sistema y que el modelo de Roche es una buena aproximación en muchos
casos a la estructura de los sistemas binarios próximos.

Dicho modelo consiste en aplicar la teoŕıa del problema restringido de
tres cuerpos al estudio de los sistemas binarios. Para que esto sea posible
se requiere que las componentes del sistema binario satisfagan las siguientes
condiciones:
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1. Las componentes del sistema se encuentran en equilibrio radiativo.

2. Las distribuciones de materia de las componentes presentan una gran
condensación central.

3. La órbita relativa al secundario respecto al primario es circular.

4. La rotación de las componentes del sistema es sincrónica con su periodo
de revolución.

5. Los ejes de rotación de ambas componentes son perpendiculares al
plano orbital.

En este trabajo se aborda el estudio de las configuraciones de sistemas bi-
narios próximos con componentes separados para los cuales la razón tamaño-
distancia es muy pequeña y la forma de las componentes puede, por lo tanto,
asemejarse a una esfera. Los sistemas estudiados están considerados en equi-
librio hidrostático, que es una configuración estable de equilibrio. El equilibrio
hidrostático implica la rotación ŕıgida del sistema y, de acuerdo con Kopal
[50] [51] y Falkner [29], este estado implica la identificación de las superficies
equipotenciales, isobáricas, isotérmicas e isoṕıcnicas.

El sistema puede ser modelado por las ecuaciones

∇P = ρ∇Ψ

∆Ψ = −4πGρ+ 2ω2

donde P es la presión, ρ es la densidad, Ψ es el potencial total, G es la cons-
tante de gravitación universal, ~ω es el vector velocidad angular del sistema y
∆ es el operador de Laplace.

El potencial total, Ψ, en un punto de una componente del sistema está for-
mado por la suma del:

1. Potencial autogravitatorio, Ω, debido a la masa de la propia compo-
nente.

2. Potencial centŕıfugo, Vc, debido al movimiento de rotación del sistema
respecto a un sistema inercial.

3. Potencial de marea, Vt, debido a la otra componente del sistema binario.
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Sea O0XY Z el sistema de coordenadas definido por:

O0 = Centro de masas de la componente primaria del sistema

O1 = Centro de masas de la componente secundaria del sistema

O0X = Eje en la dirección O0O1

O0Z = Eje que pasa por O0 paralelo al vector velocidad angular del sistema

O0Y = Eje formando triedro directo con O0X y con O0Z

Un modelo simple del potencial total es el representado por el modelo de
Roche:

Ψ = G
M1

r1
+
ω2

2

[(
x− M2R

M1 +M2

)
+ y2

]
+G

M2

r2

donde M1 y M2 son las masas de las componentes, R es la distancia entre los
centros de masas de las componentes , r1 es la distancia entre el punto y el
centro de masas de la componente primaria y r2 es la distancia entre el punto
y el centro de masas de la componente secundaria. En el modelo de Roche, las



Teoŕıas de primer y segundo orden sobre el potencial de ciertas figuras de equilibrio 185

masas de las componentes están muy concentradas alrededor de su centro de
masas; en este caso, el primer término del segundo miembro de la ecuación se
puede identificar por el potencial autogravitatorio, el segundo por el potencial
centŕıfugo y el tercero por el potencial de marea. Además la velocidad angular

del sistema, ~ω, satisface la tercera ley de Kepler ω2 = G
M1 +M2

R3
.

Para integrar este problema en un caso general de distribución de masas
es necesaria una ecuación de estado que relacione la presión con la densidad.

5.2. Desarrollo del potencial en coordenadas

de Clairaut

Sean (x, y, z) las coordenadas cartesianas respecto del sistema definido en
la introducción y sean (x′, y′, z′) las coordenadas cartesianas definidas en el
sistema O′X ′Y ′Z ′ donde

O′ = Centro de masas de la componente secundaria del sistema

O′X ′ = Eje en la dirección del centro de masas de la componente primaria

O′Z ′ = Eje que pasa por O′ paralelo al vector velocidad angular del sistema

O′Y ′ = Eje formando triedro directo con O′X ′ y con O′Z ′
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Sean (r, θ, λ) y (r′, θ′, λ′) las coordenadas esféricas asociadas a estos sis-
temas, las cuales satisfacen las relaciones siguientes:

x = R − x′ , x = r cos θ cos λ , x′ = r2 cos θ′ cosλ′

y = −y′ , y = r cos θ sinλ , y′ = r2 cos θ′ sinλ′

z = z′ , z = r sin θ , z′ = r2 sin θ′

(5.1)

Para el estudio del potencial en un punto de la componente primaria es
interesante el utilizar el sistema de coordenadas de Clairaut (a, θ, λ), donde a
es un parámetro constante en cada superficie equipotencial. En este trabajo
el parámetro a se ha escogido de manera que es el radio de la esfera con
la misma masa que la superficie equipotencial. Este sistema de coordenadas
está relacionado con el sistema de coordenadas esféricas mediante la relación
r = r(a, θ, λ). Aśı mismo, para la componente secundaria se tienen las coor-
denadas (a′, θ′, λ′) relacionadas con las coordenadas esféricas por la relación
r′ = r′(a′, θ′, λ′).

Es aconsejable desarrollar, mediante las series de Neumann, las superficies
equipotenciales en series cuyos términos sean armónicos esféricos :

r = a

{
1 +

∞∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a)Yp,q(θ, λ)

}

r′ = a′

{
1 +

∞∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a
′)Yp,q(θ

′, λ′)

}

donde Yp,q(θ, λ) son los armónicos esféricos en forma real.

5.3. Desarrollo del potencial autogravitatorio

5.3.1. Introducción

El desarrollo del potencial autogravitatorio ha sido estudiado por diversos
autores (Finlay [30], Kopal [50] [51], López [60]). Las superficies equipoten-
ciales se desarrollan utilizando las series de Neumann respecto de las coor-
denadas de Clairaut y, de estos desarrollos, se pueden obtener las ecuaciones
de equilibrio y las condiciones de frontera. Los métodos clásicos asumen la
convergencia de estas series en capas donde resulta cuestionable dicha conver-
gencia. Para resolver este problema, en este trabajo se desarrolla un método
anaĺıtico en primer orden respecto de las amplitudes.
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5.3.2. Método clásico

Sea P un punto de la componente primaria de coordenadas (r, θ, λ). El
potencial autogravitatorio, Ω, creado por la componente primaria en P viene
dado por la suma de los potenciales U y V . Siendo V el potencial creado
por la masa de la componente primaria contenida en la esfera de centro O y
radio r, y U la región esférica comprendida entre los radios r y r1, donde r1
es el radio de la menor esfera centrada en O que contiene a la componente
primaria.

Ω = U + V (5.2)

U = G

∫ r1

r

dm′

∆
(5.3)

V = G

∫ r

0

dm′

∆
(5.4)

donde dm′ es el elemento de masa, que en coordenadas esféricas se expresa
como:

dm′ = ρ(r′, θ′, λ′) r′2 cos θ′ dr′ dθ′ dλ′

y ∆ es la distancia de M a dm′, que aplicando el teorema del coseno al

triángulo ÔMM ′, se expresa como:

∆2 = r2 + r′2 − 2 r r′ cos γ

de donde:
1

∆
=

1√
r2 + r′2 − 2 r r′ cos γ

Por otra parte

(
1 + x2 − 2x cosα

)− 1
2 =

∞∑

n=0

xn Pn(cosα)

donde Pn son los polinomios de Legendre.

1

∆
=





∞∑

n=0

r′n

rn+1
Pn(cos γ) si r′ < r

∞∑

n=0

rn

r′n+1
Pn(cos γ) si r′ > r

(5.5)

siendo γ el ángulo entre los radiovectores ~r = (r cos θ cosλ, r cos θ sin λ, r sin θ)
y ~r′ = (r′ cos θ′ cos λ′, r′ cos θ′ sinλ′, r′ sin θ′)
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Del teorema de adición de los armónicos esféricos en forma real

Pn(cos γ) =
4π

2n + 1

n∑

m=−n

Yn,m(θ, λ)Yn,m(θ′, λ′) (5.6)

y de la ortonormalidad de los armónicos esféricos en forma real

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

Yn,m(θ, λ)Yr,s(θ, λ) cos θ dθ dλ = δn,r δm,s (5.7)

(donde δi,j es la delta de Kronecker )

se obtiene
∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

Pn(cos γ)Yr,m(θ′, λ′) cos θ′ dθ′ dλ′ =
4π

2n + 1
Yn,m(θ, λ) δn,r (5.8)

De (5.3), (5.4), (5.5)

U = G

∫ r1

r

(
∞∑

n=0

rn

r′n+1
Pn(cos γ)

)
dm′ (5.9)

V = G

∫ r

0

(
∞∑

n=0

r′n

rn+1
Pn(cos γ)

)
dm′ (5.10)

Por otra parte, la superficie equipotencial de parámetro a′ puede expresarse
mediante el desarrollo en serie:

r′ = a′

{
1 +

∞∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a
′)Yp,q(θ

′, λ′)

}

donde Yp,q(θ
′, λ′) son los armónicos esféricos en forma real y, por razones de

simetŕıa, sólo se van a considerar las funciones de deformación con q ≥ 0 y
fp,q(a

′) = 0 si p + q es impar. Además, en este apartado, sólo se trabajarán
los desarrollos para p = 2.

Sustituyendo (4.2) en (4.7) y (4.8) se obtiene

Un =
G

2 − n

∫ a1

a

ρ
∂

∂a′

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

r′2−n Pn(cos γ) cos θ′ dθ′ dλ′ da′ si n 6= 2

(5.11)
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U2 = G

∫ a1

a

ρ
∂

∂a′

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

ln r′ P2(cos γ) cos θ′ dθ′ dλ′ da′ (5.12)

Vn =
G

n + 3

∫ a

0

ρ
∂

∂a′

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

r′n+3 Pn(cos γ) cos θ′ dθ′ dλ′ da′ (5.13)

Por otra parte, rk y ln r se desarrollan hasta primer orden en las amplitudes
como sigue

rk = ak

{
1 + k

∞∑

p=0

p∑

q=0

fp,q(a)Yp,q(θ, λ)

}
(5.14)

ln r = lna+
∞∑

p=0

p∑

q=0

fp,q(a)Yp,q(θ, λ) (5.15)

Sustituyendo r′k y ln r′ en (5.11), (5.12) y (5.13) queda

Ω = 4πG
∞∑

n=0

n∑

m=0

1

2n+ 1

[
En,m(a) rn + Fn,m(a) r−n−1

]
Yn,m(θ, λ) (5.16)

donde, para n 6= 0,

En,m(a) =
∫ a1

a
ρ

∂

∂a

{
a2−nfn,m(a)

}
da , Fn,m(a) =

∫ a

0
ρ

∂

∂a

{
an+3fn,m(a)

}
da

(5.17)
y

E0,0(a) =

∫ a1

a

ρ
∂

∂a

{
a2
[√
π + f0,0(a)

]}
da (5.18)

F0,0(a) =

∫ a

0

ρ
∂

∂a

{
a3

[
2
√
π

3
+ f0,0(a)

]}
da (5.19)

Por otro lado, la función V0

G
es la masa M(a) contenida en la esfera de radio

a que es la misma que la contenida en la superficie equipotencial r(a, θ, λ).
En consecuencia

∫ a

0

∂

∂a

∫ π
2

−π
2

∫ 2π

0

1

3
ρ r3 cos θ dλdθda = M(a) (5.20)
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Desarrollando ahora r3 hasta segundo orden en las amplitudes y susti-
tuyendo los productos de armónicos esféricos por sus desarrollos se obtiene

f0,0(a)[1 + f0,0(a)] +
1

2
√
π
f2

1,1(a) +
1

2
√
π
f2

2,0(a) +
1

2
√
π
f2

2,2(a) = 0 (5.21)

De aqúı se deduce que la amplitud f0,0(a) es de segundo orden respecto de
las amplitudes.

Sustituyendo las ecuaciones (5.14) y (5.15) en (5.16), y operando con los
armónicos esféricos se obtiene

Ω = Ω0,0 Y0,0(θ, λ) + Ω1,1 Y1,1(θ, λ) + Ω2,0 Y2,0(θ, λ) + Ω2,2 Y2,2(θ, λ) (5.22)

5.3.3. Método anaĺıtico en primer orden

Desafortunadamente, las series definidas por (5.9) y (5.10) no convergen
en la capa definida por r ∈ [rmin(a), rmax(a)] con

rmin(a) = min
{
r(a, θ, λ) : θ ∈

[
−π

2
,
π

2

]
∧ λ ∈ [0, π]

}

rmax(a) = max
{
r(a, θ, λ) : θ ∈

[
−π

2
,
π

2

]
∧ λ ∈ [0, π]

}

Para resolver este problema se desarrolla el método siguiente [62] [64]:

Sea

r(a, θ, λ) = a[1 +D] con D =
∞∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a)Yp,q(θ, λ) (5.23)

r′(a′, θ′, λ′) = a′[1 +D′] con D′ =
∞∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a
′)Yp,q(θ

′, λ′) (5.24)

Cuando r vaŕıa de 0 a r0, r y r′ coinciden. Es decir, r = r′.

r = a[1 +D] = a′[1 +D′] = r′

a′ = a
1 +D

1 +D′ (5.25)
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Desarrollando 1
1+D′ en serie de potencias de D′

1

1 +D′ =
∞∑

n=0

(−1)n D′n si |D′| < 1 (5.26)

De (5.23), (5.24)

a′ = a (1 +D)
∞∑

n=0

(−1)n D′n (5.27)

Desarrollando (5.27) hasta primer orden en potencias de D y D′

a′ = a [1 +D −D′] (5.28)

De (4.8), (5.28)

Vn = G

∫ a+a D−a D′

0

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

ρ r′2+n ∂ r
′

∂a′
Pn(cos γ) cos θ′ dθ′dλ′da′ =

=
G

3 + n

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

Pn(cos γ) cos θ′

(∫ a+a D−a D′

0

ρ
∂ r′n+3

∂a′
da′

)
dθ′dλ′ =

=
G

3 + n

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

Pn(cos γ) cos θ′
(∫ a

0

ρ
∂ r′n+3

∂a′
da′
)
dθ′dλ′+

+
G

3 + n

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

Pn(cos γ) cos θ′

(∫ a+a D−a D′

a

ρ
∂ r′n+3

∂a′
da′

)
dθ′dλ′

Con lo que

Vn =
G

3 + n

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

Pn(cos γ) cos θ′
(∫ a

0

ρ
∂ r′n+3

∂a′
da′
)
dθ′dλ′+

+
G

3 + n

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

Pn(cos γ) cos θ′

(∫ a+a D−a D′

a

ρ
∂ r′n+3

∂a′
da′

)
dθ′dλ′

(5.29)
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Por otra parte

∫ a+a D−a D′

a

ρ
∂

∂a′
[
r′n+3

]
da′ ≈ ρ(a)

∂

∂a′
[
r′n+3

]
a′=a

(aD − aD′) =

= ρ(a)
∂

∂a′


a′n+3

(
1 +

∞∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a
′)Yp,q(θ

′, λ′)

)n+3



a′=a

·

·a
[

∞∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a)Yp,q(θ, λ) −
∞∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a
′)Yp,q(θ

′, λ′)

]
(5.30)

Desarrollando (5.30) hasta primer orden en fp,q(a) y fp,q(a
′)

∫ a+a D−a D′

a

ρ
∂

∂a′
[
r′n+3

]
da′ = (n+ 3) ρ(a) an+3

∞∑

p=0

p∑

q=−p

(fp,q(a)Yp,q(θ, λ)−

−fp,q(a
′)Yp,q(θ

′, λ′))
(5.31)

Por otro lado

fp,q(a
′) = fp,q(a)+

∂fp,q(a
′)

∂a′

∣∣∣∣
a

(a′− a) +
1

2

∂2fp,q(a
′)

∂a′2

∣∣∣∣
a

(a′− a)2 + · · · (5.32)

Aproximando (5.32) hasta primer orden en fp,q(a), queda

fp,q(a
′) = fp,q(a) (5.33)

De (5.31), (5.33)

∫ a+a D−a D′

a

ρ
∂

∂a′

[
r′n+3

]
da′ = (n+3) ρ(a) an+3

∞∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a) (Yp,q(θ, λ) − Yp,q(θ′, λ′))

(5.34)

Por un lado, según el teorema de adición de los armónicos esféricos en
forma real,

Pn(cos γ) =
4π

2n + 1

n∑

m=−n

Yn,m(θ, λ)Yn,m(θ′, λ′)
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y por el otro, según la ortonormalidad de los armónicos esféricos,

∫ 2π

λ=0

∫ π
2

θ=−π
2

Yn,m(θ, λ)Yr,s(θ, λ) cos θ dθdλ = δn,r δm,s

se obtiene

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

Pn(cos γ)Yr,m(θ′, λ′) cos θ′ dθ′dλ′ =
4π

2n + 1
Yn,m(θ, λ) δn,r

(5.35)

Del segundo término de (5.29), tomando en el desarrollo p hasta un número
dado N , de (5.34) y de (5.35) se obtiene

G

n + 3

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

(n+3) ρ(a) an+3

[
N∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a) (Yp,q(θ, λ) − Yp,q(θ′, λ′))

]
Pn(cos γ) cos θ′ dθ′dλ′ =

= 4 π G ρ(a) a3 δn,0

N∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a) Yp,q(θ, λ) −
4 π G

2n + 1
ρ(a) an+3

n∑

q=−n

fn,q(a) Yn,q(θ, λ)

(5.36)
con n ≤ N

Por otra parte, del primer término del segundo miembro de (5.29), apro-
ximando hasta primer orden en fp,q(a

′) y tomando en el desarrollo p hasta
un número dado N , queda

G

3 + n

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

Pn(cos γ) cos θ′
[∫ a

0

ρ
∂ r′n+3

∂a′
da′
]
dθ′dλ′ =

=
G

3 + n

∫ a

0

ρ
∂

∂a′





∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=− π
2

[
a′

(
1 +

N∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a′) Yp,q(θ′, λ′)

)]n+3

Pn(cos γ) cos θ′ dθ′dλ′



 da′ =

= G

∫ a

0

ρ a′n+2

(∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

Pn(cos γ) cos θ′ dθ′dλ′

)
da′+

+G

∫ a

0

ρ
∂

∂a′

{
a′n+3

N∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a
′)

(∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

Pn(cos γ)Yp,q(θ
′, λ′) cos θ′ dθ′dλ′

)}
da′

(5.37)
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De (5.35), (5.37)

G

3 + n

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

Pn(cos γ) cos θ′
[∫ a

0

ρ
∂ r′n+3

∂a′
da′
]
dθ′dλ′ =

= 4 π G δn,0

∫ a

0

ρ a′2 da′ +
4 π G

2n + 1

n∑

m=−n

[∫ a

0

ρ
∂

∂a′

(
a′n+3 fn,m(a′)

)
da′
]

Yn,m(θ, λ) (5.38)

con n ≤ N

Considerando, en este trabajo, q ≥ 0, m ≥ 0 y de (5.29), (5.36), (5.38)

Vn(a, θ, λ) = 4π Gδn,0

[∫ a

0

ρ a′2 da′ + ρ(a) a3
N∑

p=0

p∑

q=0

fp,q(a)Yp,q(θ, λ)

]
+

+
4π G

2n + 1

n∑

m=0

[∫ a

0

ρ
∂

∂a′
{
a′n+3 fn,m(a′)

}
da′ − ρ(a) an+3 fn,m(a)

]
Yn,m(θ, λ)

(5.39)

De (4.7), (5.28)

Un = G

∫ a1

a+a D−a D′

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

ρ r′1−n ∂ r
′

∂a′
Pn(cos γ) cos θ′ dθ′dλ′da′ =

=
G

2 − n

∫ a1

a

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

ρ
∂ r′2−n

∂a′
Pn(cos γ) cos θ′ dθ′dλ′da′+

+
G

2 − n

∫ a

a+a D−a D′

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

ρ
∂ r′2−n

∂a′
Pn(cos γ) cos θ′ dθ′dλ′da′ (5.40)

para n 6= 2

U2 = G

∫ a1

a

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

ρ
∂

∂a′
[ln r′]P2(cos γ) cos θ′ dθ′dλ′da′+

+G

∫ a

a+a D−a D′

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

ρ
∂

∂a′
[ln r′]P2(cos γ) cos θ′ dθ′dλ′da′ (5.41)
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Del segundo término del segundo miembro de (5.40)

G

2 − n

∫ a

a+a D−a D′

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

ρ
∂ r′2−n

∂a′
Pn(cos γ) cos θ′ dθ′dλ′da′ =

=
G

2 − n

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

Pn(cos γ) cos θ′
[∫ a

a+a D−a D′
ρ
∂ r′2−n

∂a′
da′
]
dθ′dλ′

(5.42)

Por otra parte, de (5.34)

∫ a

a+a D−a D′
ρ
∂ r′2−n

∂a′
da′ = (2−n) ρ(a) a2−n

∞∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a) (Yp,q(θ, λ) − Yp,q(θ
′, λ′))

(5.43)

De (5.36), (5.42), (5.43)

G

2 − n

∫ a

a+a D−a D′

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

ρ
∂ r′2−n

∂a′
Pn(cos γ) cos θ′ dθ′dλ′da′ =

= 4π Gρ(a) a2 δn,0

N∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a)Yp,q(θ, λ)+
4π G

2n + 1
ρ(a) a2−n

n∑

q=−n

fn,q(a)Yn,q(θ, λ)

(5.44)
con n ≤ N

Del segundo término del segundo miembro de (5.41)

G

∫ a

a+a D−a D′

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

ρ
∂

∂a′
[ln r′]P2(cos γ) cos θ′ dθ′dλ′da′ =

= G

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

P2(cos γ) cos θ′
{∫ a

a+a D−a D′
ρ
∂

∂a′
[ln r′] da′

}
dθ′dλ′ (5.45)

Por otro lado
∫ a

a+a D−a D′
ρ
∂

∂a′
[ln r′] da′ ≈ −ρ(a) ∂

∂a′
[ln r′]a′=a(aD − aD′) (5.46)
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Desarrollando ln r′ hasta primer orden

ln r′ = ln a′ +

N∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a
′)Yp,q(θ

′, λ′) (5.47)

De (5.46), (5.47)

∫ a

a+aD−a D′
ρ
∂

∂a′
[ln r′] da′ ≈ −ρ(a) ∂

∂a′

[
ln a′ +

N∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a
′)Yp,q(θ

′, λ′)

]

a′=a

·

·a
[

N∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a)Yp,q(θ, λ) −
N∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a
′)Yp,q(θ

′, λ′)

]
(5.48)

De (5.33) y desarrollando (5.48) hasta primer orden en fp,q(a) y fp,q(a
′),

queda

∫ a

a+a D−a D′
ρ
∂

∂a′
[ln r′] da′ = −ρ(a)

N∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a)[Yp,q(θ, λ) − Yp,q(θ
′, λ′)]

(5.49)

Con lo que, de (5.35), (5.45), (5.49)

∫ a

a+aD−a D′
ρ
∂

∂a′
[ln r′] da′ =

4π G

5
ρ(a)

2∑

q=−2

f2,q(a)Y2,q(θ, λ) (5.50)

Del primer término del segundo miembro de (5.40)

G

2 − n

∫ a1

a

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

ρ
∂ r′2−n

∂a′
Pn(cos γ) cos θ′ dθ′dλ′da′ =

=
G

2 − n

∫ a1

a

ρ
∂

∂a′





∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

(
a′

[
1 +

N∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a
′)Yp,q(θ

′, λ′)

])2−n

·

· Pn(cos γ) cos θ′ dθ′dλ′

}
da′ (5.51)
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De (5.35) y desarrollando (5.51) hasta primer orden en fp,q(a) y fp,q(a
′),

se obtiene

G

2 − n

∫ a1

a

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

ρ
∂ r′2−n

∂a′
Pn(cos γ) cos θ′ dθ′dλ′da′ =

= 4π Gδn,0

∫ a1

a

ρ a′ da′+
4π G

2n + 1

n∑

m=−n

[∫ a1

a

ρ
∂

∂a′
{
a′2−n fn,m(a′)

}
da′
]
Yn,m(θ, λ)

(5.52)

Considerando, en este trabajo, q ≥ 0, m ≥ 0 y de (5.40), (5.44), (5.52)

Un(a, θ, λ) = 4π Gδn,0

[∫ a1

a

ρ a′ da′ − ρ(a) a2

N∑

p=0

p∑

q=0

fp,q(a)Yp,q(θ, λ)

]
+

+
4π G

2n+ 1

n∑

m=0

[∫ a1

a

ρ
∂

∂a′
{
a′2−n fn,m(a′)

}
da′ + ρ(a) a2−n fn,m(a)

]
Yn,m(θ, λ)

(5.53)
para n ≤ N y n 6= 2

Del primer término de (5.41), de (5.35) y de (5.47)

G

∫ a1

a

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

ρ
∂

∂a′
[ln r′]P2(cos γ) cos θ′ dθ′dλ′da′ =

= G

∫ a1

a

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

ρ
∂

∂a′

[
ln a′ +

N∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a
′)Yp,q(θ

′, λ′)

]
P2(cos γ) cos θ′ dθ′dλ′da′ =

=
4π G

5

∫ a1

a

ρ

(
2∑

q=−2

∂

∂a′
{f2,q(a

′)}
)
da′ (5.54)

Considerando, en este trabajo, q ≥ 0, m ≥ 0 y de (5.41), (5.50), (5.54)

U2(a, θ, λ) =
4π G

5

2∑

m=0

(∫ a1

a

ρ
∂

∂a′
{f2,m(a′)} da′ − ρ(a) f2,m(a)

)
Y2,m(θ, λ)

(5.55)
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Consecuentemente, de (5.39), de (5.53) y de (5.55)

U0 = 4π G

[∫ a1

a

ρ
∂

∂ a′

{
a′2
(

1

2
+ f0,0(a

′)Y0,0(θ, λ)

)}
da′−

−ρ(a) a2

N∑

p=0

p∑

q=0

fp,q(a)Yp,q(θ, λ)

] (5.56)

Un =
4π G

2n + 1

n∑

m=0

[∫ a1

a

ρ
∂

∂ a′
{
a′2−n fn,m(a′)

}
da′+

+ρ(a) a2−n fn,m(a)
]
Yn,m(θ, λ)

(5.57)

para n 6= 0 y n ≤ N

V0 = 4π G

[∫ a

0

ρ
∂

∂ a′

{
a′3
(

1

3
+ f0,0(a

′)Y0,0(θ, λ)

)}
da′+

+ρ(a) a3

N∑

p=0

p∑

q=0

fp,q(a)Yp,q(θ, λ)

] (5.58)

Vn =
4π G

2n+ 1

n∑

m=0

[∫ a

0

ρ
∂

∂ a′
{
a′n+3 fn,m(a′)

}
da′−

−ρ(a) an+3 fn,m(a)
]
Yn,m(θ, λ)

(5.59)

para n 6= 0 y n ≤ N

Asignando

U c
0 = 4π G

∫ a1

a

ρ
∂

∂ a′

{
a′2
(

1

2
+ f0,0(a

′)Y0,0(θ, λ)

)}
da′ (5.60)

V c
0 = 4π G

∫ a

0

ρ
∂

∂ a′

{
a′3
(

1

3
+ f0,0(a

′)Y0,0(θ, λ)

)}
da′ (5.61)

U c
n =

4π G

2n + 1

n∑

m=0

[∫ a1

a

ρ
∂

∂ a′
{
a′2−n fn,m(a′)

}
da′
]
Yn,m(θ, λ) (5.62)

V c
n =

4π G

2n+ 1

n∑

m=0

[∫ a

0

ρ
∂

∂ a′
{
a′n+3 fn,m(a′)

}
da′
]
Yn,m(θ, λ) (5.63)

para n 6= 0 y n ≤ N
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De (5.2), (4.6), (5.56), (5.57), (5.58), (5.59), (5.60), (5.61), (5.62), (5.63)

Ω(a, θ, λ) = U c
0 + r−1 V c

0 +
∞∑

n=1

(
U c

n r
n + V c

n r
−n−1

)
+

+4π G (a3 r−1 − a2) ρ(a)
N∑

p=1

p∑

q=0

fp,q(a)Yp,q(θ, λ)+

+4π G
∞∑

n=1

[
1

2n + 1

(
n∑

m=0

(
a2−n rn − an+3 r−n−1

)
ρ(a) fn,m(a)Yn,m(θ, λ)

)]

(5.64)

Por otra parte,

a3 r−1 − a2 = −a2

N∑

p=0

p∑

q=0

fp,q(a)Yp,q(θ, λ) (5.65)

a2−n rn − an+3 r−n−1 = (2n + 1) a2

N∑

p=0

p∑

q=0

fp,q(a)Yp,q(θ, λ) (5.66)

De (5.64), (5.65), (5.66) y aproximando hasta primer orden, respecto de
fn,m(a), se obtiene la expresión del potencial autogravitatorio en su forma
clásica

Ω(a, θ, λ) = U c
0 + r−1 V c

0 +
∞∑

n=1

(
U c

n r
n + V c

n r
−n−1

)
(5.67)
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5.4. Desarrollo del potencial centŕıfugo

Un sistema binario, una vez alcanzada la circulación de su órbita y la
sincronización de sus componentes, tiene una velocidad angular de rotación ~ω.
Ésta se puede determinar a partir de la tercera ley de Kepler ω2 = G M1+M2

R3

donde G es la constante de gravitación universal, M1 y M2 son las masas
de las dos componentes del sistema y R es la distancia entre los centros de
masas de las dos componentes del sistema.

El sistema de ejes que se utiliza en este trabajo gira uniformemente alrede-
dor de un eje paralelo al eje OZ y centro, el centro de masas del sistema. Con
lo que, para la determinación del potencial, habrá que añadir un potencial
centŕıfugo Vc.

El centro de masas del sistema viene determinado por [32]

xG = RM2

M1+M2
yG = 0 zG = 0 (5.68)

Para determinar la expresión del potencial centŕıfugo Vc lo haremos a partir
de la fuerza centŕıfuga

~Fc = ~ω ∧ (~ω ∧ ~r⊥)

Se define el potencial centŕıfugo como

Vc = −
∫ r⊥

0

~Fc d ~r⊥ = −
∫ r⊥

0

~ω ∧ (~ω ∧ ~r⊥) d ~r⊥ (5.69)
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Operando en la expresión (5.69) se obtiene

Vc =
1

2
ω2r2 cos2 θ =

1

2
ω2
(
x2 + y2

)
(5.70)

La expresión (5.70) es la determinación del potencial centŕıfugo respecto
al origen de coordenadas.

De (5.68) y (5.70) se obtiene el potencial centŕıfugo respecto del centro de
masas del sistema

Vc =
1

2
ω2

[(
x− M2R

M1 +M2

)2

+ y2

]
(5.71)

Asignando

µ =
M2R

M1 +M2
(5.72)

El potencial centŕıfugo Vc, de (5.71) y (5.72), queda

Vc =
ω2

2

(
x2 + y2 − 2µx + µ2

)
(5.73)

Expresando el potencial centŕıfugo Vc en coordenadas esféricas queda

Vc =
ω2

2
r2 cos2 θ − ω2µ r cos θ cosλ +

ω2µ2

2
(5.74)
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Por otro lado

cos θ cos λ = 2

√
π

3
Y1,1(θ , λ) (5.75)

cos θ sin λ = 2

√
π

3
Y1,−1(θ , λ) (5.76)

sin θ = 2

√
π

3
Y1,0(θ , λ) (5.77)

sin θ = 2
√

π
3
Y1,0(θ , λ) ⇒ sin2 θ = 2

√
π

3
Y0,0(θ , λ) + 4

3

√
π
5
Y2,0(θ , λ)

(5.78)

De (5.78)

cos2 θ =
4
√
π

3
Y0,0(θ , λ) −

4

3

√
π

5
Y2,0(θ , λ) (5.79)

De (5.75), (5.74), (5.78)

Vc =
√

π ω2

(
2
3

r2 + µ2

)
Y0,0(θ , λ) − 2

√
π

3
ω2 µ r Y1,1(θ , λ) − 2

3

√
π

5
ω2 r2 Y2,0(θ , λ)

(5.80)

Por otra parte, rk aproximado hasta primer orden y las series hasta p = 2,
queda

rk = ak

{
1 + k

2∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a)Yp,q(θ , λ)

}
(5.81)

Con f0,0(a) = 0 ; fp,−q(a) = 0 ; fp,q(a) = 0 si p+ q es impar.

De (5.80), (5.81)

Vc(a, θ, λ) = ω2
{

2
√

π
3
a2 − µ√

3
a f1,1(a)− 2

3
√

5
a2 f2,0(a) +

√
π µ2

}
Y0,0(θ , λ)+

+ω2
{
−2
√

π
3
µa+ 4

5
a2 f1,1(a) + µ√

15
a f2,0(a) − µ√

5
a f2,2(a)

}
Y1,1(θ , λ)+

+ω2
{
−2

3

√
π
5
a2 + µ√

15
a f1,1(a) + 10

21
a2 f2,0(a)

}
Y2,0(θ , λ)+

+ω2
{
− µ√

5
a f1,1(a) + 6

7
a2 f2,2(a)

}
Y2,2(θ , λ)

(5.82)
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5.5. Desarrollo del potencial de marea

El fenómeno de mareas es conocido desde la antigüedad. Parece ser que
Piteas (siglo IV a. C.) fue el primero en señalar la relación entre la amplitud
de la marea y las fases de la Luna aśı como su periodicidad. Plinio el Viejo
(23-79) en su Naturalis Historia describe correctamente el fenómeno y piensa
que la marea está relacionada con la Luna y el Sol. Mucho más tarde, Bacon,
Kepler y otros trataron de explicar ese fenómeno, admitiendo la atracción
de la Luna y del Sol. Pero fue Isaac Newton en su obra Philosophiae Natu-
ralis Principia Mathematica (Principios matemáticos de la Filosof́ıa Natural,
1687) quien dio la explicación de las mareas aceptada actualmente. Más tarde,
Pierre-Simon Laplace (1749-1827) y otros cient́ıficos ampliaron el estudio de
las mareas desde un punto de vista dinámico.

Las fuerzas de marea son los efectos secundarios de la fuerza de gravedad.
Éstos ocurren porque la fuerza gravitacional ejercida sobre un cuerpo por un
segundo cuerpo no es constante a través de su diámetro. Un estudio sobre la
dinámica de marea, la teoŕıa y el análisis de fenómenos de marea debidos a
la variación de la gravedad se puede consultar en la obra [99].

Las mareas más conocidas y estudiadas son las que se producen en la
Tierra. Ésta, en general, no cumple las condiciones de ser perfectamente
fluida y deformable; ni tampoco es perfectamente ŕıgida e indeformable; por
lo que el efecto de las mareas (solares y lunares) debe notarse también en las
zonas cubiertas por los continentes e islas: son las llamadas mareas terrestres.
El campo de estudio de las mareas terrestres es muy amplio. En las obras
[69] y en [80] se pueden consultar algunos aspectos de ese estudio.

Tisserand [87] trabajó un modelo elemental para el estudio del potencial de
marea en los sistemas binarios próximos. Este modelo consiste en una masa
de gran extensión para la componente primaria y una masa puntual distante
como secundaria. Kopal [49] [50] [51] incluye una componente secundaria de
gran masa en el estudio del potencial de marea. En este trabajo [62] [64] se
usa un método más general para incluir las amplitudes de la componente
secundaria en el potencial de marea.

El potencial de marea sobre un punto de la componente primaria del sis-
tema viene dado por:

Vt(r, θ, λ) = G

∫

D2

dm′

∆
(5.83)
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donde D2 es la región espacial ocupada por la componente secundaria, dm′

es el elemento de masa de la componente secundaria y ∆ es la distancia
entre un punto de la componente primaria con coordenadas (r, θ, λ) en el
sistema de referencia OXY Z, y el elemento de masa situado en un punto de
coordenadas (r′, θ′, λ′) en el sistema de coordenadas O′X ′Y ′Z ′.

Sea OXY Z el sistema de coordenadas definido por el centro de masas
de la componente principal, OX es el eje en la dirección de la componente
secundaria, OZ es el eje en la dirección de la velocidad angular del sistema
y OY se define de manera que el sistema OX, OY , OZ formen un triedro
directo.

Sea O′X ′Y ′Z ′ el sistema de coordenadas definido por el centro de masas de
la componente secundaria, O′X ′ es el eje en la dirección al centro de masas
de la componente primaria, O′Z ′ es el eje en la dirección de la velocidad
angular del sistema y O′Y ′ se define de manera que el sistema O′X ′, O′Y ′,
O′Z ′ formen un triedro directo.

Se designa por M1 y M2 a la masa de la componente primaria y a la masa
de la componente secundaria, respectivamente.

Sea ~r = ~OP el radiovector del punto del primario del cual se va a calcular
el potencial de marea y sean, ~r′ = ~OP ′ y ~r2 = ~O′P ′, los radiovectores del
punto de la componente secundaria respecto de los sistemas de coordenadas
OXY Z y O′X ′Y ′Z ′, respectivamente.

Sea Ψ el ángulo entre los radiovectores ~r y ~r′, y Ψ2 el ángulo entre ~r2 y
O′X ′.

Sea R la distancia entre O y O′.

x = R − x′ x = r cos θ cos λ x′ = r2 cos θ′ cos λ′

y = −y′ y = r cos θ sinλ y′ = r2 cos θ′ sinλ′

z = z′ z = r sin θ z′ = r2 sin θ′

(5.84)

~r = (r cos θ cos λ, r cos θ sinλ, r sin θ) (5.85)

~r′ = (R− r2 cos θ′ cos λ′, −r2 cos θ′ sinλ′, r2 sin θ′) (5.86)

∆2 = r2 + r′2 − 2r r′ cosΨ
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1

∆
=

1

r′

∞∑

n=0

( r
r′

)n

Pn(cos Ψ) ya que r < r′ (5.87)

1

r′
=

1√
r2
2 +R2 − 2r2 R cosΨ2

=
1

R

∞∑

n=0

(r2
R

)n

Pn(cos Ψ2) ya que r2 < R

(5.88)

De (5.75), (5.76), (5.77), (5.85), (5.86)

~r =

(
2

√
π

3
r Y1,1(θ, λ) , 2

√
π

3
r Y1,−1(θ, λ) , 2

√
π

3
r Y1,0(θ, λ)

)

~r′ =

(
R − 2

√
π

3
r2 Y1,1(θ

′, λ′) , −2

√
π

3
r2 Y1,−1(θ

′, λ′) , 2

√
π

3
r2 Y1,0(θ

′, λ′)

)

~r · ~r′ = 2
√

π
3
r R
{
Y1,1(θ, λ) − 2

√
π
3

r2

R
Y1,1(θ, λ)Y1,1(θ

′, λ′)−

−2
√

π
3

r2

R
Y1,−1(θ, λ)Y1,−1(θ

′, λ′) + 2
√

π
3

r2

R
Y1,0(θ, λ)Y1,0(θ

′, λ′)
} (5.89)

De (5.88), (5.89)

cos Ψ =
1

r′
~r · ~r′
r

=

{
2

√
π

3
Y1,1(θ, λ) −

4π

3

r2
R
Y1,1(θ, λ)Y1,1(θ

′, λ′)−

−4π

3

r2
R
Y1,−1(θ, λ)Y1,−1(θ

′, λ′) +
4π

3

r2
R
Y1,0(θ, λ)Y1,0(θ

′, λ′)

} ∞∑

n=0

(r2
R

)n

Pn(cosΨ2)

(5.90)
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Por otro lado

cosΨ2 = cos θ′ cosλ′ = 2

√
π

3
Y1,1(θ

′, λ′) (5.91)

De (3.12), (5.90), (5.91) y desarrollando hasta n = 2

cos Ψ = 4π√
3

(
1 − 1

3

(
r2

R

)2)
Y1,1(θ, λ)Y0,0(θ

′, λ′) + 4π
3

r2

R
Y1,0(θ, λ)Y1,0(θ

′, λ′)−

−4π
3

r2

R
Y1,−1(θ, λ)Y1,−1(θ

′, λ′) − 2π
3
√

15

(
r2

R

)2
Y1,1(θ, λ)Y2,0(θ

′, λ′)+

+ 4π
3
√

5

(
r2

R

)2
Y1,0(θ, λ)Y2,1(θ

′, λ′) + 2π
3
√

5

(
r2

R

)2
Y1,1(θ, λ)Y2,2(θ

′, λ′)−

− 4π
3
√

5

(
r2

R

)2
Y1,−1(θ, λ)Y2,−2(θ

′, λ′)

(5.92)
donde

1
r′

=
1
R

{
1 + 2

√
π

3
r2

R
Y1,1(θ′, λ′) −

√
π

5

(r2

R

)2

Y2,0(θ′, λ′) +

√
3π

5

(r2

R

)2

Y2,2(θ′, λ′)

}

(5.93)

De (3.12), (5.92), (5.93)

1
∆ = 1

R

{
1 + 2

√
π
3

r
R Y1,1(θ, λ) −

√
π
5

(
r
R

)2
Y2,0(θ, λ) +

√
3π
5

(
r
R

)2
Y2,2(θ, λ)+

+4π
3

r
R

r2
R (−Y1,−1(θ, λ) Y1,−1(θ′, λ′) + Y1,0(θ, λ) Y1,0(θ′, λ′) + Y1,1(θ, λ) Y1,1(θ′, λ′)) +

+2
√

π
3

r2
R Y1,1(θ′, λ′) −

√
π
5

(
r2
R

)2
Y2,0(θ′, λ′) +

√
3π
5

(
r2
R

)2
Y2,2(θ′, λ′)

}

(5.94)

El desarrollo, para n = 2, obtenido en (5.94) para 1
∆

también se puede
obtener utilizando el algoritmo de Kovalevsky [62] [64].

Algoritmo de Kovalevsky

Sea ∆ la distancia entre P (x, y, z) y P ′(x′, y′, z′), X = 1
∆

y D = 1
X2 .

Denotemos por δXk al incremento de Xk

D =
1

(Xk + δXk)
2 =

1
X2

k(
1 + δXk

Xk

)2 (5.95)
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Desarrollando
(
1 + δXk

Xk

)−2

en serie de Taylor hasta orden 1, obtenemos

(
1 +

δXk

Xk

)−2

= 1 − 2
δXk

Xk

(5.96)

De (5.95), (5.96)

δXk =
1

2
Xk −

1

2
X3

k D (5.97)

Por otra lado

δXk = Xk+1 −Xk (5.98)

por lo que, de (5.97), (5.98)

Xk+1 =
3

2
Xk −

1

2
X3

k D (5.99)

Consecuentemente





(
1
∆

)
k+1

= 3
2

(
1
∆

)
k
− 1

2

(
1
∆

)3
k

∆2

(
1
∆

)
0

= 1
R

(5.100)

Para el cálculo del inverso de la distancia mediante el algoritmo de Ko-
valevsky, es necesaria la determinación de ∆2.

Expresando un punto de la componente primaria y un punto de la compo-
nente secundaria mediante armónicos esféricos se obtiene:

x = 2
√

π
3
r Y1,1(θ, λ) x′ = R − 2

√
π
3
r2 Y1,1(θ

′, λ′)

y = 2
√

π
3
r Y1,−1(θ, λ) y′ = −2

√
π
3
r2 Y1,−1(θ

′, λ′)

z = 2
√

π
3
r Y1,0(θ, λ) z′ = 2

√
π
3
r2 Y1,0(θ

′, λ′)

(5.101)

Por otro lado

∆2 = (x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2 (5.102)
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De (5.101), (5.102) y operando queda:

∆2 = R2 + r2 + r2
2 − 4R

√
π
3

[r Y1,1(θ, λ) + r2 Y1,1(θ
′, λ′)]+

+8π
3
r r2 [Y1,−1(θ, λ)Y1,−1(θ

′, λ′) − Y1,0(θ, λ)Y1,0(θ
′, λ′) + Y1,1(θ, λ)Y1,1(θ

′, λ′)]
(5.103)

De (5.100), (5.103)
(

1

∆

)

0

=
1

R
(5.104)

(
1
∆

)
1

= 1
R

{
1 − 1

2

(
r
R

)2 − 1
2

(
r2

R

)2
+ 2
√

π
3

r
R
Y1,1(θ, λ) + 2

√
π
3

r2

R
Y1,1(θ

′, λ′)+

+4π
3

r
R

r2

R
[−Y1,−1(θ, λ)Y1,−1(θ

′, λ′) + Y1,0(θ, λ)Y1,0(θ
′, λ′) − Y1,1(θ, λ)Y1,1(θ

′, λ′)]
}

(5.105)
(

1
∆

)
2

= 1
R

{
1 + 2

√
π
3

r
R

Y1,1(θ, λ) −
√

π
5

(
r
R

)2
Y2,0(θ, λ) +

√
3π
5

(
r
R

)2
Y2,2(θ, λ)+

+4π
3

r
R

r2
R

(−Y1,−1(θ, λ) Y1,−1(θ′, λ′) + Y1,0(θ, λ) Y1,0(θ′, λ′) + Y1,1(θ, λ) Y1,1(θ′, λ′)) +

+2
√

π
3

r2
R

Y1,1(θ′, λ′) −
√

π
5

(
r2
R

)2
Y2,0(θ′, λ′) +

√
3π
5

(
r2
R

)2
Y2,2(θ′, λ′)

}

(5.106)

(
1
∆

)
3

= 1
R

{
1 + 2

√
π
3

r
R Y1,1(θ, λ) −

√
π
5

(
r
R

)2
Y2,0(θ, λ) +

√
3π
5

(
r
R

)2
Y2,2(θ, λ)+

+4π
3

r
R

r2
R (−Y1,−1(θ, λ) Y1,−1(θ′, λ′) + Y1,0(θ, λ) Y1,0(θ′, λ′) + Y1,1(θ, λ) Y1,1(θ′, λ′)) +

+2
√

π
3

r2
R Y1,1(θ′, λ′) −

√
π
5

(
r2
R

)2
Y2,0(θ′, λ′) +

√
3π
5

(
r2
R

)2
Y2,2(θ′, λ′)

}

(5.107)

Como
(

1
∆

)
2

y
(

1
∆

)
3

coinciden, para n = 2, se concluye que el método
converge.

Comparando las ecuaciones (5.94) y (5.106) se observa que coinciden, por
lo que hemos obtenido 1

∆
por dos métodos diferentes.

Por otra parte, rk
2 aproximado hasta primer orden y las series hasta p = 2,

queda

rk
2 = a′k

{
1 + k

2∑

p=0

p∑

q=−p

gp,q(a
′)Yp,q(θ

′, λ′)

}
(5.108)
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Con g0,0(a
′) = 0 ; gp,−q(a

′) = 0 ; gp,q(a
′) = 0 si p + q es impar.

Una vez calculada una aproximación de 1
∆

, para n = 2, se está en disposi-
ción de obtener una aproximación del potencial de marea.

De (5.83), (5.106)

Vt(r, θ, λ) = G M2
R

{
1 + 2

√
π
3

r
R Y1,1(θ, λ) −

√
π
5

(
r
R

)2
Y2,0(θ, λ) +

√
3π
5

(
r
R

)2
Y2,2(θ, λ)

}
+

+ G
R2 2

√
π
3

∫
D2

r2 Y1,1(θ′, λ′) dm′ − G
R3

√
π
5

∫
D2

r2
2 Y2,0(θ′, λ′) dm′+

+ G
R3

√
3π
5

∫
D2

r2
2 Y2,2(θ′, λ′) dm′ − G

R3
4π
3 r Y1,−1(θ, λ)

∫
D2

r2 Y1,−1(θ′, λ′) dm′+

+ G
R3

4π
3 r Y1,0(θ, λ)

∫
D2

r2 Y1,0(θ′, λ′) dm′ + G
R3

8π
3 r Y1,1(θ, λ)

∫
D2

r2 Y1,1(θ′, λ′) dm′

(5.109)

Ahora se procederá a calcular las integrales de la forma
∫

D2
rn
2 Yn,m(θ′, λ′) dm′.

∫

D2

rn
2 Yn,m(θ′, λ′) dm′ =

{
dm′ = ρ(a′) r2

2

∣∣∣∣
∂r2
∂a′

∣∣∣∣ cos θ′ dθ′ dλ′ da′
}

=

=

∫ a2

a′=0

ρ

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

rn+2
2

∣∣∣∣
∂r2
∂a′

∣∣∣∣ Yn,m(θ′, λ′) cos θ′ dθ′ dλ′ da′ =

=
1

n+ 3

∫ a2

a′=0

ρ
∂

∂a′

{∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

rn+3
2 Yn,m(θ′, λ′) cos θ′ dθ′ dλ′

}
da′

(5.110)

De (5.108), (5.110)

∫

D2

rn
2 Yn,m(θ′, λ′) dm′ =

1
n + 3

∫ a2

a′=0

ρ
∂

∂a′

{∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=− π
2

a′n+3 Yn,m(θ′, λ′) cos θ′ dθ′ dλ′

}
da′+

+
∫ a2

a′=0

ρ
∂

∂a′

{∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

a′n+3

(
2∑

p=0

p∑

q=−p

gp,q(a′) Yp,q(θ′, λ′)

)
Yn,m(θ′, λ′) cos θ′ dθ′ dλ′

}
da′

(5.111)
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Por otro lado
∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

Yn,m(θ′, λ′) cos θ′ dθ′ dλ′ =
δn,0 δm,0

Y0,0(θ′, λ′)
(5.112)

∫ 2π

λ′=0

∫ π
2

θ′=−π
2

(
2∑

p=0

p∑

q=−p

gp,q(a
′)Yp,q(θ

′, λ′)

)
Yn,m(θ′, λ′) cos θ′ dθ′ dλ′ = gn,m(a′)

(5.113)

De (5.111), (5.112), (5.113)
∫

D2

rn
2 Yn,m(θ′, λ′) dm′ =

1

n + 3

∫ a2

a′=0

ρ
∂

∂a′

{
a′n+3 δn,0 δm,0

Y0,0(θ′, λ′)

}
da′+

+

∫ a2

a′=0

ρ
∂

∂a′
{
a′n+3 gn,m(a′)

}
da′

(5.114)

Asignando

F (2)
n,m(a2) =

∫ a2

a′=0

ρ
∂

∂a′
{
a′n+3 gn,m(a′)

}
da′ si n 6= 0 (5.115)

F
(2)
0,0 (a2) =

1

3

∫ a2

a′=0

ρ
∂

∂a′

{
a′3

Y0,0(θ′, λ′)

}
da′ =

M2

4πY0,0(θ, λ)
(5.116)

En este trabajo se ha considerado que F
(2)
i,j (a2) = 0 si j < 0.

De (5.114), (5.115), (5.116)

∫

D2

rn
2 Yn,m(θ′, λ′) dm′ =





M2

4πY0,0(θ,λ)
si n = 0

F
(2)
n,m(a2) si n 6= 0

(5.117)

De (5.109), (5.117)

Vt(r, θ, λ) = G M2

R

{
1 + 2

√
π
3

r
R
Y1,1(θ, λ) −

√
π
5

(
r
R

)2
Y2,0(θ, λ) +

+
√

3π
5

(
r
R

)2
Y2,2(θ, λ)

}
+ G

R2 2
√

π
3
F

(2)
1,1 (a2)+

+ G
R3

(
−
√

π
5
F

(2)
2,0 (a2) +

√
3π
5
F

(2)
2,2 (a2) + 8π

3
r Y1,1(θ, λ)F

(2)
1,1 (a2)

)

(5.118)
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Por otra parte, rk aproximado hasta primer orden y las series hasta p = 2,
queda

rk = ak

{
1 + k

2∑

p=0

p∑

q=−p

fp,q(a)Yp,q(θ, λ)

}
(5.119)

Con f0,0(a) = 0 ; fp,−q(a) = 0 ; fp,q(a) = 0 si p + q es impar.

Los productos fp,q(a)·F (2)
i,j (a2) son cantidades de segundo orden en fp,q(a) y

como en este trabajo estamos considerando solo hasta primer orden, habrá que
expresar el potencial de marea Vt(r, θ, λ) sin los términos que contengan es-
tos productos. Por lo tanto teniendo en cuenta estas consideraciones y de
(5.118), (5.119) se obtiene

Vt(a, θ, λ) = G M2

R

{
1 + 1

2
√

3π
a
R
f1,1(a)− 1

2
√

5π

(
a
R

)2
f2,0(a) + 1

2

√
3
5π

(
a
R

)2
f2,2(a)

}
+

+ G
R2

{
2
√

π
3
F

(2)
1,1 (a2) −

√
π
5

F
(2)
2,0 (a2)

R
+
√

3π
5

F
(2)
2,2 (a2)

R

}
+
[

G M2

R

{
2
√

π
3

a
R
+

+4
5

(
a
R

)2
f1,1(a)− 1√

15
a
R
f2,0(a) + 1√

5
a
R
f2,2(a)

}
+ G

R2
8π
3

a
R
F

(2)
1,1 (a2)

]
Y1,1(θ, λ)−

−G M2

R

{√
π
5

(
a
R

)2
+ 1√

15
a
R
f1,1(a) + 2

7

(
a
R

)2
f2,0(a) + 2

√
3

7

(
a
R

)2
f2,2(a)

}
Y2,0(θ, λ)+

+G M2

R

{√
3π
5

(
a
R

)2
+ 1√

5
a
R
f1,1(a) − 2

√
3

7

(
a
R

)2
f2,0(a) + 2

7

(
a
R

)2
f2,2(a)

}
Y2,2(θ, λ)

(5.120)

5.6. Desarrollo del potencial total

En los desarrollos obtenidos para el potencial autogravitatorio (5.67), el
potencial centŕıfugo (5.82) y el potencial de marea (5.120) no se aprecian
que términos están contenidos en las teoŕıas de primer orden y cuales están
contenidos en las teoŕıas de segundo orden.

En este apartado se estableceran de forma expĺıcita los desarrollos, tanto
en primer orden como en segundo orden, de los potenciales autogravitatorio,
centŕıfugo, de marea y total. Para ello, han sido de una importancia capital
los códigos implementados en el programa Mathematica (construidos a partir
de los algoritmos elaborados en el Caṕıtulo 2).
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5.6.1. Desarrollos de los potenciales en primer orden

Para primer orden, los desarrollos de rt (5.14) y ln r (5.15), se han trun-
cado para n = 4:

rt = at

(
1 + t

4∑

n=0

n∑

m=0

fn,m(a)Yn,m(θ, λ)

)
(5.121)

ln r = ln a+
4∑

n=0

n∑

m=0

fn,m(a)Yn,m(θ, λ) (5.122)

con

fn,m(a) = 0 si n+m = 2̇ + 1

Por otra parte, de (5.17), (5.18), (5.19), (5.121), (5.122)

E0,0(a) =
1

Y0,0(θ, λ)

∫ a1

a

ρ a′ da′ ; F0,0(a) =
M1(a)

4πY0,0(θ, λ)
(5.123)

Si n 6= 0

En,m(a) =

∫ a1

a

ρ
∂

∂a′
{a′2−nfn,m(a′)}da′ = O(fn,m(a)) (5.124)

Fn,m(a) =

∫ a

0

ρ
∂

∂a′
{a′n+3fn,m(a′)}da′ = O(fn,m(a)) (5.125)
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Desarrollo del potencial autogravitatorio

De (5.16), (5.121), (5.122), (5.123), (5.124), (5.125)

Ω(a, θ, λ) = 4πG

{[
E0,0(a) +

1

a
F0,0(a)

]
Y0,0(θ, λ)+

+

[
1

3
aE1,1(a)−

1

2
√
πa

f1,1(a)F0,0(a) +
1

3a2
F1,1(a)

]
Y1,1(θ, λ)+

+

[
1

5
a2E2,0(a)−

1

2
√
πa

f2,0(a)F0,0(a) +
1

5a3
F2,0(a)

]
Y2,0(θ, λ)+

+

[
1

5
a2E2,2(a)−

1

2
√
πa

f2,2(a)F0,0(a) +
1

5a3
F2,2(a)

]
Y2,2(θ, λ)+

+

[
1

7
a3E3,1(a)−

1

2
√
πa

f3,1(a)F0,0(a) +
1

7a4
F3,1(a)

]
Y3,1(θ, λ)+

+

[
1

7
a3E3,3(a)−

1

2
√
πa

f3,3(a)F0,0(a) +
1

7a4
F3,3(a)

]
Y3,3(θ, λ)+

+

[
1

9
a4E4,0(a)−

1

2
√
πa

f4,0(a)F0,0(a) +
1

9a5
F4,0(a)

]
Y4,0(θ, λ)+

+

[
1

9
a4E4,2(a)−

1

2
√
πa

f4,2(a)F0,0(a) +
1

9a5
F4,2(a)

]
Y4,2(θ, λ)+

+

[
1

9
a4E4,4(a)−

1

2
√
πa

f4,4(a)F0,0(a) +
1

9a5
F4,4(a)

]
Y4,4(θ, λ)

(5.126)

Desarrollo del potencial centŕıfugo

De (5.82), (5.121)

Vc(a, θ, λ) = ω2

{[
2
√
π

3
a2 +

√
π

(
M2(a)R

M1(a) +M2(a)

)2
]
Y0,0(θ, λ)−

−2

√
π

3

M2(a)R

M1(a) +M2(a)
aY1,1(θ, λ) −

2

3

√
π

5
a2 Y2,0(θ, λ)

}

(5.127)
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Desarrollo del potencial de marea

De (5.83)-(5.89), (5.121)

Vt(a, θ, λ) =
GM2(a)

R3

{
2
√

πR2 Y0,0(θ, λ) −
√

π

5
a2 Y2,0(θ, λ) +

√
3π

5
a2 Y2,2(θ, λ)

}

(5.128)

Desarrollo del potencial total

Puesto que el potencial total sólo depende del parámetro a, se cumplirá que
Ψn,m(a) = 0 si n > 0.

De (5.126), (5.127), (5.128)

Ψ(a, θ, λ) = Ψ0,0(a)Y0,0(θ, λ) (5.129)

Ψ0,0(a) = 4πG

(
E0,0(a) +

1
a

F0,0(a)
)

+ ω2

[
2
√

π

3
a2 +

√
π

(
M2(a)R

M1(a) + M2(a)

)2
]

+

+
GM2(a)

R3

(
2
√

π R2
)

(5.130)

Ψ1,1(a) = 4πG

[
1

3
aE1,1(a) −

1

2
√
πa

f1,1(a)F0,0(a) +
1

3a2
F1,1(a)

]
−

−ω2

(
2

√
π

3

M2(a)R

M1(a) +M2(a)
a

)
= 0

(5.131)

Ψ2,0(a) = 4πG

(
1

5
a2E2,0(a) −

1

2
√
πa

f2,0(a)F0,0(a) +
1

5a3
F2,0(a)

)
−

−ω2

(
2

3

√
π

5
a2

)
− GM2(a)

R3

(√
π

5
a2

)
= 0

(5.132)
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Ψ2,2(a) = 4πG

(
1

5
a2E2,2(a) −

1

2
√
πa

f2,2(a)F0,0(a) +
1

5a3
F2,2(a)

)
+

+
GM2(a)

R3

(√
3π

5
a2

)
= 0

(5.133)

Ψ3,1(a) = 4πG

[
1

7
a3E3,1(a) −

1

2
√
πa

f3,1(a)F0,0(a) +
1

7a4
F3,1(a)

]
−

−GM2(a)

R3

(√
6π

7

a3

R

)
= 0

(5.134)

Ψ3,3(a) = 4πG

[
1

7
a3E3,3(a) −

1

2
√
πa

f3,3(a)F0,0(a) +
1

7a4
F3,3(a)

]
+

+
GM2(a)

R3

(√
5π

14

a3

R

)
= 0

(5.135)

Ψ4,0(a) = 4πG

[
1

9
a4E4,0(a) −

1

2
√
πa

f4,0(a)F0,0(a) +
1

9a5
F4,0(a)

]
+

+
GM2(a)

R3

(
3
√
π

4

a4

R2

)
= 0

(5.136)
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Ψ4,2(a) = 4πG

[
1

9
a4E4,2(a) −

1

2
√
πa

f4,2(a)F0,0(a) +
1

9a5
F4,2(a)

]
−

−GM2(a)

R3

(√
5π

2

a4

R2

)
= 0

(5.137)

Ψ4,4(a) = 4πG

[
1

9
a4E4,4(a)−

1

2
√
πa

f4,4(a)F0,0(a) +
1

9a5
F4,4(a)

]
+

+
GM2(a)

R3

(√
35π

12

a4

R2

)
= 0

(5.138)

De (5.131)-(5.138) se deduce que

O (f1,1(a)) = O (f2,0(a)) = O (f2,2(a)) = O
(
ω2
)

= O

(
GM2

R3

)
(5.139)

con lo que se corraboran los resultados obtenidos por López [60].

Además

O (f2,0(a)) < O (f3,1(a)) = O

(
GM2

R4

)
< O

(
f2

2,0(a)
)

(5.140)

O (f2,0(a)) < O (f3,3(a)) = O

(
GM2

R4

)
< O

(
f2

2,0(a)
)

(5.141)

O (f2,0(a)) < O (f4,0(a)) = O

(
GM2

R5

)
< O

(
f2

2,0(a)
)

(5.142)

O (f2,0(a)) < O (f4,2(a)) = O

(
GM2

R5

)
< O

(
f2

2,0(a)
)

(5.143)

O (f2,0(a)) < O (f4,4(a)) = O

(
GM2

R5

)
< O

(
f2

2,0(a)
)

(5.144)
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5.6.2. Desarrollos de los potenciales en segundo orden

Para segundo orden, el desarrollo de rt (5.14) se ha truncado, también,
para n = 4:

rt = at

(
1 + t

4∑

n=0

n∑

m=0

fn,m(a)Yn,m(θ, λ) +
t(t− 1)

2

4∑

n=0

n∑

m=0

An,m(a)Yn,m(θ, λ)

)

(5.145)
con

fn,m(a) = 0 y An,m(a) = 0 si n+m = 2̇ + 1

A0,0(a) =
1

2
√
π

(
f2

1,1(a) + f2
2,0(a) + f2

2,2(a)
)

A1,1(a) =
1√
5π

f1,1(a)
(√

3 f2,2(a)− f2,0(a)
)

A2,0(a) =
1√
5π

(
−1

2
f2

1,1(a) +
5

7
f2

2,0(a) −
5

7
f2

2,2(a)

)

A2,2(a) =
1√
5π

(√
3

2
f2

1,1(a) −
10

7
f2,0(a) f2,2(a)

)

A3,1(a) =
1√
35π

f1,1(a)

(
3
√

2 f2,0(a) −
√

3

2
f2,2(a)

)

A3,3(a) =
3√
14π

f1,1(a) f2,2(a)

A4,0(a) =
1

7
√
π

(
3 f2

2,0(a) +
1

2
f2

2,2(a)

)

A4,2(a) =
1

7

√
15

π
f2,0(a) f2,2(a)
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A4,4(a) =
1

2

√
5

7π
f2

2,2(a)

Por otra parte, de (5.13) para n = 0 y (5.145) se obtiene que

F0,0(a) =

∫ a

0

ρ
∂

∂a′

{
a′3
[
2
√
π

3
+ f0,0(a

′) +A0,0(a
′)

]}
da′ (5.146)

De (5.139), (5.145) y teniendo en cuenta que

F0,0(a) =
M1(a)

2
√
π

se deduce que

f0,0(a) = − 1

2
√
π

(
f2

1,1(a) + f2
2,0(a) + f2

2,2(a)
)

(5.147)

Consecuentemente, de (5.11), (5.12), (5.13), (5.145), (5.147)

E0,0(a) =

∫ a1

a

ρ
∂

∂a′

{
a′2
[√

π − 1

4
√
π

(
f2

1,1(a
′) + f2

2,0(a
′) + f2

2,2(a
′)
)]}

da′

(5.148)

E1,1(a) =

∫ a1

a

ρ
∂

∂a′
{a′ f1,1(a

′)} da′ (5.149)

E2,0(a) =
∫ a1

a
ρ

∂

∂a′

{
f2,0(a′) +

1
2
√

5π

[
1
2

f2
1,1(a

′) − 5
7

f2
2,0(a

′) +
5
7

f2
2,2(a

′)
]}

da′

(5.150)

E2,2(a) =
∫ a1

a
ρ

∂

∂a′

{
f2,2(a′) +

1
2
√

5π

[
−
√

3
2

f2
1,1(a

′) +
10
7

f2,0(a′) f2,2(a′)

]}
da′

(5.151)

E3,1(a) =
∫ a1

a
ρ

∂

∂a′

{
a′−1

[
f3,1(a′) +

f1,1(a′)√
35π

(
−3

√
2 f2,0(a′) +

√
3
2

f2,2(a′)

)]}
da′

(5.152)
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E3,3(a) =

∫ a1

a

ρ
∂

∂a′

{
a′−1

[
f3,3(a

′) − 3√
14π

f1,1(a
′) f2,2(a

′)

]}
da′ (5.153)

E4,0(a) =

∫ a1

a

ρ
∂

∂a′

{
a′−2

[
f4,0(a

′) − 3

14
√
π

(
3 f2

2,0(a
′) +

1

2
f2

2,2(a
′)

)]}
da′

(5.154)

E4,2(a) =

∫ a1

a

ρ
∂

∂a′

{
a′−2

[
f4,2(a

′) − 3

14

√
15

π
f2,0(a

′) f2,2(a
′)

]}
da′ (5.155)

E4,4(a) =

∫ a1

a

ρ
∂

∂a′

{
a′−2

[
f4,4(a

′) − 3

4

√
5

7π
f2

2,2(a
′)

]}
da′ (5.156)

F0,0(a) =
M1(a)

2
√
π

(5.157)

F1,1(a) =

∫ a

0

ρ
∂

∂a′

{
a′4
[
f1,1(a

′)

(
1 +

3

2
√

5π

(√
3 f2,2(a

′) − f2,0(a
′)
))]}

da′

(5.158)

F2,0(a) =

∫ a

0

ρ
∂

∂a′

{
a′5
[
f2,0(a

′) +
2√
5π

(
−1

2
f2

1,1(a
′) +

5

7
f2

2,0(a
′) − 5

7
f2

2,2(a
′)

)]}
da′

(5.159)

F2,2(a) =

∫ a

0

ρ
∂

∂a′

{
a′5

[
f2,2(a

′) +
2√
5π

(√
3

2
f2

1,1(a
′) − 10

7
f2,0(a

′) f2,2(a
′)

)]}
da′

(5.160)

F3,1(a) =
∫ a

0

ρ
∂

∂a′

{
a′6

[
f3,1(a′) +

5
2
√

35π
f1,1(a′)

(
3
√

2 f2,0(a′) −
√

3
2

f2,2(a′)

)]}
da′

(5.161)
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F3,3(a) =

∫ a

0

ρ
∂

∂a′

{
a′6
[
f3,3(a

′) +
15

2
√

14π
f1,1(a

′) f2,2(a
′)

]}
da′ (5.162)

F4,0(a) =

∫ a

0

ρ
∂

∂a′

{
a′7
[
f4,0(a

′) +
3

7
√
π

(
3 f2

2,0(a
′) +

1

2
f2

2,2(a
′)

)]}
da′

(5.163)

F4,2(a) =

∫ a

0

ρ
∂

∂a′

{
a′7

[
f4,2(a

′) +
3

7

√
15

π
f2,0(a

′) f2,2(a
′)

]}
da′ (5.164)

F4,4(a) =

∫ a

0

ρ
∂

∂a′

{
a′7

[
f4,4(a

′) +
3

2

√
5

7π
f2

2,2(a
′)

]}
da′ (5.165)

Desarrollo del potencial autogravitatorio

De (5.16), (5.145)

Ω(a, θ, λ) = 4πG
4∑

n=0

n∑

m=0

Ωn,m(a)Yn,m(θ, λ) (5.166)

con

Ωn,m(a) = 0 si n+m = 2̇ + 1

Ω0,0(a) = E0,0(a) +
1

6
√
π
a f1,1(a)E1,1(a) +

1

5
√
π
a2 f2,0(a)E2,0(a)+

+
1

5
√
π
a2 f2,2(a)E2,2(a) +

1

a
F0,0(a) −

1

3
√
πa2

f1,1(a)F1,1(a)−

− 3

10
√
πa3

f2,0(a)F2,0(a) −
3

10
√
πa3

f2,2(a)F2,2(a)

(5.167)
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Ω1,1(a) =
1

3
aE1,1(a) −

1

5
√

5π
a2 f1,1(a)E2,0(a) +

1

5

√
3

5π
a2 f1,1(a)E2,2(a)−

− 1

6
√

5π
a f2,0(a)E1,1(a) +

1

2
√

15π
a f2,2(a)E1,1(a)−

− 1

2
√
πa

f1,1(a)F0,0(a) +
1

3a2
F1,1(a) +

1

3
√

5πa2
f2,0(a)F1,1(a)−

− 1√
15πa2

f2,2(a)F1,1(a) +
3

10
√

5πa3
f1,1(a)F2,0(a)−

− 3

10a3

√
3

5π
f1,1(a)F2,2(a)

(5.168)

Ω2,0(a) =
1

5
a2E2,0(a) −

1

6
√

5π
a f1,1(a)E1,1(a) +

2

7
√

5π
a2 f2,0(a)E2,0(a)−

− 2

7
√

5π
a2 f2,2(a)E2,2(a) −

1

4
√

5πa
f2

1,1(a)F0,0(a) −
1

2
√
πa

f2,0(a)F0,0(a)+

+

√
5

14πa
f2

2,0(a)F0,0(a) −
√

5

14πa
f2

2,2(a)F0,0(a) +
1

3
√

5πa2
f1,1(a)F1,1(a)+

+
1

5a3
F2,0(a) −

3

7
√

5πa3
f2,0(a)F2,0(a) +

3

7
√

5πa3
f2,2(a)F2,2(a)

(5.169)
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Ω2,2(a) =
1

5
a2E2,2(a) +

1

2
√

15π
a f1,1(a)E1,1(a)−

2

7
√

5π
a2 f2,0(a)E2,2(a)−

− 2

7
√

5π
a2 f2,2(a)E2,0(a) +

1

4πa

√
3

5
f2

1,1(a)F0,0(a)−

− 1

2
√
πa

f2,2(a)F0,0(a) −
√

5

7πa
f2,0(a) f2,2(a)F0,0(a)−

− 1√
15πa2

f1,1(a)F1,1(a) +
3

7
√

5πa3
f2,2(a)F2,0(a)+

+
1

5a3
F2,2(a) +

3

7
√

5πa3
f2,0(a)F2,2(a)

(5.170)

Ω3,1(a) =
1

7
a3E3,1(a) +

3

5

√
2

35π
a2 f1,1(a)E2,0(a)−

−1

5

√
3

70π
a2 f1,1(a)E2,2(a) +

1√
70π

a f2,0(a)E1,1(a)−

− 1

2
√

210π
a f2,2(a)E1,1(a) +

3√
70πa

f1,1(a) f2,0(a)F0,0(a)−

− 1

2πa

√
3

70
f1,1(a) f2,2(a)F0,0(a) −

1

2
√
πa

f3,1(a)F0,0(a)−

−
√

2

35π

1

a2
f2,0(a)F1,1(a) +

1√
210πa2

f2,2(a)F1,1(a)−

− 9

5
√

70πa3
f1,1(a)F2,0(a) +

3

10a3

√
3

70π
f1,1(a)F2,2(a)+

+
1

7a4
F3,1(a)

(5.171)
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Ω3,3(a) =
1

7
a3E3,3(a) +

3

5
√

14π
a2 f1,1(a)E2,2(a) +

1

2
√

14π
a f2,2(a)E1,1(a)−

− 1

2
√
πa

f3,3(a)F0,0(a)−
1√

14πa2
f2,2(a)F1,1(a)−

− 9

10
√

14πa3
f1,1(a)F2,2(a) +

1

7a4
F3,3(a)

(5.172)

Ω4,0(a) =
1

9
a4E4,0(a) +

6

35
√
π
a2 f2,0(a)E2,0(a) +

1

35
√
π
a2 f2,2(a)E2,2(a)+

+
3

14πa
f2

2,0(a)F0,0(a) +
1

28πa
f2

2,2(a)F0,0(a)−
1

2
√
πa

f4,0(a)F0,0(a)−

− 9

35
√
πa3

f2,0(a)F2,0(a) −
3

70
√
πa3

f2,2(a)F2,2(a) +
1

9a5
F4,0(a)

(5.173)

Ω4,2(a) =
1

9
a4E4,2(a) +

1

7

√
3

5π
a2 f2,0(a)E2,2(a) +

1

7

√
3

5π
a2 f2,2(a)E2,0(a)+

+

√
15

14πa
f2,0(a) f2,2(a)F0,0(a) −

1

2
√
πa

f4,2(a)F0,0(a)−

− 3

14a3

√
3

5π
f2,2(a)F2,0(a) −

3

14a3

√
3

5π
f2,0(a)F2,2(a) +

1

9a5
F4,2(a)

(5.174)

Ω4,4(a) =
1

9
a4E4,4(a) +

1√
35π

a2 f2,2(a)E2,2(a) +
1

4πa

√
5

7
f2

2,2F0,0(a)−

− 1

2
√
πa

f4,4(a)F0,0(a)−
3

2
√

35πa3
f2,2(a)F2,2(a) +

1

9a5
F4,4(a)

(5.175)
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Desarrollo del potencial centŕıfugo

De (5.82), (5.145)

Vc(a, θ, λ) = ω2

{[
2
√

π

3
a2 +

√
π

(
M2(a)R

M1(a) + M2(a)

)2

−

− a√
3

M2(a)R
M1(a) + M2(a)

f1,1(a)
]

Y0,0(θ, λ)+

+
[(

−2
√

π

3
+

f2,0(a)√
15

− f2,2(a)√
5

)
a

M2(a)R
M1(a) + M2(a)

+
4
5

a2 f1,1(a)
]

Y1,1(θ, λ)+

+
[
−2

3

√
π

5
a2 +

a√
15

M2(a)R
M1(a) + M2(a)

f1,1(a) +
10
21

a2 f2,0(a)
]

Y2,0(θ, λ)+

+
[
6
7

a2 f2,2(a)− a√
5

M2(a)R
M1(a) + M2(a)

f1,1(a)
]

Y2,2(θ, λ)+

+

[
a

M2(a)R
M1(a) + M2(a)

(
f2,2(a)√

70
−
√

6
35

f2,0(a)

)
− 2

5

√
2
7

a2 f1,1(a)

]
Y3,1(θ, λ)−

−
√

3
14

a
M2(a)R

M1(a) + M2(a)
f2,2(a) Y3,3(θ, λ)−

− 4
7
√

5
a2 f2,0(a) Y4,0(θ, λ)− 2

7
√

3
a2 f2,2(a) Y4,2(θ, λ)

}

(5.176)

Desarrollo del potencial de marea

Para segundo orden, el desarrollo de rt
2 truncado, también, para n = 4:

rt
2 = a′t

(
1 + t

4∑

n=0

n∑

m=0

gn,m(a′) Yn,m(θ′, λ′) +
t(t − 1)

2

4∑

n=0

n∑

m=0

A′
n,m(a′) Yn,m(θ′, λ′)

)

(5.177)
con

gn,m(a′) = 0 y A′
n,m(a′) = 0 si n +m = 2̇ + 1

A′
0,0(a

′) =
1

2
√
π

(
g2
1,1(a

′) + g2
2,0(a

′) + g2
2,2(a

′)
)
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A′
1,1(a

′) =
1√
5π

g1,1(a
′)
(√

3 g2,2(a
′) − g2,0(a

′)
)

A′
2,0(a

′) =
1√
5π

(
−1

2
g2
1,1(a

′) +
5

7
g2
2,0(a

′) − 5

7
g2
2,2(a

′)

)

A′
2,2(a

′) =
1√
5π

(√
3

2
g2
1,1(a

′) − 10

7
g2,0(a

′) g2,2(a
′)

)

A′
3,1(a

′) =
1√
35π

g1,1(a
′)

(
3
√

2 g2,0(a
′) −

√
3

2
g2,2(a

′)

)

A′
3,3(a

′) =
3√
14π

g1,1(a
′) g2,2(a

′)

A′
4,0(a

′) =
1

7
√
π

(
3 g2

2,0(a
′) +

1

2
g2
2,2(a

′)

)

A′
4,2(a

′) =
1

7

√
15

π
g2,0(a

′) g2,2(a
′)

A′
4,4(a

′) =
1

2

√
5

7π
g2
2,2(a

′)

Por otra parte, sea

Fn,m(a2) =

∫

D2

rn
2 Yn,m(θ, λ) (5.178)

donde

F
(2)
0,0 (a2) =

M2(a2)

2
√
π

F
(2)
1,1 (a2) =

∫ a2

0

ρ
∂

∂a′

{
a′4
[
g1,1(a

′)

(
1 +

3

2
√

5π

(√
3 g2,2(a

′) − g2,0(a
′)
))]}

da′
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F
(2)
2,0 (a2) =

∫ a2

0

ρ
∂

∂a′

{
a′5
[
g2,0(a′) +

2√
5π

(
−1

2
g2
1,1(a

′) +
5
7

g2
2,0(a

′) − 5
7

g2
2,2(a

′)
)]}

da′

F
(2)
2,2 (a2) =

∫ a2

0

ρ
∂

∂a′

{
a′5

[
g2,2(a′) +

2√
5π

(√
3

2
g2
1,1(a

′) − 10
7

g2,0(a′) g2,2(a′)

)]}
da′

F
(2)
3,1 (a2) =

∫ a2

0

ρ
∂

∂a′

{
a′6

[
g3,1(a′) +

5
2
√

35π
g1,1(a′)

(
3
√

2 g2,0(a′) −
√

3
2

g2,2(a′)

)]}
da′

F
(2)
3,3 (a2) =

∫ a2

0

ρ
∂

∂a′

{
a′6
[
g3,3(a

′) +
15

2
√

14π
g1,1(a

′) g2,2(a
′)

]}
da′

F
(2)
4,0 (a2) =

∫ a2

0

ρ
∂

∂a′

{
a′7
[
g4,0(a

′) +
3

7
√
π

(
3 g2

2,0(a
′) +

1

2
g2
2,2(a

′)

)]}
da′

F
(2)
4,2 (a2) =

∫ a2

0

ρ
∂

∂a′

{
a′7

[
g4,2(a

′) +
3

7

√
15

π
g2,0(a

′) g2,2(a
′)

]}
da′

F
(2)
4,4 (a2) =

∫ a2

0

ρ
∂

∂a′

{
a′7

[
g4,4(a

′) +
3

2

√
5

7π
g2
2,2(a

′)

]}
da′

De (5.83)-(5.89), (5.121), (5.178)

Vt(a, θ, λ) = G
4∑

n=0

n∑

m=0

Vtn,m (a)Yn,m(θ, λ) (5.179)

con

Vtn,m (a) = 0 si n+m = 2̇ + 1
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Vt0,0(a) =

(
4π

R
− 3πa4

2R5
+

√
π

3

2a

R2
f1,1(a) −

√
π

5

2a2

R3
f2,0(a)+

+

√
3π

5

2a2

R3
f2,2(a)

)
F

(2)
0,0 (a2)+

+

(
4π√
3R2

− 5
√

3πa4

2R6
+

4
√
πa

3R3
f1,1(a)

)
F

(2)
1,1 (a2)−

−
(

2π√
5R3

+
2πa2

3
√

5R5

)
F

(2)
2,0 (a2)+

+

(√
3

5

2π

R3
+

2πa2

√
15R5

)
F

(2)
2,2 (a2) −

√
6

7

π

R4
F

(2)
3,1 (a2)+

+

√
10

7

π

R4
F

(2)
3,3 (a2) +

π

2R5
F

(2)
4,0 (a2) −

√
5π

3R5
F

(2)
4,2 (a2)+

+

√
35π

6R5
F

(2)
4,4 (a2)

(5.180)

Vt1,1(a) =

(
4πa√
3R2

+
8
√
πa2

5R3
f1,1(a)−

√
π

15

2a

R2
f2,0(a)+

+

√
π

5

2a

R2
f2,2(a)

)
F

(2)
0,0 (a2)+

+

(
8πa

3R3
−
√
π

5

4a

3R3
f2,0(a) +

√
π

15

4a

R3
f2,2(a)

)
F

(2)
1,1 (a2)−

−
(√

3

5

2πa

R4
+

2πa3

√
15R6

)
F

(2)
2,0 (a2) +

(
6πa√
5R4

+
2πa3

√
5R6

)
F

(2)
2,2 (a2)−

−
√

2

7

4πa

R5
F

(2)
3,1 (a2) +

√
10

21

4πa

R5
F

(2)
3,3 (a2)

(5.181)
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Vt2,0(a) = −
(
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Vt4,2 (a) = −
(√

5πa4

3R5
− 6

√
πa2

7R3
f2,0(a) +

2
√

3πa2

7R3
f2,2(a)

)
F

(2)
0,0 (a2)−

−
√

5

3

5πa4

3R6
F

(2)
1,1 (a2)

(5.187)

Vt4,4(a) =

(√
35πa4

6R5
+

√
3π

7

2a2

R3
f2,2(a) +

2
√

2πa

3R2
f3,3(a)

)
F

(2)
0,0 (a2)+

+

√
35

3

5πa4

6R6
F

(2)
1,1 (a2)

(5.188)



230 Manuel Forner Gumbau

Desarrollo del potencial total

Al igual que en primer orden, el potencial total para segundo orden viene
determinado por

Ψ(a, θ, λ) = Ψ0,0(a)Y0,0(θ, λ)

El valor de dicho potencial viene dado por
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donde las funciones de amplitud están sometidas a la ecuaciones Ψn,m(a) = 0
si n > 0. Las cuales, dada su longitud, no se explicitan.



Caṕıtulo 6

Conclusiones y perspectivas

6.1. Conclusiones

En base a los objetivos planteados y los resultados obtenidos en el desa-
rrollo del presente trabajo de investigación se pueden destacar las siguientes
conclusiones globales:

1. Elaboración de un conjunto de algoritmos que permiten desarrollar,
para cualquier pareja de factores, los siguientes productos de:

polinomios de Legendre como combinación lineal de polinomios de
Legendre (3.35).

funciones asociadas de Legendre como combinación lineal de fun-
ciones asociadas de Legendre (3.63), (3.64), (3.66), (3.68), (3.70),
(3.72), (3.74), (3.76), (3.78), (3.80), (3.82) y (3.83).

armónicos esféricos, tanto en su forma real (3.113) como en su
forma compleja (3.133), como combinación lineal de armónicos
esféricos.

Para la construcción de estos algoritmos se ha precisado calcular pre-
viamente las integrales de los productos de:

tres polinomios de Legendre (3.32), (3.49) y (3.61).

tres funciones asociadas de Legendre (3.48) y (3.60).

tres armónicos esféricos, tanto en su forma real (3.94) como en su
forma compleja (3.120).

En el cálculo de las integrales de los productos citados anteriormente, ha

sido necesaria la obtención previa del desarrollo de
dn+m

dxn+m
[(x− 1)n(x+ 1)n]
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en serie de potencias de x (3.6) y (3.11).

Aśı como el cálculo de las integrales

∫ 1

−1

tmPn(t) dt (3.25), (3.26) y

(3.30) y

∫ 1

−1

xα(1 − x2)
z
2 dx (3.58).

Por otra parte, a partir de los algoritmos anteriormente citados, con
la ayuda del ordenador y del cálculo simbólico, se han implementado
códigos mediante los cuales se obtienen los productos de polinomios de
Legendre, los productos de funciones asociadas de Legendre y los pro-
ductos de armónicos esféricos como combinación lineal de ellos mismos,
respectivamente.

Para la implementación de dichos algoritmos se ha utilizado el progra-
ma Mathematica [1], [66], [95] con lo que se han obtenido unos códigos
eficientes que consiguen coefientes exactos en la determinación de las
combinaciones lineales.

2. Los métodos seguidos por Finlay [30] y Kopal [50] [51] asumen las
ecuaciones (2.234), (2.235) y (2.236) para el desarrollo, en primer or-
den respecto de las amplitudes, de los potenciales interior y exterior
del potencial autogravitatorio en una configuración de equilibrio.

En este trabajo se prueba (4.37), (4.38), (4.39) y (4.40) que, estos de-
sarrollos, no son ciertos en primer orden respecto de las amplitudes.
Por lo que, en principio, el modelo desarrollado por Finlay [30] y Kopal
[50] [51] podŕıa no ser consistente.

Para refrendar dicha prueba se han empleado dos procedimientos dife-
rentes:

mediante cuadratura numérica (análogo al de Finlay [30] y Kopal
[50] [51]).

mediante un método anaĺıtico.

3. Aunque las asunciones hechas por Finlay [30] y Kopal [50] [51] para
el desarrollo, en primer orden respecto de las amplitudes, del potencial
interior y del potencial exterior del potencial autogravitatorio en una
configuración de equilibrio (2.234), (2.235) y (2.236) no sean correctas,
tal y como se prueba en (4.37), (4.38), (4.39) y (4.40), el desarrollo
que obtienen para el potencial autogravitatorio en una configuración
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de equilibrio, en primer orden respecto de las amplitudes, si que es co-
rrecto, tal y como se prueba en (4.42) y en (4.58).

La causa de que el resultado obtenido por Finlay [30] y Kopal [50]
[51] sea coincidente con el obtenido en este trabajo, y por lo tanto se
refrenden todos los resultados obtenidos hasta el momento con ellos, es
debido a que al sumar los desarrollos obtenidos en (4.37), (4.38), (4.39)
y (4.40) para el potencial interior y para el potencial exterior del po-
tencial autogravitatorio en una configuración de equilibrio, los términos
que difieren en los desarrollos del potencial interior y del potencial ex-
terior efectuados por Finlay [30] y Kopal [50] [51] con los desarrollados
en este trabajo, se cancelan.

4. Los métodos seguidos por Kopal [50] [51] asumen las ecuaciones (4.87),
(4.88), (4.89) y (4.90) para el desarrollo, en segundo orden respecto
de las amplitudes, de los potenciales interior y las ecuaciones (4.83),
(4.84), (4.85) y (4.86) para el desarrollo del potencial exterior del po-
tencial autogravitatorio en una configuración de equilibrio.

En este trabajo se prueba (4.123), (4.124) y (4.133) que dichos de-
sarrollos no son ciertos en segundo orden respecto de las amplitudes,
por lo que, en principio el modelo desarrollado por Kopal [50] [51] po-
dŕıa no ser consistente.

Para refrendar dicha prueba se han empleado dos procedimientos dife-
rentes:

mediante cuadratura numérica (análogo al de Kopal [50] [51]).

mediante un método anaĺıtico.

5. Como se prueba en (4.123), (4.124) y (4.133), las asunciones hechas por
Kopal [50] [51] para los desarrollos en segundo orden respecto de las
amplitudes del potencial interior y del potencial exterior del potencial
autogravitatorio en una configuración de equilibrio, no son correctas.

Ahora bien, en este trabajo también se prueba (4.150) que es correcto
el resultado obtenido por Kopal [50] [51] para el desarrollo, en segundo
orden respecto de las amplitudes, del potencial autogravitatorio en una
configuración de equilibrio.

La causa de que el resultado obtenido por Kopal [50] [51] sea coinci-
dente con el obtenido en este trabajo, y por lo tanto se refrenden todos
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los resultados obtenidos hasta el momento con él, es que al efectuar
las sumas de los términos de los potenciales interior y exterior, (4.137),
(4.141), (4.145) y (4.149), se cancelan los términos que difieren en los
desarrollos del potencial interior y del potencial exterior efectuados por
Kopal [50] [51] con los desarrollados en este trabajo.

6. Los métodos seguidos por Kopal [50] [51] asumen las ecuaciones (5.16),
(5.17), (5.18) y (5.19) para el desarrollo, en primer orden respecto de
las amplitudes, de los potenciales interior y exterior del potencial au-
togravitatorio en un sistema binario próximo.

En este trabajo se prueba (5.56), (5.57), (5.58) y (5.59) que dichos
desarrollos no son ciertos en primer orden respecto de las amplitudes,
por lo que, en principio el modelo desarrollado por Kopal [50] [51] po-
dŕıa no ser consistente.

Para refrendar dicha prueba se ha extendido el método anaĺıtico uti-
lizado en las configuraciones de equilibrio.

7. Aunque las asunciones hechas por Kopal [50] [51] para el desarrollo,
en primer orden respecto de las amplitudes, del potencial interior y del
potencial exterior del potencial autogravitatorio en un sistema binario
próximo (5.16), (5.17), (5.18) y (5.19) no sean correctas, tal y como
se prueba en (5.56), (5.57), (5.58) y (5.59), el desarrollo que obtiene
Kopal [50] [51] para el potencial autogravitatorio en un sistema binario
próximo, en primer orden respecto de las amplitudes, si que es correcto,
tal y como se prueba en (5.64) y en (5.67).

8. Para obtener el desarrollo del potencial de marea en un sistema binario
próximo es necesario el cálculo del inverso de la distancia entre las dos
componentes del sistema. En este trabajo el inverso de la distancia se
ha obtenido por dos métodos: uno anaĺıtico (5.94) y el otro basado en el
algoritmo iterativo de Kovalevsky (5.106) y (5.107). Con lo cual queda
corraborada la determinación del inverso de la distancia entre las dos
componentes del sistema.

9. Se ha desarrollado un método para la determinación del potencial de
marea en un sistema binario próximo en el cual se manifiesta la forma
de la componente secundaria del sistema (5.120).

Aunque hay que precisar que la forma de la componente secundaria
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se manifiesta en el desarrollo de segundo orden respecto de las ampli-
tudes y no en el desarrollo en primer orden.

Con todo ello se aportan al bagaje cient́ıfico:

1. Algoritmos eficientes, que facilitan la obtención del producto de algu-
nas funciones especiales (polinomios de Legendre, funciones asociadas
de Legendre y armónicos esféricos) como combinación lineal de ellas
mismas, para su uso en los campos cient́ıficos de la Mecánica Cuánti-
ca, de la Astronomı́a, de la Geodesia, de la Mecánica Celeste, de la
Geof́ısica, de la Electroestática, ...

2. La prueba de que los desarrollos del potencial autogravitatorio en una
configuración de equilibrio que determinan los métodos clásicos, para
primer y segundo orden respecto de las amplitudes, son convergentes.

3. La prueba de que el desarrollo del potencial autogravitatorio en un sis-
tema binario próximo que determinan los métodos clásicos, para primer
orden respecto de las amplitudes, es convergente.

4. La obtención de un método para la determinación del potencial de
marea en un sistema binario próximo que pone de manifiesto la forma
de la componente secundaria del sistema en el desarrollo en segundo
orden respecto de las amplitudes.

6.2. Perspectivas

A partir del estudio desarrollado en esta investigación han surgido nuevas
ideas para futuras ĺıneas de trabajo que permitiŕıan mejorar y generalizar
alguno de los aspectos de la metodoloǵıa y del modelo propuesto. Se pueden
destacar los siguientes temas que pueden dar lugar a nuevos trabajos:

1. Desarrollar la teoŕıa del potencial autogravitatorio, para el caso de
figuras aisladas, en órdenes superiores al segundo. Al emprender este
camino se abriŕıa la posibilidad de generalizar este método para obtener
desarrollos en el orden deseado.

2. Obtener aproximaciones correctas del potencial interior y del potencial
exterior del potencial autogravitatorio para el orden deseado. Con lo
que se estaŕıa en condiciones de probar o refutar la conjetura surgida
en este trabajo de que la aproximación al potencial autogravitatorio
obtenida por Kopal [50] [51] es correcta en cualquier orden.
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3. Elaborar, para los sistemas binarios próximos, una teoŕıa del potencial
en la que los desarrollos en las amplitudes sean de orden superior a
f2,0(a).

4. Probar o refutar la conjetura de que, a partir de segundo orden respecto
de las amplitudes, la forma de la componente secundaria de un sistema
binario próximo se manifiesta en los desarrollos en serie del potencial
de marea.

5. Estudiar casos particulares como, por ejemplo, sistemas homogéneos,
politropos, ...
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[18] Chandrasekhar, S.:The Equilibrium of Distorted Polytropes. Part I.
MNRAS, 93, 390; Part II. ibid., 444; Part III. ibid., 462, 1933.

[19] Chandrasekhar, S.:An Introduction to the Study of Stellar Structure,
Univ. of Chicago Press, Caṕıtulo IV, 1939.
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Teoŕıas de primer y segundo orden sobre el potencial de ciertas figuras de equilibrio 239

[25] Docobo Durantez, J.A.:Estrellas dobles. Colección ”Biblioteca de divul-
gación cient́ıfica. Serie Astronomı́a, 10”. Madrid: Equipo Sirius, S.A ,
10/1992.

[26] Dotsenko M.:On some applications of Wright’s hypergeometric func-
tions, C.R. Acad. Bulgare Sci. 44, 13-16, 1991.
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[74] Poincaré, H.:Sur l’équilibre d’une masse fluide animée d’un mouvement
de rotation, (Acta Math., VII, 259; C.R. Paŕıs, 100, 346; ibid., 101, 1068
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Teoŕıas de primer y segundo orden sobre el potencial de ciertas figuras de equilibrio 243

[75] Riemann, B.:Ein Beitrag zu den Untersuchungen über die Bewegung
eines flüssigen gleichartigen Ellipsoides. Göttingen Abh., IX, 3, (1861);
Ges. Werke, 182 (1892).
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[77] Rozov, N. Kh.:Lamé equation, in Hazewinkel, Michiel. Encyclopaedia
of Mathematics, Kluwer Academic Publishers, 2001.

[78] Sansone, G.: Harmonic Polynomials and Spherical Harmonics, Inte-
gral Properties of Spherical Harmonics and the Addition Theorem for
Legendre Polynomials, and Completeness of Spherical Harmonics with
Respect to Square Integrable Functions. $3.18-3.20 in Orthogonal Func-
tions, rev. English ed. New York: Dover, pp. 253-272, 1991.

[79] Seaborn, J.B.:Hypergeometric functions and their applications,
Springer-Verlag, 1991.

[80] Sevilla, M.:V Curso de Geodesia Superior: Mareas Terrestres y Fun-
damentos. Métodos y Problemas de la Gravimetŕıa. (Teoŕıa de Mareas
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de forme ellipsoidale. Ann. École Norm., 26, 225 (1909).

[83] Sternberg, W. y Smith, T. L.: The Theory of Potential and Spherical
Harmonics, 2nd ed. Toronto: University of Toronto Press, 1946.

[84] Tassoul, J.T.:Theory of rotating stars, New Jersey: Princeton Univ.
Press, 1978.

[85] Thomson, W. y Tait: Treatise on Natural Philosophy, (Cambridge Univ.
Press), 1883.

[86] Tijonov, A.:Ecuaciones de la F́ısica matemática, (Editorial Mir). 1983
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