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Introduccio

Aquest treball s’emmarca en 'estudi cohomologic de les varietats algebraiques sobre
un cos de caracteristica zero. Més concretament se situa en 1'as cohomologic del
teorema de resolucié de singularitats d’Hironaka [39], pel qual donada X una varietat
algebraica sobre k un cos de caracterfstica zero, existeix una varietat no singular X
i un morfisme f : X — X biracional i propi. Més encara, si Y és una subvarietat
tancada de X, existeix una resolucié f : X — X tal que Y = f~1(Y) és un divisor
a creuaments normals dins X i f és un isomorfisme fora de la reunié de Y i el lloc
singular de X.

S’han donat nombroses aplicacions del teorema de resolucié de singularitats a ’estudi
cohomologic de les varietats algebraiques. Ha estat utilitzat en particular per a
estendre certs functors cohomologics definits a priori sobre una classe d’esquemes
llisos a una classe més gran d’esquemes. La cohomologia de De Rham algebraica
[26] [36] i la teoria de Hodge-Deligne [9] [10] sén exemples d’aquestes extensions.

Deligne [9] [10] va introduir, préviament al seu desenvolupament de la teoria de
Hodge de les varietats algebraiques singulars, un metode molt general i molt precis
per a utilitzar la resolucié de singularitats: el metode del descens cohomologic sim-
plicial. El metode de Deligne fa s dels hiperrecobriments simplicials, que permeten
substituir una varietat X, possiblement singular, per una varietat simplicial aug-
mentada sobre X formada per varietats no singulars.

La teoria de les hiperresolucions cibiques de V. Navarro [29] és un instrument al-
ternatiu al dels hiperrecobriments simplicials de Deligne i déna un marc general per
a 1"is cohomologic del teorema d’Hironaka. Les hiperresolucions ciibiques permeten
substituir una varietat X, possiblement singular, per un diagrama cibic de varietats
llises. Un dels principals avantatges de les hiperresolucions ctibiques enfront als hi-
perrecobriments simplicials és la seva finitud. Entre les aplicacions desenvolupades
a [29] referents a propietats d’extensié hi ha Paplicacié a la teoria de De Rham al-
gebraica i 'extensio de la covariancia de la teoria K de feixos coherents a morfismes

propis.

Basant-se en la teoria de les hiperresolucions cibiques, F. Guillén i V. Navarro [32]
han provat un criteri d’extensio per a functors cohomologics definits en les varietats
llises a functors cohomologics definits en totes les varietats.

El teorema d’extensio ha estat aplicat pels mateixos autors a I’homotopia de De
Rham algebrica, al complex filtrat de Hodge-De Rham i a la teoria de motius de
Grothendieck. D’altres aplicacions han estat als grups de Chow [35] i als grups de
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Chow additius [50].

Els functors cohomologics classics prenen valors en la categoria de grups abelians
graduats, en la categoria de complexos de cadenes en una categoria abeliana o de fet
en la categoria derivada. Per a aplicar el criteri d’extensié a situacions no abelianes,
Guillén i Navarro introdueixen la nocié de categoria de descens com una bona classe
de categories on les teories cohomologiques prenen valors. La nocié de categoria de
descens és una variant més rigida de la de categoria triangulada de Verdier, adaptada
a la formulacié de les teories cohomologiques no additives, i que fa front a un dels
inconvenients de les categories triangulades: la falta de functorialitat del con d’un
morfisme.

Una categoria de descens cohomologic és una categoria cartesiana D amb objecte
inicial juntament amb una classe saturada de morfismes F i un functor simple
que transforma diagrames cubics de D en objectes de D, sotmesos a un conjunt
d’axiomes. El principal exemple de categoria de descens cohomologic és la categoria
de complexos de cocadenes en una categoria abeliana, amb els quasiisomorfismes
com a classe saturada de morfismes. La categoria d’algebres diferencials graduades
commutatives sobre k també té una estructura de categoria de descens cohomologic.
Hi ha una nocié dual, la de categoria de descens homologic. Els complexos de cade-
nes en una categoria abeliana amb els quasiisomorfismes i els espais topologics amb
els isomorfismes en homologia sén exemples de categories de descens homologic.

Un problema que apareix de manera natural és el de tenir més exemples de categories
de descens. Per exemple, en vistes a ’aplicacio a la teoria K algebraica sorgeix la
questio de si la categoria d’espectres topologics té estructura de categoria de descens
o més generalment si la tenen les categories de models estables. Les categories
de models, introduides per Quillen [65], han estat profusament utilitzades en les
darreres decades com una axiomatitzacio 1til per a fer teoria d’homotopia. El primer
problema que hem estudiat és el de la relacié entre les categories de models i les
categories de descens. Hem demostrat que la subcategoria d’objectes fibrants d'una
categoria de models simplicial és una categoria de descens cohomologic si satisfa
un criteri d’aciclicitat. Les categories de models estables satisfan aquest criteri
d’aciclicitat i per tant donen exemples de categories de descens cohomologic. Hem
demostrant en particular que la categoria d’espectres fibrants és una categoria de
descens cohomologic amb el limit homotopic.

El teorema d’extensié de Guillén i Navarro s’aplica a functors contravariants
G :Sm(k) — D

on Sm(k) és la categoria de varietats llises sobre k com a subcategoria de la categoria
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Sch(k) d’esquemes reduits, separats i de tipus finit sobre k, i D és una categoria de
descens cohomologic. Per a poder estendre’l, cal que G sigui un functor de descens,
condiciéo que s’expressa a través dels quadrats aciclics. Un quadrat aciclic és un
diagrama cartesia de Sch(k)

] ~

Y —>X

g l ;

Y —=X
tal que 7 és una immersi6 tancada i f és un morfisme propi que indueix un isomor-
fisme X \Y — X \ Y. Un quadrat aciclic elemental és un quadrat aciclic on els
objectes sén irreductibles i de Sm(k) i tal que f : X — X és el blow-up de X a

través de Y. Un functor

G :Sm(k) — D

a valors en una categoria de descens és de descens si compleix

(F1) G(0) és 'objecte final de D1 G(X UY) — G(X) x G(Y') és un isomorfisme

(F2) si X, és un quadrat aciclic elemental en Sm(k), aleshores sG(X,) és aciclic.

Si G és un functor de descens aleshores existeix una extensié en un functor -
rectificat

GD : Sch(k) — HoD
que verifica la condicid
(D) si X, és un quadrat aciclic de Sch(k), el simple de GD(X,) és aciclic.

A més, aquesta extensié és unica llevat isomorfisme tinic de functors ®-rectificats.
L’extensio G D es defineix mitjancat les hiperresolucions. Hem estudiat quines pro-
pietats hereta GD de les propietats de G sobre les varietats llises. Aixi si G satisfa
les propietats de Mayer-Vietoris i d’invariancia homotopica per a les varietats llises,
s’obté que G D les satisfa per a totes les varietats.

La teoria K algebraica és un functor
K : Sch(k) — Sp

que pren valors en la categoria d’espectres. Els grups de teoria K s’obtenen a partir
dels grups d’homotopia dels espectres. Les condicions d’extensié per a la teoria K
sén basicament conseqiiencia dels resultats de Thomason [73] per a la teoria K d’'un
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blow-up, de manera que el teorema d’extensio és aplicable a la teoria K algebraica
de les varietats llises. Aixi el functor K admet una extensio essencialment tnica de
les varietats llises a totes les varietats, KD, que satisfa descens.

Es ben conegut que la teoria K algebraica de les varietats no satisfa descens. C.
Haesemeyer ha provat en [34] que la teoria K homotopica KH, introduida per Weibel
en [78], satisfa descens per a varietats sobre un cos de caracteristica zero. Per la
unicitat de l'extensiéo KD i el resultat de Haesemeyer se segueix que per a tota
varietat X sobre un cos de caracteristica zero els espectres KD(X) i KH(X) sén
feblement equivalents.

La demostracié6 de Haesemeyer utilitza la teoria de les cd-topologies associades a
quadrats commutatius desenvolupada per Voevodsky [76], aplicada a l'estructura
de categoria de models de prefeixos d’espectres de Jardine [45], de manera que els
functors que satisfan la propietat de descens sén quasifibrants en aquesta estructura.
L’estructura de categoria de models permet definir el reemplagament fibrant d’un
prefeix d’espectres considerant una certa topologia i per tant sorgeix la qliestié
de comparar l'extensié de Guillén i Navarro amb el reemplagament fibrant amb
la topologia dels blow-ups abstractes. Hem demostrat que quan sén comparables,
coincideixen.

Seguint [32] hem trobat també una extensié de K a un functor a suport compacte,
K¢, que novament per unicitat és feblement equivalent a la teoria K algebraica a
suport compacte introduida per Gillet i Soulé en [19].

Aportacions

1) S’ha demostrat que donada una categoria de models simplicial M que compleix
un criteri d’aciclicitat, la categoria d’objectes fibrants M té una estructura
de categoria de descens cohomologic amb les equivalencies febles com a classe
saturada de morfismes i el limit homotopic com a functor simple.

Es diu que un objecte X € M és aciclic si *x — M és una equivalencia feble,
i un diagrama és aciclic si el seu simple és aciclic. La fibra homotopica d'un
morfisme f: X — Y és el limit homotopic de (X — Y « ).

La part fonamental de la prova és veure que sén equivalents:
m Criteri d’aciclicitat: Un morfisme f : X — Y d’objectes fibrants és una
equivalencia feble si i només si la fibra homotopica és aciclica.

m Criteri d’aciclicitat estes: Un Of-diagrama augmentat X d’objectes
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2)

fibrants és aciclic si i només si el morfisme Xy — holimp, X és una
equivalencia feble.

Dualment s’obté que els objectes cofibrants d’una categoria de models sim-
plicial M tenen una estructura de categoria de descens homologic amb les
equivalencies febles com a classe saturada de morfismes i el colimit homotopic
com a functor simple.

Aplicacions dels resultats anteriors:

a) La categoria d’objectes fibrants d’una categoria de models estable és de
descens cohomologic, amb les equivalencies febles i el limit homotopic.

b) La categoria d’objectes cofibrants d'una categoria de models estable és
de descens homologic, amb les equivalencies febles i el limit homotopic.

c¢) La categoria d’espectres fibrants és una categoria de descens cohomologic
amb les equivalencies febles i el limit homotopic.

d) Donada h, una teoria d’homologia generalitzada, la categoria de conjunts
simplicials amb el colimit homotopic i les h,-equivalencies és una categoria
de descens homologic.

e) Donada h, una teoria d’homologia generalitzada, la categoria d’espais
topologics cofibrants amb el colimit homotopic i les h,-equivalencies és
una categoria de descens homologic.

En el cas de complexos de cocadenes, hi ha una equivaléncia feble entre el
simple d’un diagrama cubic de complexos de cocadenes de R-moduls i el seu
limit homotopic (considerant 'estructura de categoria de models quasisimpli-
cial dels complexos de cocadenes).

Donat X un [J,-diagrama d’espectres fibrants, hi ha una successié espectral
convergent
By = EB Tq(Xa) = mg—p(s50,X).

la|=p+1

Donat F' un prefeix d’espectres en Sch(k) tal que compleix les hipotesis del
teorema d’extensié de Guillén i Navarro, hi ha un morfisme (en HoSp)

FD — Fabs

tal que F'D(X) — F%®(X) és una equivaléncia feble per tota varietat X, on
Fabs és aproximacié fibrant en la categoria de models de prefeixos d’espectres
amb la topologia dels blow-ups abstractes.
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Si a més F' té la propietat de descens de Nisnevich per a varietats llises,
aleshores hi ha un morfisme (en HoSp)

FD — chh

tal que FD(X) — F"(X) és una equivaléncia feble per tota varietat X, on
Fedh és Iaproximaci6 fibrant en la categoria de models de prefeixos d’espectres
amb la topologia cdh.

5) Hi ha un functor ®-rectificat KD : Sch(k) — HoSp, tnic llevat isomorfisme
de functors ®-rectificats, que coincideix amb la teoria K per a les varietats
llises i que satisfa la propietat de descens

(D) Si X, és un quadrat aciclic, aleshores KD(X,) és aciclic.

La teoria KD té les segiients propietats:

a) coincideix amb IC per a les varietats llises.
b)
¢) és homotopicament invariant.
d)

té la propietat de Mayer-Vietoris.

Donada X, una hiperresolucié cubica d'una varietat algebraica X, hi ha
una successio espectral convergent

E{)q = @ Kq(Xa> = Kqup(X)-

la|=p+1

Aquesta successié indueix una filtracié en els grups K D,,(X) que no depén
de la hiperresolucio, de manera que hi ha una filtracié finita functorial i
ben definida F? en KD, (X) que és trivial per a varietats llises.

e) coincideix amb la teoria K homotopica de Weibel, ja que Haesemeyer [34]
ha demostrat que K'H satisfa la propietat (D) de descens.

6) Hi ha una extensié de K a un functor a suport compacte, K¢, que és feblement
equivalent a la teoria K algebraica a suport compacte introduida per Gillet i
Soulé en [19].

Els principals resultats dels capitols 1 i 2 d’aquest treball apareixeran publicats en
[68] Lloren¢ Rubié i Pons. Model categories and cubical descent. Bol. Soc. Mat.
Mexicana, 13(2), 2007.

Alguns dels resultats dels capitols 3 i 4, els principals llevat dels referents a les cd-
topologies, apareixen en el preprint

[63] Pere Pascual Gainza i Lloreng Rubié i Pons. Algebraic K-theory and cubical
descent. Preprint Arxiv math.AG /2257, juny de 2007.
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Contingut

CapriToL 1: El primer capitol conté els preliminars sobre diagrames ctibics, catego-
ries de models i limit homotopic que es necessitaran posteriorment.

En la seccié 1.1 recordem la definicié de tipus cubic de diagrama i de tipus ctbic
augmentat.

En la seccié 1.2 detallem les definicions de categoria de models i de categoria de
models simplicial que utilitzem i remarquem algunes propietats que farem servir.
Dediquem la secci6 1.3 a la definicié de limit homotopic d’un diagrama en una ca-
tegoria de models simplicial i a les seves propietats.

La seccié 1.4 recull els elements sobre categories de models de categories de diagra-
mes que farem servir.

En la secci6 1.5 veiem com es poden obtenir definicions equivalents de limit ho-
motopic i ho apliquem al cas d'un diagrama cibic.

CAPITOL 2: En el segon capitol es recorda la nocié de categoria de descens i es
demostra que la categoria d’objectes fibrants d’una categoria de models simplicial
és una categoria de descens si satisfa un criteri d’aciclicitat.

La seccié 2.1 esta dedicada a definicié de categoria de descens cohomologic, que
s’obté dualitzant la definicié de categoria de descens homologic que és la que apa-
reix explicitament en [32]. S’introdueixen abans les categories CodiagyD i CorealyD
de codiagrames i corealitzacions amb el tipus variant dins de la categoria de tipus
cubics.

En la seccié 2.2 es demostra que la categoria d’objectes fibrants d’una categoria
de models simplicial és una categoria de descens cohomologic si satisfa un criteri
d’aciclicitat, prenent el limit homotopic com a functor simple i les equivalencies fe-
bles com a classe saturada de morfismes. També s’obté el resultat dual: la categoria
d’objectes cofibrants d’una categoria de models simplicial és una categoria de des-
cens homologic si satisfa el criteri d’aciclicitat dual, prenent el colimit homotopic
com a functor simple.

La seccié 2.3 esta dedicada a ’obtencié d’exemples de categories de descens usant
el resultat anterior. Primer de tot (seccié 2.3.1) es tracten les categories de mo-
dels simplicials estables i es prova que donen categories de descens cohomologic i
homologic. Com a cas particular hi ha la categoria d’espectres de conjunts simpli-
cials, que es tracta separadament en la seccié 2.3.2. En la secci6 2.3.3 es tracten
els espais topologics i els conjunts simplicials i es demostra que donen categories de
descens homologic prenent com a classe saturada de morfismes les equivalencies en
una teoria d’homologia. Els complexos de cocadenes de R-moduls es tracten en la
seccio 2.3.5. El fet que les estructures de categories de models de que disposen no
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siguin simplicials siné quasisimplicials ens obliga a tractar el limit homotopic en una
categoria de models quasisimplicial just abans (seccié 2.3.4).

En la seccié 2.4 es tracta la relacio de les categories de models amb les categories de
descens cosimplicial de B. Rodriguez [67].

CAPITOL 3: En el tercer capitol es tracta la definicié i les propietats de I'extensi6 de
Guillén-Navarro. En el cas de functors que prenen valors en la categoria d’espectres,
s’estudia la successio espectral de Bousfield-Kan i es compara 'extensié de Guillén-
Navarro amb el model fibrant en la categoria de models de prefeixos d’espectres
associada a una cd-topologia.

En la seccié 3.1 es tracten les hiperresolucions cubiques, els functors rectificats i
el teorema d’extensié. Seguidament es demostren algunes de les propietats que el
functor estes hereta de les propietats del functor sobre les varietats llises. Es tracta
també I'extensié amb suport compacte.

En la seccié 3.2 es considera la successio espectral de Bousfield-Kan, la qual és con-
vergent al limit homotopic del cub. Aquesta successi6é s’aplica al descens de Cech
per a un functor que pren valors en la categoria d’espectres.

En la seccié 3.3 es miren els functors de varietats a espectres com a prefeixos
d’espectres. Es repassa la teoria de les topologies associades a quadrats commu-
tatius i les categories de models de prefeixos d’espectres. Es demostra que el reem-
placament fibrant en la categoria de models de prefeixos d’espectres amb la topolo-
gia dels blow-ups abstractes és feblement equivalent a I’extensié de Guillén-Navarro,
amb certes hipotesis.

CAPITOL 4: En el quart capitol s’aplica el teorema d’extensié a la teoria K alge-
braica, obtenint la teoria K de descens.

En la seccio 4.1 detallem 'espectre de teoria K que utilitzem i les propietats de la
teoria K de les varietats llises.

En la seccié 4.2 provem que podem aplicar el teorema d’extensio i obtenim la teoria
KD. Amb els resultats de les seccions anteriors obtenim algunes propietats de KD
i demostrem que és equivalent a la teoria K homotopica de Weibel. Obtenim també
una teoria K amb suport compacte.

En la seccié 4.3 provem que hi ha una filtracié finita functorial i ben definida F” en
KD, (X) que és trivial per a varietats llises.



1

Categories de models i limits

homotopics

En aquest capitol recollim alguns elements d’algebra homotopica que farem servir
posteriorment i fixem algunes notacions. Fonamentalment volem tractar el limit
homotopic d'un diagrama en una categoria de models. Estem interessats principal-
ment en els tipus cubics de diagrames, que introduim en la primera seccié. En la
segona seccié recollim la definicié de categoria de models i de categoria de models
simplicial. En la tercera seccié exposem la definicié de limit homotopic que prenem
i les seves propietats. En la quarta seccié recollim els resultats referents a les es-
tructures de categoria de models de les categories de diagrames. En la cinquena i
darrera seccié expliquem com podem modificar la definicié de limit homotopic per
a un diagrama ctbic.

1.1 Tipus de diagrames i nervis

Anomenem tipus de diagrama a una categoria petita. En aquesta seccié recordem
la definicié d’un tipus particular de diagrames: els diagrames cibics i els diagrames
cubics augmentats. A continuacié recordem la definicié de nervi d’una categoria
petita i descrivim els nervis dels tipus ctbics.

1.1.1 Tipus cibics de diagrames i tipus ciibics augmentats

Recordem la definici6 de la categoria IT de tipus ctibics de diagrames [32, 1.1.1].

Donat el conjunt {0,1,...,n}, n > 0, se li associa el conjunt de les parts no buides,
ordenat per la inclusio, el qual defineix la categoria [J,. Analogament definim [g
per a qualsevol conjunt finit no buit S. Definim dimS = card(S) — 1.

Aixi, [y és una categoria amb un tunic element, [J; és la categoria representada pel
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diagrama
0— 01«1,

i [, és la categoria representada pel diagrama

012=——01
! /T

02<—0

122=—1

g

2

on no s’han inclos els morfismes identitat ni els que sén composicié de dos. En
I’exemple 1.1.8 hi ha una altra representacié de la mateixa categoria.

Donats S i T dos conjunts finits, tota aplicacié injectiva u : S — T defineix un
functor O, : Og — Or.

Introduim ara els productes (g x C7. A una familia S = (.S;);er, amb I un conjunt
finit, se li associa el producte cartesia II;c;0g, amb 'ordre producte. S’escriu Ug =
I1;c;0g,. Definim dimS = >_._, dimS;.

iel

Per exemple, la categoria [J; x [J; té 'estructura

(0,0) —(0,01) =— (0, 1)

v v v
(01,0) = (01,01) =< (01,1)
) A A

(1,0) — (1,01) =— (1, 1)

i la categoria [; x [y té 'estructura mostrada a la figura 1.1.

Finalment definim la categoria II. La categoria II té per objectes les families (S;);cr
de conjunts finits no buits, amb I finit variable. Donats S = (S;)icr 1 T = (T3) e,
un morfisme u : S — T de II és una aplicacié injectiva u : II;S; — II;7T; tal que, per
cada a = (o) € g, existeix § = (3;) € Or tal que u(Ile;) = I15;.

Sigui v un morfisme en la categoria II. Posem I’ el conjunt de les i € I amb
dim(S;) > 0. Aleshores existeix una injeccié v : I’ — J, i per cada i € I’ una
injeccié u; : S; — T, tals que Byu) = wi(ay), iles §; per j & v(I') sén constants
reduides a un sol element.

Per exemple, en la figura 1.2 es mostren les imatges possibles d’'un morfisme de [J;
a |:|1 X |:|2.
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071@§~_ 12,1
oxll

L1
0,01 012,}:—
~

o
IS
=)
=4
=/
OV“’O
=

2,01

2,0

Figura 1.2: Possibles imatges d’'un morfisme de [J; a [J; x [y

1.1.1.1 Tipus ciibics augmentats

A un conjunt finit S, potser buit, se li associa el conjunt (I de les parts de S,
ordenades per la inclusio.

Aixi Of és la categoria @ — 0, J; és la categoria representada pel diagrama

01=1
Pt
0=<10

i 00 és la categoria representada pel diagrama

012=——01
! /1

02<‘—0

129<—|—1

|

2<—

g

on no s’han representat les identitats ni els morfismes composicié de dos.
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1.1.2 Nervis de categories sobre un objecte

En aquest apartat recordem la definicié de nervi d’una categoria petita i de categoria
sobre un objecte. Estem seguint les notacions de [40].

1.1.1 Definicié Si C és una categoria petita, el nervi de C (o espai classificador de
C) és el conjunt simplicial BC en qué un n-simplex o és una seqiiencia de morfismes

de C

oo o1 On—1
Qg — Q) — +++ — Qp,
1 les cares i degeneracions vénen donades per
o1 o9 On—1
dyo = o — gy —> - ——
oo 0i—2 0051 On—1 .
dic = qy— -+ —> Q] —— Qir1- — Qp, per 0 <1< n
. (o4 g1 On—2
dyo = g —> Q) = — Q1
- oo 0i—1 1Oti a; On—1
Si0 = Qg =7 T O — Qg = Qg1 T Oy

Un functor F : C — D indueix una aplicacié simplicial BF' : BC — BD definida per

Fop—1

Fa,,.

oo o1 On—1 Fog Foy
BF (g = a1 — -+ — ay,) = Faoy Foy

Hi ha un isomorfisme natural B(C x D) = BC x BD (cf. [40, 14.1.5]).

1.1.2 Definicié Si C és una categoria, i o n’és un objecte, la categoria (C | «) és
la categoria que té per objectes els morfismes 3 — «, i un morfisme de  — a a
G — « és un morfisme 3 — (' en C tal que el triangle

ﬁ\a/ﬁ’

commuta.

Aixi, un n-simplex del conjunt simplicial B(C | ) és una seqiiencia de morfismes

oo o1 On—1 o
) — Q) — s —— Qy, — Q.

Un morfisme a — « indueix un functor (C|a) — (C|«’) i una aplicacié simplicial
entre els corresponents espais classificadors.
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1.1.3 Lema Donades C i D dues categories petites, hi ha un isomorfisme natural

B((C x D) (o, 8) = B(Cla) x B(D|B).

DEMOSTRACIO: Es clar a partir de les definicions. O

L’espai classificador d’una categoria C es pot recuperar a partir dels espais classifi-
cadors de les categories (C | «):

1.1.4 Lema [6, X1, 2.3] La correspondéncia

o0 o1 On—1 o (s} o1 On—1
(g > a; — - —a,—a)— (g >0 — - — )

indueir un isomorfisme

colim B(C | ) = BC.

1.1.2.1 Nervis de tipus cubics de diagrames

Observem primer que donat S un conjunt finit no buit i « € g (i.e. & un subconjunt
no buit de S), hi ha un isomorfisme de categories

(DS l a) = Da.

Sigui A[n] I'n-simplex estandard. Hi ha un isomorfisme entre [J,, i el conjunt par-
cialment ordenat dels simplexs no degenerats de A[n], ordenat per la relacié cara,
que notem PA[n]. El nervi de PA[n] s’anomena la subdivisié de A[n] [22, p.182] i
s’escriu

sdA[n] = BPA[n] = BO,.
Hi ha un homeomorfisme [22, IIT Lemma 4.1]
h:|sdA[n]| — |Aln]|,
que estableix que |sdA[n]|, i per tant |BO,|, és la subdivisié bariceéntrica de |A[n]|.

1.1.5 Definicié Donat S un conjunt finit no buit, notem A® el simplex estandard
de R
AY = {(x,}, € RS;Z:ES =1,0<z,<1,Vse S}

seS

L’homeomorfisme h ens dona el segiient resultat:
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1.1.6 Lema Donat S un conjunt finit no buit 1 U € Ug,
|B(@s | U)| = |B(Ov)| = A"
1.1.7 Lema Donat S = (S;)icr 1 U = (U;)ier € Og, I un conjunt finit,
|B(0s L U)| = A7,

on AV =[] AY.

DEMOSTRACIO: Es clar a partir del lema anterior i del lema 1.1.3 0

1.1.8 Exemple Considerem la categoria Ly, que ve representada pel diagrama

0
N
02> 012 = 01
2M1¢2N1

Tenim que

B0, | 012)] = A
B2 Lij)] = A =1,
1B, | i)] = A”=x,

on A™ és el simplex topologic de dimensié m. Els morfismes induits pels morfismes
en [y son inclusions de simplexs en la cara corresponent del simplex de dimensio
superior.

1.2 Categories de models i categories de models
simplicials

En aquesta seccié recordem les nocions de categoria de models i de categoria de
models simplicial.
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1.2.1 Categories de models

Les categories de models foren introduides per Quillen [65]. La principal referéncia
que utilitzem és la monografia de Hirschhorn [40, 7.1], on la definicié de categoria de
models té condicions més fortes que 'original: es demana que la categoria contingui
tots els limits i colimits petits, no només els finits, i que les factoritzacions del cinque
axioma siguin functorials. D’altres referencies utilitzades han estat [13], [41] i [22].

1.2.1 Definicié Una categoria de models és una categoria M juntament amb tres
classes de morfismes, equivalencies febles, cofibracions ¢ fibracions (que usualment
es denoten —, — i — respectivament) que satisfa els segiients axiomes:

M1: (Limit) En la categoria M existeizen tots els limits i colimits petits.

M2: (Dos de tres) Si f i g son morfismes de M tals que gf esta definit i dos
dels morfismes f, g 1 gf son equivaléncies febles, aleshores ho és el tercer.

M3: (Retracte) Les equivaléncies febles, fibracions i cofibracions son tancades
per retracte. Aixo és, si tenim el diagrama commutatiu

1a

A@A

f 9 r

B—D——=D8
\/

1p
1 g €s una equivaléncia feble, fibracio o cofibracio, aleshores també ho és f.

Mj: (Aizecament) Donat el diagrama commutativ no puntejat en M

A——X
4

J T

B——>Y

on i €s una cofibracio © p és una fibracio, el morfisme puntejat existeir si
almenys un dels dos morfismes i o p és una equivaléncia feble.

Mb5: (Factoritzacid) Tot morfisme g de M té dues factoritzacions functorials:

1) g = qi, on i és una cofibracid i q és una fibracidé trivial (i.e. una fibracio
que és una equivaléncia feble), i
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2) g = pj, on j és una cofibracid trivial (i.e. una cofibracié que és una
equivalencia feble) i p és una fibracio.

Si M és una categoria de models, els objectes inicial i final els notarem 0 i 1
respectivament. Es diu que un objecte de M és cofibrant si el morfisme des de
I’objecte inicial és una cofibracié i que és fibrant si el morfisme a 1’objecte final és
una fibracio.

Remarquem les segiients propietats que es dedueixen directament dels axiomes:

i) Les cofibracions i les cofibracions trivials sén tancades per composicié i per
pushout. Tot isomorfisme és una cofibracio.

ii) Les fibracions i les fibracions trivials sén tancades per composicié i per pullback.
Tot isomorfisme és una fibracié. En particular el producte d’objectes fibrants
és fibrant.

iii) Dues de les tres classes de morfismes determina la tercera, per la propietat
d’aixecament.

1.2.2 Exemple Notem per Top la categoria dels espais topologics Hausdorff com-
pactament generats. Un morfisme f : X — Y d’espais topologics és

i) una equivaléncia feble si f és una equivalencia homotopica feble,
ii) una fibracid si f és una fibracié de Serre, i

iii) una cofibracid si té la propietat d’aixecament per 'esquerra respecte tots els
morfismes que son alhora fibracions i equivalencies febles.

La categoria Top té una estructura de categoria de models amb aquestes equi-
valencies febles, fibracions i cofibracions [40, 7.10.10] [13, Example 3.5]. Amb aquesta
estructura tots els espais topologics sén fibrants i els CW-complexos son cofibrants.

Notem per Top, la categoria dels espais topologics puntejats. Si X és un espai
topologic, notem per X T Despai puntejat obtingut afegint un punt disjunt. La
categoria Top, té una estructura de categoria de models amb les corresponents
classes de morfismes puntejats.

1.2.3 Exemple Notem per Sset la categoria dels conjunts simplicials. Un morfisme
f: X — Y de conjunts simplicials és
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i) una equivaléncia feble si la seva realitzacié geometrica |f| : | X| — |Y] és una
. . .
equivalencia feble d’espais topologics,

ii) una fibracio si f és una fibracié de Kan, i

iii) una cofibracid si f és una inclusio.

La categoria Sset té una estructura de categoria de models amb aquestes equi-
valencies febles, fibracions i cofibracions [40, 7.10.12] [22, I. Theorem 11.3]. Amb
aquesta estructura tots els objectes son cofibrants. Els objectes fibrants s’anomenen
conjunts simplicials de Kan.

Notem per Sset, la categoria dels espais topologics puntejats. Si K és un con-
junt simplicial, notem per K+ el conjunt simplicial puntejat obtingut afegint un
punt disjunt. La categoria Sset, té una estructura de categoria de models amb les
corresponents classes de morfismes puntejats.

La proposicié segiient ens diu que els axiomes de categoria de models sén autoduals.

1.2.4 Proposicié [40, 7.1.9] Si M és una categoria de models, aleshores la catego-
ria oposada M és una categoria de models on

i) les equivaléncies febles en M sdn les oposades de les equivaléncies febles de

M,
i) les cofibracions en M son les oposades de les fibracions en M, i

i11) les fibracions en M son les oposades de les cofibracions en M.

D’aquesta proposicio es dedueix que tot enunciat que és valid per a totes les catego-
ries de models implica un enunciat dual on les cofibracions es canvien per fibracions,
les fibracions per cofibracions, els colimits per limits i els limits per colimits.

Si D és una categoria i F una classe de morfismes de D, notem per D[E™'] la
categoria localitzada de D segons F, i per

v:D — D[E™]

el functor de localitzacié. El functor v transforma els morfismes de E en isomorfis-
mes. Aquesta localitzacié sempre existeix en un univers convenient [18, I.1]. Diem
que E és una classe saturada de morfismes si tot morfisme f de D tal que vy(f) és
un isomorfisme, és de E. En tota categoria de models la classe de les equivalencies
febles és saturada [40, 8.3.10].
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Si M és una categoria de models, la categoria homotopica de M, HoM, és la ca-
tegoria que s’obté localitzant segons les equivalencies febles. Aquesta categoria és
equivalent [40, 8.3.9] a la categoria mM els objectes de la qual sén els objectes cofi-
brants i fibrants alhora i els seus morfismes sén les classes d’homotopia de morfismes

de M.

Usarem la terminologia segiient:

1.2.5 Definicié Sigui M una categoria de models. Un objecte X és aciclic per
Pesquerra si el morfisme natural 0 — X és una equivaléncia feble, i és aciclic per la
dreta si ho és el morfisme X — 1.

La diferenciacio entre esquerra i dreta desapareix si la categoria de models és pun-
tejada:

1.2.6 Definicié Una categoria de models és puntejada si els objectes inicial i final
coincideixen.

Per 'axioma 2 de 3, en una categoria de models puntejada les dues nocions d’aci-
clicitat coincideixen. Aixi un objecte X en una categoria de models puntejada és
aciclic si el morfisme natural x — X o, equivalentment, el morfisme X — %, és una
equivalencia feble.

Més endavant ens interessara la subcategoria d’objectes fibrants d’una categoria de
models, i que aquesta subcategoria contingui els objectes inicial i final. Evidentment
I’objecte final sempre és fibrant. No passa el mateix amb 1’objecte inicial:

1.2.7 Remarca En una categoria de models I'objecte inicial no té perque ser fi-
brant. El segiient exemple és de T.Goodwillie. Considerem C una categoria de mo-
delsi f : A — B un morfisme. La categoria d’objectes entre A i B té per objectes
les factoritzacions A — X — B, i per morfismes (A - X — B) - (A —Y — B)
els diagrames commutatius

A—X—B .

! |

A—Y —B

Es immediat comprovar que és una categoria de models amb cofibracions, fibracions
i equivalencies febles els morfismes tals que el morfisme en C corresponent és cofi-
bracié, fibracié o equivalencia feble. L’objecte inicial és (A — A — B) i l'objecte
final (A — B — B). Si f no és una fibracié en C, aleshores l'objecte inicial no és
fibrant.
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Acabem aquesta seccié apuntant que la nocié util d’equivalencia entre categories
de models és la d’equivalencia de Quillen (vegeu [40, 8.5.19]). Una equivaléncia de
Quillen déna lloc a una equivalencia de categories entre les categories homotopiques.

1.2.2 Categories de models simplicials

Les categories de models simplicials son categories de models que a més tenen es-
tructura de categoria enriquida sobre els conjunts simplicials, i de manera que les
estructures interactuen com indiquem tot seguit.

Una categoria simplicial [40, 9.1.2], o categoria enriquida sobre els conjunts simpli-
cials és una categoria M amb un conjunt simplicial Map(X,Y") per a cada parella
d’objectes X 1Y de M, amb Map(X,Y )y = M(X,Y) i una llei de composicié, que
compleix els axiomes d’associativitat i d’unitat.

Una categoria que és alhora categoria de models i categoria simplicial no és au-
tomaticament una categoria de models simplicial; cal que es compleixin els axiomes
SM6 i SM7 de la definici6 segiient.

1.2.8 Definicié Una categoria de models simplicial és una categoria de models M
que és alhora una categoria simplicial © tal que es compleizen:

SM6: Donats X 1Y objectes de M i K un conjunt simplicial, hi ha objectes
X® K iF(K,Y) de M tals que hi ha isomorfismes de conjunts simplicials

Map(X ® K,Y) = Map(K, Map(X,Y')) = Map(X, F(K.Y))
que son naturals en X, Y 1 K.

SM7: Sii: A— B és una cofibracio en M ip: X — Y és una fibracio en
M, aleshores el morfisme de conjunts simplicials

Map(B7X) Z*X—p*> Ma’p(A7X) ><Map(A,Y) MGP(B7Y)
és una fibracio que és trivial si 0o bé i o bé p €és trivial.

L’objecte X ® K s’anomena tensoritzacio de X per K i és covariant en X ien K.
L’objecte F(K,Y'), que també es nota Y s’anomena cotensoritzacié de Y per K
i és covariant en Y i contravariant en K.

1.2.9 Exemple Considerem Top la categoria dels espais topologics.
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a) Si X 1Y sén espais topologics, sigui Map(X,Y") el conjunt simplicial que en
grau n és el conjunt d’aplicacions continues de X x |A[n]| a Y, amb cares i
degeneracions induides pels morfismes estandard entre els A[n].

b) Si X és un espai topologic i K un conjunt simplicial, definim X ® K = X x | K|
i F(K,X) l'espai de les aplicacions continues de | K| a X.

Amb aquestes definicions Top té l'estructura d’una categoria de models simplicial
[40, 9.1.15].

1.2.10 Exemple Considerem Top, la categoria dels espais topologics puntejats.

a) Si X 1Y sén espais topologics puntejats, sigui Map(X,Y") el conjunt simplicial
que en grau n és el conjunt d’aplicacions continues de X A |A[n]|T a Y, amb
cares i degeneracions induides pels morfismes estandard entre els A[n].

b) Si X és un espai topologic puntejat i K un conjunt simplicial, definim X ® K =
X x |K|T i F(K, X) l'espai de les aplicacions continues de |K|* a X.

Amb aquestes definicions Top, té 'estructura d’una categoria de models simplicial

40, 9.1.16].

1.2.11 Exemple Considerem Sset la categoria dels conjunts simplicials.

a) Si X 1Y son conjunts simplicials, sigui Map(X,Y’) el conjunt simplicial que
en grau n és el conjunt d’aplicacions simplicials de X x A[n] a Y, amb cares i
degeneracions induides pels morfismes estandard entre els A[n].

b) Si X i K sén conjunts simplicials, definim X @ K = X x K i F(K,X) =
Map(K, X).

Amb aquestes definicions Sset té I'estructura d’una categoria de models simplicial
40, 9.1.13]

1.2.12 Exemple Considerem Sset, la categoria dels conjunts simplicials puntejats.

a) Si X 1Y sén conjunts simplicials puntejats, sigui Map(X,Y) el conjunt sim-
plicial que en grau n és el conjunt d’aplicacions simplicials de X x (A[n]*) a
Y, amb cares i degeneracions induides pels morfismes estandard entre els A[n].

b) Si X 1Y sén conjunts simplicials puntejats, sigui Map,(X,Y") el conjunt sim-
plicial Map(X,Y) amb punt base el morfisme constant X — « — Y.
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c) Si X és un conjunt simplicial puntejat i K és un conjunt simplicial, definim
X®K=XANK"1F(X,K) és el conjunt simplicial puntejat Map,(K", X).

Amb aquestes definicions Sset, té I'estructura d’una categoria de models simplicial
40, 9.1.14]

L’axioma SM7 és el homotopy lifting extension theorem, que era originariament un
teorema de D.Kan per a categories d’objectes simplicials [40, 9.1.7].

Si M és una alhora una categoria simplicial i de models que satisfa ’axioma SMG6,
aleshores 'axioma SM7 té les segiients formulacions equivalents en termes de la
tensoritzacio i la cotensoritzacié [40, 9.3.7]:

1) Sii: A — B ésuna cofibracié en M ij: L — K ésuna inclusié de conjunts
simplicials, aleshores el morfisme

A@KHA®LB®L—>B®K
és una cofibracié en M que és trivial si o bé 7 o bé j és una equivalencia feble.

2) Sij: L — K és una inclusié de conjunts simplicials i p : X — Y és una
fibracié en M, aleshores el morfisme

F(K,X) — F(L,X) xpy) F(K,Y)

és una fibraciéo en M que és trivial si 0o bé j o bé p és una equivalencia feble.

L’estructura addicional de les categories de models simplicials respecte les categories
de models permet una definicié explicita i senzilla del limit homotopic, com veurem
en la secci6 segiient. Rezk, Schwede i Shipley demostren en [66] que les categories
de models que satisfan un cert axioma de realitzacié sén equivalents de Quillen a
una categoria de models simplicial.

A continuacié remarquem algunes propietats elementals de la tensoritzacié i coten-
soritzacié que seran utilitzades més endavant.

1.2.13 Lema Sigui M una categoria de models simplicial © C una categoria petita.
Aleshores:

i) 51X :C — M és un functor i K un conjunt simplicial aleshores hi ha un
isomorfisme natural
F(K,limX) 2 lim F(K, X).
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ii) Si X és un objecte de M i K : C — Sset és un functor, aleshores hi ha un
isomorfisme natural

F(colimK, X) = 1lim F(K, X).

DEMOSTRACIO: La demostracié és analoga a la de [40, 9.2.1]. Per les propietats de
categoria de models simplicial tenim isomorfismes naturals

MY, F(K,limX)) 2 MY ® K,limX) = limM(Y ® K, X)
>~ lim M(Y, F(K, X)) 2 M(Y,lim F(K, X))

i pel lema de Yoneda tenim (i). Analogament es demostra (ii). O

1.2.14 Lema Sigui M una categoria de models simplicial. Si K és un conjunt
simplicial 1 X un objecte fibrant, aleshores F(K, X) també és fibrant.

DEMOSTRACIO: Es dedueix de de la reformulaci6 2) de SM7 (vegeu més amunt). O

1.2.15 Lema Sigui M una categoria de models simplicial.

a) Per tot objecte X de M hi ha isomorfismes naturals

XA =X ¢ F(A0,X)=X.

b) Donat K un conjunt simplicial,

0@K=0 i F(K1)~1

DEMOSTRACIO: L’apartat a) és [40, 9.1.10]. Quant a Papartat b), per les propietats
de categoria de models simplicial tenim un isomorfisme de conjunts

M(X @ K1) = M(X, F(K,1))

Com que 1 és l'objecte final, hi ha un tnic element en aquest conjunt, i per tant
F(K,1) és també final. El segon isomorfisme es demostra analogament. i



1.3. LiMIT HOMOTOPIC D’UN CODIAGRAMA 23

1.3 Limit homotopic d’un codiagrama

Donat un functor X : C — M, M una categoria de models, el limit lim¢ X no
té bones propietats respecte les equivalencies febles. Per exemple, en la categoria
d’espais topologics considerem el diagrama commutatiu

§1— D2 <——x

fo

Slﬁ*%*

on S' — D? és la inclusié de la circumferencia en el disc i * — D? és la inclusié d’un
punt. Les aplicacions verticals son equivalencies febles. El limit de la fila superior
és * i el limit de la fila inferior és S', de manera que no sén feblement equivalents.

El limit homotopic és una construccié que resol aquesta situacié. En aquesta seccid
donem la definicié de limit homotopic d’un diagrama en una categoria de models
simplicial i repassem les seves propietats, basant-nos fonamentalment en 1’exposicio

de [40].

1.3.1 Codiagrames

Si C és una categoria petita i M és una categoria, un C-codiagrama de M, o co-
diagrama de tipus C, és un functor C — M i denotem per (C, M) la categoria
de codiagrames de tipus C. Els morfismes de codiagrames sén les transformacions
naturals de functors.

Si X és un objecte de M, notarem C x X el codiagrama de tipus C constant (amb
tots els morfismes iguals a la identitat de X).

Usem el prefix co- per a ser consistents amb la terminologia usada en [32], on un
diagrama de tipus C és un functor contravariant C? — C.

1.3.2 Definicié de limit homotopic i exemples

1.3.1 Definicié Sigut X : C — M un codiagrama de tipus C en una categoria
de models simplicial M. FEl limit homotopic de X, holim X, és l’equalitzador dels
morfismes
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[1 rclanxy) = [ FBEla).X)

acO0b(C) (o:a—a’)eC

on la projeccié de ¢ en el factor o : e — & és la composicid de la projeccid natural
des del producte amb el morfisme

g P R(B(Cla), Xa) — F(B(Cla), Xu)

i la projeccio de 1 al factor o : o — ' és la composicio de la projeccié natural des
del producte amb el morfisme

F(B(o.),1x,,): F(B(Cld'),Xy) = F(B(Cla),Xu)
ono,:(Cla)— (Cld).

1.3.2 Remarca En una categoria de models general, no necessariament de models
simplicial, és possible definir el limit homotopic mitjancant la tecnica dels frames
[40, capitol 19]. En la seccié 2.3.4 veurem com definir el limit homotopic en una
categoria de models quasisimplicial.

1.3.3 Exemple Com a illustracié explicitem alguns limits homotopics de codiagra-
mes d’espais puntejats.

En el cas de codiagrames cibics d’espais puntejats de tipus (g, amb S un conjunt
finit no buit, el limit homotopic d’un [g-diagrama d’espais puntejats X és el subespai

de
[T Fav" xv)
0A£UCS
consistent en coleccions de morfismes {a} tals que per tot morfisme Xy — Xvugiy
del diagrama, el quadrat

Xy

|

AUu{iﬁaﬂ Xvugy

AUT

commuta.

Aixi, el limit homotopic del codiagrama X d’espais puntejats
X 4 Xo L X,
és:

holim(X) = {(zo, 71, ) € Xo x X1 x F(I'", Xo1) : a(0) = f(w0), (1) = g(xy)}.
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En particular, el limit homotopic del codiagrama
f

és la fibra homotopica de f.

Considerem ara X un [y-codiagrama d’espais puntejats:

Xo

71X

902 go1
X02 X012 XOl

02 01
T T
8 it

X2 X12 Xl

Aleshores holim(X) és el subespai de
XO X X1 X X2 X F([+,X01) X F([Jr,XOQ) X F([+7X12) X F(A2+,X012)
definit pels punts (zg, 1, T2, Qo1, o2, A12, Qp12) tals que

a01(0) = [ (o), an(l) = [ (x1)
ap2(0) = 82(550), an(1) = f3%(x2)
ap(0) = 112(!101), (1) = f212(x2)

i, en les cares de A2,

Q12 €5 Jo1 © (o1, Jo2 © Qo2 1 g12 © (12.

1.3.3 Propietats del limit homotopic

A continuacié recordem les principals propietats del limit homotopic en una cate-
goria de models simplicial. Les propietats d’invariancia homotopica i de cofinalitat
requereixen codiagrames d’objectes fibrants. Aquesta hipotesi es podria eliminar si
en la definicié de limit homotopic s’introduissin reemplacaments fibrants functorials.
En tal cas les factoritzacions functorials en la definicié de categoria de models serien
imprescindibles.

En el que segueix fixem M una categoria de models simplicial.
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1.3.3.1 Limit homotopic dels diagrames constants

1.3.4 Lema Si X és un C-codiagrama de M constant, i.e. X, = X per tot a i tots
els morfismes son la identitat, aleshores hi ha un isomorfisme

holim X = F(BC, X).

DEMOSTRACIO: Primer observem que 'expressié d’un limit mitjancant productes i
equalitzadors (vegeu [54, V.2]) déna que en el cas d'un diagrama constant hi ha un
isomorfisme

holim X 2 lim F(B(C | ), X).
Ara pels lemes 1.2.13 1 1.1.4 tenim
lim F(B(Cla),X) = F(colim B(C | ), X) = F(BC, X).

Per al cas particular de codiagrames de conjunts simplicials vegeu [6, XI,4.2]. O

1.3.3.2 Limit homotopic com a end

El limit homotopic d’un C-codiagrama de M és I'end del functor C®? x C — M,
(a, o) — F(B(Cla), Xy ). Podem escriure [40, 18.3.2 1 18.3.6]

holim X = / B(Cla),X,)

amb la notacié de [54], o bé
holim X = hom®(B(C| —), X)

amb la notaci6 de [40]. Per tant tenim propietats dels ends com ara el teorema de
Fubini [54, IX.8]:

1.3.5 Proposicié (Fubini) Sigui X : CxD — M un C x D-codiagrama. Aleshores
hi ha isomorfismes

holim X = hohm(hohm X) = holim(holim X).
CxD D C

1.3.3.3 Limit homotopic de diagrames d’objectes fibrants

El limit homotopic d'un codiagrama d’objectes fibrants és un objecte fibrant:

1.3.6 Proposicié [40, 18.5.2] Si X és un C-codiagrama de M d’objectes fibrants,
aleshores holim X és fibrant.
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1.3.3.4 Propietats functorials

El limit homotopic és functorial respecte les dues variables:

(i) Si X1Y son C-codiagrames, un morfisme f : X — Y indueix un morfisme

holim f : holim X — holim Y.

ii) Suposem que tenim F' : C — D un functor entre categories petites i X un
D-codiagrama. Tenim induit un C-codiagrama F*X = X o F'. Aleshores hi ha
un morfisme natural [40, 19.1.8]

holim X — holim F*X
D g
induit pels morfismes F, : B(C|la) — B(D| Fa).

Aquests morfismes no sén en general equivalencies febles. Per a codiagrames d’ob-
jectes fibrants tenim casos en que si que ho son, tal i com recullen la propietat
d’invariancia homotopica (teorema 1.3.8) i el teorema de cofinalitat (teorema 1.3.11).

1.3.3.5 Comportament del limit homotopic respecte equivalencies
febles i fibracions vertex a vertex

Donat un morfisme de codiagrames f : X — Y que és una fibracié vertex a vertex,
el morfisme induit pel limit homotopic és una fibracio:

1.3.7 Proposicié [40, 18.5.1] Si f : X — Y és un morfisme de C-codiagrames
d’objectes fibrants de M que és una fibracio vertexr a vertex, aleshores el morfisme
induit en els limits homotopics f, : holim X — holimY és una fibracio.

Donat un morfisme de codiagrames f : X — Y que és una equivalencia feble vertex
a vertex, el morfisme induit pel limit homotopic és una equivalencia feble. Aquesta
propietat fonamental del limit homotopic 'anomenem propietat d’invariancia ho-
motopica:

1.3.8 Teorema (invariancia homotopica) [40, 18.5.3] Si f : X — Y és un mor-
fisme de C-codiagrames d’objectes fibrants de M que és una equivaléncia feble vértex
a vertex, aleshores el morfisme induit en els limits homotopics f, : holimX —
holimY és una equivalencia feble d’objectes fibrants.
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1.3.3.6 Teorema de cofinalitat

1.3.9 Definicié Donat F' : C — D un functor i a un objecte de D, la categoria
(F | a) d’objectes de C sobre « és la categoria on un objecte és un parell (3,0) on
B és un objecte de C i o és un morfisme F3 — a de D, i un morfisme de (5,0) a
(8',0") és un morfisme 7 : 3 — 3" de C tal que el triangle

commuta.
Observem que si C =D i F és la identitat aleshores (F' | a) = (C | «).

1.3.10 Definicié Un functor F' : C — D entre categories petites és homotopicament
cofinal per 'esquerra (homotopy left cofinal) si per tot objecte o de D l’espai B(F |
«) és contractil.

1.3.11 Teorema (cofinalitat) [40, 19.6.6.7D]

Sigut F' : C — D un functor entre categories petites. Si F és homotopicament
cofinal per l'esquerra, aleshores per tot D-codiagrama X d’objectes fibrants de M el
morfisme natural

holim X — holim F*X
D C
és una equivaléncia feble.

1.3.12 Corollari Si 0 és un objecte inicial de C 1 X és un C-codiagrama d’objectes
fibrants de M, aleshores el morfisme natural holim X — X, és una equivalencia

feble

DEMOSTRACIO: Sigui x la categoria amb un objecte i sense morfismes que no siguin
la identitat. Si Fy : * — C és el functor que porta 'objecte de % a 0, aleshores per a
tot objecte B de C la categoria (Fy | ) té un tinic objecte i no té morfismes que no
siguin la identitat. Per tant el resultat es dedueix del teorema de cofinalitat. O
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1.3.3.7 Morfisme del limit al limit homotopic

1.3.13 Lema [6, XI,3.5] [40, 19.2.10] Donat X un C-codiagrama de M, els morfis-
mes B(C | a) — x indueizen un morfisme natural

lim X — holim X.

Aquest morfisme no és en general una equivalencia feble, pero hi ha casos en que si,
com els segiients:

1.3.14 Lema [6, XI,4.1] [40, 19.9.4]

Si X és el diagrama C' — A — B en M, els objectes A, B i C son fibrants i almenys
un dels morfismes B — A i C — A és una fibracio, aleshores el morfisme natural
lim X — holim X és una equivaléncia feble d’objectes fibrants.

1.3.15 Lema St C és una categoria petita amb objecte inicial 0, ©+ X és un C-
codiagrama d’objectes fibrants de M, el morfisme natural Xy = lim X — holim X
és una equivaléncia feble.

DEMOSTRACIO: Es facil veure que la composicié Xy — holim X — X és la iden-
titat, i el segon morfisme és una equivalencia feble pel corollari 1.3.12. Aleshores el
primer també ho és per M2. O

1.3.3.8 Comportament del limit homotopic respecte limits

1.3.16 Proposicié (cf.[71, 5.11]) EI functor holim : (C, M) — M preserva limits.
En particular preserva productes + pullbacks.

DEMOSTRACIO: La propietat es dedueix de la definicié de holim com a end, ja que
els ends preserven limits i la cotensoritzacié també (lema 1.2.13). U

Un limit de particular interes és la fibra d’'un morfisme:
1.3.17 Definicioé La fibra d’un morfisme f : X — Y d’objectes fibrants de M és
el limat

lim(X — Y «— 0).

Com a corollari obtenim que el limit homotopic commuta amb les fibres:
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1.3.18 Corolari Sigui X — Y un morfisme de C-codiagrames d’objectes fibrants
de M. Suposem que pertota € C, X, — Y, és una fibracio amb fibra ¥,. Aleshores
holimF és la fibra de la fibracio holim X — holimY.

DEMOSTRACIO: Es dedueix de la proposicié anterior i de la proposicié 1.3.7. O

1.4 Categories de models de categories de
codiagrames

Sigui M una categoria de models i C una categoria petita. La categoria de codia-
grames (C, M) pot tenir diverses estructures de categoria de models.

Si M és una categoria de models cofibrantment generada [40, 11.6.1] aleshores
(C, M) té una estructura de categoria de models [40, 11.6.1] on les equivalencies
febles i les fibracions es defineixen vertex a vertex. Aquesta estructura és cofibrant-
ment generada i ens referirem a 'estructura cofibrantment generada de (C, M).

Si C és una categoria de Reedy, (C, M) també té una estructura de categoria de
models (vegeu la secci6 1.4.1).

Si C és una categoria de Reedy i M és una categoria de models cofibrantment
generada, les dues estructures de categoria de models de (C, M) no coincideixen
en general. Totes dues tenen les mateixes equivalencies febles, pero l'estructura de
Reedy té més cofibracions (vegeu [40, 15.6.3]).

1.4.1 Estructura de categoria de models de Reedy

En aquesta secci6 recollim les definicions i resultats de [40, Chapter 15] referents a
I'estructura de categoria de models de Reedy de (C, M).

1.4.1 Definicié Una categoria de Reedy és una categoria petita C amb dues subca-

tegories c (la subcategoria directa ) c (la subcategoria inversa), ambdues contenint
tots els elements de C, en que cada objecte té assignat un enter no negatiu (anomenat
grau) de manera que

1) Tot morfisme de 5 llevat la identitat eleva el grau.

2) Tot morfisme de E llevat la identitat disminuex el grau.
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—r— —

3) Tot morfisme g de C té una factoritzacio tinica g =99 on g és en C 1 g és

en C
Per exemple la categoria A d’indexos cosimplicials és una categoria de Reedy.
1.4.2 Definicié Sigui C una categoria de Reedy i o un objecte de C.

La categoria latching 8(51 a) de C en « és la subcategoria plena de (El a) que
conté tots els elements llevat de la identitat en o.

La categoria matching 0(« 15) de C en « és la subcategoria plena de (« lE) que
conté tots els elements llevat de la identitat en «.

1.4.3 Definicié Sigui C una categoria de Reedy, M una categoria de models, X
un C-codiagrama de M i o un objecte de C. Notem igualment per X el O(C| «)-

codiagrama induit i el O« lE)—codz’agmma induit.

L’objecte latching de X en a és L, X = colima(aa) X 7 el morfisme latching de X

en « és el morfisme natural L,X — X,.

L’objecte matching de X en a és M, X = lima(alg) X 4 el morfisme matching de X
en « és el morfisme natural X, — M,X.

1.4.4 Definicié Sigui C una categoria de Reedy, M una categoria de models i X, Y
C-codiagrames de M.

Un morfisme de codiagrames f : X — Y és:

i) una equivaléncia feble de Reedy si, per tot objecte o de C, fo : Xy — Yo €s
una equivaléncia feble,

ii) una cofibracié de Reedy si, per tot objecte o de C, el morfisme
XoUrpox LY =Y,
és una cofibracio, 1
i11) una fibracié de Reedy si, per tot objecte a de C, el morfisme
Xa = Yo Xy Mo X
és una fibracio.
1.4.5 Teorema [40, 15.3.4] Sigui C una categoria de Reedy i M una categoria de
models. La categoria (C, M) de C-codiagrames de M amb les equivaléncies febles

de Reedy, les cofibracions de Reedy i les fibracions de Reedy és una categoria de
models.
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1.4.2 Codiagrames indexats per una categoria directa

En aquesta seccié recollim la definicié de categoria directa i 'estructura de categoria
de models dels codiagrames indexats per una categoria directa de [41, Chapter 6.2].

1.4.6 Definicié Una categoria petita C és una categoria directa si podem assignar
a cada objecte un enter no negatiu (anomenat grau) de manera que tot morfisme
que no sigui la identitat eleva el grau.

Per exemple si [ és un tipus de diagrama cubic, [] és una categoria directa.

1.4.7 Definicié Sigui C una categoria directa ©+ M una categoria de models. La
categoria latching O(C | a) de C en « és la subcategoria plena de (C | o) que conté
tots els objectes excepte la identitat en .

Si X és un C-diagrama en M, X també denota el O(C | «)-diagrama induit (X g—.a) =
X3).
L’objecte latching de X en a és LoX = colimyc|q) X ¢ el morfisme latching de X

en « és el morfisme natural L,X — X,.

1.4.8 Teorema [41, 5.1.3] Sigui M una categoria de models i C una categoria di-
recta. Hi ha una estructura de categoria de models en (C, M) on un morfisme de
codiagrames f : X — Y és

i) equivaléncia feble si fo 1 Xo — Yo €s equivaléncia feble per tot «,

ii) fibracid si fo : Xo — Y, és fibracid per tot «, i

i11) cofibracio si X Up,x Lo Y — Y, €s cofibracio per tot c.

En particular, X és un objecte cofibrant si L, X — X, és cofibracié per tot a.

1.4.3 Codiagrames cibics cofibrants de conjunts simplicials

La categoria Sset és cofibrantment generada i per tant la categoria (C,Sset) té
una estructura de categoria de models amb equivalencies febles i fibracions definides
vertex a vertex (vegeu la introduccié de la secci6 1.4).

Un codiagrama de conjunts simplicials K : C — Sset és cofibrant si ho és en
Iestructura cofibrantment generada. Si C és una categoria directa, per exemple un
tipus cubic, la categoria (C, Sset) també té I'estructura del teorema 1.4.8. Aquesta
estructura i 'estructura cofibrantment generada coincideixen:
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1.4.9 Lema Sigui O un tipus cubic. L’estructura de categoria de models de (O, Sset)
donada per la categoria directa 1 coincideix amb [’estructura de categoria de models
donada per la categoria cofibrantment generada Sset.

DEMOSTRACIO: Les dues estructures tenen les mateixes equivalencies febles i les
mateixes fibracions. O

Per tant un codiagrama cubic de conjunts simplicials K : [ — Sset és cofibrant si
L, K — K, és una cofibracié per tot a.

Si a € O, i.e. si a és un subconjunt no buit de {0, ...,n}, notem per Ala| la cara
de Aln] corresponent als vertexs de a.

1.4.10 Lema FEI U, -codiagrama de conjunts simplicials
O, — BO,l-), a— B(O,|«a)

és cofibrant.

El O, -codiagrama de conjunts simplicials
O, — A[-], a~— Ala]
és cofibrant.

DEMOSTRACIO: Es clar que el morfisme

LaB(0h | =) = colim B0, | =) = B, L o)

i el morfisme

L,A[—] = colim A[—] — A[—]
B(Dnla)

son monomorfismes de conjunts simplicials i per tant cofibracions de conjunts sim-
plicials per tot a. O

1.5 Limit homotopic d’un [],-codiagrama

En la definicié de limit homotopic d’un [,-codiagrama apareix el codiagrama de
conjunts simplicials B(O,, | —). Hem vist en el lema 1.4.10 que aquest codiagrama és
cofibrant. Aquest codiagrama és a més feblement equivalent al codiagrama constant
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en un punt. Es diu que és una aproximacié cofibrant al codiagrama constant en un
punt. En aquesta seccié veiem que si en la definicié de limit homotopic d’un [J,,-
codiagrama canviem B([J, | —) per una altra aproximacié cofibrant obtenim una
definici6 feblement equivalent.

Fixem M una categoria de models simplicial.

1.5.1 Lema [40, 18.4.5] Si X és un C-codiagrama de M d’objectes fibrants i f :
K — K’ és una equivaléncia feble de C-codiagrames cofibrants de conjunts simplici-
als, aleshores el morfisme induit

/F(K;,Xa) — / F(K,, X,)
és una equivalencia feble d’objectes fibrants.

1.5.2 CoroHari Si X és un C-codiagrama de M d’objectes fibrants, K un C-codia-
grama cofibrant de conjunts simplicials i f : B(C | —) — K és una equivaléncia feble
de C-codiagrames de conjunts simplicials, aleshores el morfisme induit

/F(Km Xq) — hoéimX

és una equivalencia feble d’objectes fibrants.

1.5.3 Lema Hi ha una equivaléncia feble de codiagrames cofibrants de conjunts
simplicials entre el codiagrama O, — B(O,]—), a — B(O, | «a) i el codiagrama
O, — A[—], a— Ala].

DEMOSTRACIO:

Pel lema 1.4.10 els O,-codiagrames B([J,, | —) i A[—] s6n cofibrants. Manca veure
que hi ha una equivalencia feble natural

B(O, |la) — Alal.

~Y

Recordem que hi ha isomorfismes naturals B(O,, | o) = B(d,) = sdAa] (vegeu la
secci6 1.1.2.1).

Hi ha un morfisme natural (vegeu [22, p.182-184] i [47, secci6 2])
h: sdAln] — Aln]

que és una equivalencia feble (de fet una equivaléencia homotopica simplicial). El
morfisme h ens déna I'equivalencia feble natural B((J,, | o) — Ala] cercada. O
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1.5.4 Proposicié Sigui X un U, -codiagrama d’objectes fibrants de M. Hi ha una
equivaléncia feble

/F(A[a],Xa) —>/F(B(Dloz),Xa) :hC)DlimX.

DEMOSTRACIO: Es dedueix del lema anterior i del corolari 1.5.2. O
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Categories de models i categories

de descens

En aquest capitol recordem la nocié de categoria de descens, introduida per Guillén
i Navarro en [32], i demostrem que la categoria d’objectes fibrants d’una categoria
de models simplicial és una categoria de descens si satisfa un criteri d’aciclicitat.
Per a obtenir aquest resultat farem servir el limit homotopic. En la seccié 2.3
obtenim exemples de categories de descens usant el resultat anterior, entre els quals
la categoria d’espectres fibrants. Finalment en la seccidé 2.4 tractem la relacié de
les categories de models amb les categories de descens cosimplicial de B. Rodriguez
[67].

2.1 Categories de descens

En aquesta seccié donem la definicié de categoria de descens cohomologic, que s’obté
dualitzant la definicié de categoria de descens homologic que és la que apareix
explicitament en [32]. Introduim abans les categories CodiagyD i CorealyD de co-
diagrames i corealitzacions amb el tipus variant dins de la categoria de tipus ctbics,
i el functor con, que permet estendre un functor definit en codiagrames ciibics a
codiagrames cubics augmentats.

2.1.1 Introduccio

Les categories de descens cohomologic sén duals a les categories de descens ho-
mologic. Aqui tractarem basicament només amb el cas cohomologic.

Una categoria de descens és, essencialment, un triple (D, F,s) donat per una ca-
tegoria cartesiana D amb objecte inicial 0, una classe saturada de morfismes F de
D, anomenats quasiisomorfismes o equivalencies febles, i per tot tipus cibic [J un
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functor
so: (O0,D) — D,

anomenat simple, natural en [J en un sentit precis i que satisfa les segiients propie-
tats:

1) Multiplicativitat. El simple d’un objecte X considerat com a [y-codiagrama
és isomorf a X, i per tot parell (X,Y) de [-codiagrames hi ha una equivalencia
feble SD(X X Y) — SDX X SDY.

2) Factoritzaci6. Si i sén tipus cibics, per tot O x[0'-codiagrama X = (X,3)
hi ha una equivalencia feble p : 5,3X3 — SaSsXas-

3) Exactitud. Sigui f : X — Y un morfisme de -codiagrames. Si per tot a € O
fa : X4 — Y, és una equivalencia feble, aleshores el morfisme sgX — sgY és
una equivalencia feble.

4) Criteri d’aciclicitat. Un morfisme f : Xy — X; és una equivalencia feble si, i
només si, el simple del [J;-codiagrama

X, L X, <0

és aciclic.

De fet cal que es compleixi un criteri d’aciclicitat estes, que és la generalitzacio
del criteri d’aciclicitat per a codiagrames, per al qual cal definir el simple d’un
codiagrama augmentat:

4} Criteri d’aciclicitat estes. Per tot codiagrama augmentat X+ de tipus [},

morfisme Xy — sg, X és una equivalencia feble si, i només si, el morfisme
0 — s+ XT és una equivalencia feble.
'n

el

2.1.2 Les categories CodiagyD i CorealyD

Sigui D una categoria. Per a expressar la naturalitat respecte [J del functor simple
so: (0,D) — D, cal introduir la categoria Codiag; D de codiagrames amb el tipus
variable en II.

Les categories CodiagyD i CorealD de codiagrames i corealitzacions sén analogues
a les categories DiagyD i RealpD de diagrames i realitzacions de [32, 1.2.1].



2.1. CATEGORIES DE DESCENS 39

2.1.1 Definicié Donat ¢ : 0 — O un morfisme de 11, el functor d’imatge inversa
& (O0,D) — (40,D)
és el functor definit per F +— 0*(F') := F 0 0.

2.1.2 Definicié La categoria CodiagyD de codiagrames cubics té els seguents ob-
jectes i morfismes:

m Objectes. Un objecte és un parell (X,0), on O € ObIl 1 X : O — D és un
codiagrama.

m Morfismes. Donats (Y,O') ¢ (X,0), un morfisme (Y,I') — (X,0) és una
parella (a,0) on 0 : O — O és un morfisme de Il i a : 6*Y — X és una
transformacid natural de functors de (O, D).

Aquesta és una categoria cofibrada sobre I1°, i coincideix amb (Diagy (D)) (ve-
geu la remarca 2.1.6).

2.1.3 Definicié Donat ¢ : 0 — OO0 un morfisme de 11, el functor d’imatge directa
4 : ((O0,D),D) — (,D), D)
és el functor definit per F' +— §,(F) := F o d*.

2.1.4 Definicié La categoria CorealyD de corealitzacions de codiagrames ctibics
té els segiients objectes © morfismes:

m Objectes. Un objecte és un functor sg € (O, D), D).

m Morfismes. Un morfisme de s;p € ((F,D),D) a sg € ((4,D),D) és un
morfisme ¢ : [0 — 0" de I i una transformacié natural de functors sy — .80

de (', D), D).

Es tracta d'una categoria fibrada sobre T1°, i coincideix amb (Realy;(D?))” (vegeu
la remarca 2.1.6).

2.1.5 Remarca La categoria CorealD té una estructura de categoria monoidal:
siguin 0,0 € 11, sp € ((0, D), D) , sy € ((, D, D)). La composicié

SO Sy - ((D X D/),D) — D

esta definida per
SO © SD/(X) = SD(Oz d SD/(ﬁ — Xag)).

L’objecte unitat és el functor d’avaluacié Av : (g, D) — D.
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2.1.6 Remarca Recordem ([27, VI] i [75, 3.1.3]) que si ® : C®? — (Cat) és un
functor, es defineix F — C la categoria fibrada associada. Per cada U € Ob(C), la
fibra F(U) ésigual a ®(U). Per cada fletxa f : U — V en C hi ha un functor d’imatge
inversa ®f : &V — PU. La categoria F té per objectes els parells ({,U),U €
Ob(C), & € Ob(®(U)) i un morfisme (§,U) — (n, V) és una parella (a, f) on f: U —
V' és un morfisme de C i a: & — @ f(n) és un morfisme en ®(U).

Dualment, si ¥ : C — (Cat) és un functor, es defineix G — C la categoria cofibrada
associada. Per cada fletxa f : U — V en C hi ha un functor d’imatge directa
Uf: WU — UV. La categoria G té per objectes els parells (£,U),U € Ob(C),¢ €
Ob(¥(U)) i un morfisme (£,U) — (n,V) és una parella (a, f) on f: U — V és un
morfisme de Cia: Vf(n) — £ és un morfisme en ¥ (V).

Si considerem el functor ® : (II°?)? — (Cat), O — ((J, D), D), la categoria fibrada
sobre II°? associada és CorealyD. CorealyD també és la categoria oposada a la

categoria cofibrada sobre II associada a @' : II — (Cat),d — ((OJ, D), D), que és
RealyDeP.

Si considerem el functor ¥ : (II?) — (Cat), O — (O, D), la categoria cofibrada
sobre 11 associada és CodiagyD. CodiagyD també és la categoria oposada a la
categoria fibrada sobre II associada a W' : I — (Cat),00 — (O, D)?, que és
DiagyDP.

2.1.7 Definicié Donada D una categoria, X un objecte de D i 1 € 11, el functor
in: D — (O0,D)

porta l'objecte X al O-codiagrama constant definit per X.

2.1.2.1 Imatge directa d’un codiagrama

Sigui D una categoria amb un objecte final 1. Per als codiagrames tenim la segiient
construccié de functor d’imatge directa, dual del cas de diagrames [32, 1.2.2], que
no s’ha de confondre amb la definicié 2.1.3.

2.1.8 Definicié Si 0 : [0 — [ és un morfisme de 11, el functor d’imatge directa
41 (0,D) — (O, D)

és tal que si X és un O-codiagrama de D aleshores 0,X és el (' -codiagrama definit
per
Xo sif=da),acl

(0:X)p = {1 sifel\§0)
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El functor d, és adjunt per la dreta del functor d’imatge inversa (definicié 2.1.1)
0 (0,D) — (O,D) i hi ha un morfisme canonic 6,X — X definit per I'adjuncié.

2.1.3 Functor con

Sigui D una categoria amb objecte inicial 0. En aquesta seccié recordem la definicié
del functor con

c: Codiagy+ D — CodiagyD

que permet estendre qualsevol functor definit inicialment en els codiagrames cibics
als codiagrames ctibics augmentats (vegeu [32, 1.4.3]).

El functor ¢ : I[TT — I porta un tipus ctibic augmentat ¥ al tipus ctibic [] Uy,

ses
on {s}T = {s,*,}. Per exemple ¢ porta el tipus ciibic augmentat (I = {0} < 0 al

tipus ctubic

{0} — {0, %0} < {0},

i el tipus ciibic augmentat [ al tipus ciibic

({03{1}) ——— ({0} {1,x1}) =——— ({0}, {1 })

| l |

({07*0}7{1}) - ({0,*0},{1,*1}) ~ ({07*0},{*1})

| ! |

(frob{1H) ——— ({rob{lix1}) =—— ({xo},{x1})

Considerem el morfisme de tipus de diagrames

Ps - Djs’r - CDTS‘L = HD{S}+> ps(a) = ({3}+)sea L ({*S})SES\a-

Definim el functor
Cg : (D;S,D) — (cDJSr,D)

per

(cs)s = {Xa si 8= ps(a),a et

0 altrament.

Aixi, al codiagrama augmentat X, <« Xj se li associa el codiagrama 0 — X «— Xj,
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i al codiagrama cibic augmentat

X(n <;Xl

]

XO'%X@

se li associa el codiagrama

Xo Xp

Els functors cg defineixen el functor con

c: Codiagy+ D — CodiagyD.

El functor ¢ : II" — TI s’estén en el functor ¢ : IT x I — TI definit per ¢(S,T) =
S x ¢(T), i el functor ¢ : Codiagy+D — CodiagyD s’estén en el functor

c: Codiag g+ D — CodiagyD.

El functor ¢ permet estendre un functor F': Codiag; D — C definit en els codiagra-
mes cubics als codiagrames cubics augmentats, considerant la composicio

Codiagyy, 1+ D ~ CodiagyD Le.

2.1.4 Categories de descens cohomologic

En aquesta seccié donem la definicié de categoria de descens cohomologic que s’obté
dualitzant la definicié del cas homologic [32, 1.5.3].

Recordem que un functor monoidal entre categories monoidals és fort [54, X1.2] si
els morfismes de Kiinneth i d’unitats son isomorfismes. Si la segona categoria té
una classe saturada de morfismes, diem que el functor és quasifort si els morfismes
de Kiinneth i d’unitats pertanyen a la classe saturada (Guillén i Navarro en diuen
quasiescrictes [32, 1.5.2]).
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Recordem que un functor opmonoidal es defineix de manera similar a un functor

monoidal amb els morfismes de Kiinneth i d’unitats amb sentit invers (vegeu [32,
1.5.2]).

2.1.9 Definicié Una categoria de descens cohomologic [32, 1.7.1] ve donada per
(D, E,s,p,\), on:

(CD1)°? D és una categoria cartesiana amb objecte inicial 0. L’objecte final el
notem 1.

(CD2)? E és una classe saturada de morfismes de D (vegeu la seccid 1.2.1),
estable per productes, i.e., tal que si f : X — X" i g:Y — Y’ son morfismes de E,
aleshores el producte f x g: X xY — X' x Y’ és un morfisme de E.

(CD3)? s : CodiagyD — D és un functor covariant tal que si 6 : 0 — O és un
morfisme de 11 ¢ X és un O-codiagrama de D, el morfisme s, X — sgX , induit
pel morfisme canonic 0, X — X, és de E.

(CD4)® Per tot objecte O de 11, el functor s : (0,D) — D és opmonoidal
quasifort , i.e., el morfisme natural de Kinneth associat al producte,

oc=00(X,Y):sgX xY)—sgX x sgY

1 el morfisme d’unitats
of:sp(@x1) —1

son de E.

(CD5)°? Sigui f : X — Y un morfisme de O-codiagrames de D. Si per tot a € [,
fo €s de E, aleshores sgf : spX — sgY és de E.

(CD6)® El functor (s, p, Ao) : 11?7 — CorealnD, O — (sg : (0,D) — D) és
monoidal quasifort. Explicitament:

M= Qo0 Soo sy — SOxy
és una transformacid natural de functors, natural en (O,0) € ObIT x I1;
Aot Av — s, 0ip,
és una transformacio natural de functors, © p i Ao verifiquen:

1) per tot O x O'-codiagrama X, el morfisme pomy(X) : sosp X — soxm X és de
FE

)
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2) per tot objecte X de D, el morfisme \o(X): X — sg,(X) és de E, i

3) les transformacions naturals p i A\g sén compatibles amb les restriccions d’as-
sociativitat © d’unitat.

(CD7)® Per tot O € ObII, A\g : idp — sgoig €s una transformacid natural de
functors, natural en O € II, compatible amb p i Ao, = Ao.

(CD8)°" Per tot Og-codiagrama X, S un conjunt finit no buit, i tota augmentacio
e: Xog — X, el morfisme . :=sg(e) o \g(Xy) : Xo — soX és de E si, i només si,
el morfisme canonic 0 — sg+ X és de E.

Les propietats (CD4)°?, (CD5)%, (CD6)° i (CD8) sé6n les formulacions abstractes
de la multiplicativitat, exactitud, factoritzacio i del criteri d’aciclicitat respectiva-
ment.

2.1.10 Remarca Una categoria cartesiana D (amb productes finits) té una estruc-
tura monoidal cartesiana amb el producte i I'objecte final. Aquesta és I'estructura
monoidal a que fa referencia el functor monoidal de (CD4)°. Dualment, una ca-
tegoria cocartesiana té una estructura monoidal cocartesiana amb el coproducte i
I’objecte inicial.

2.1.11 Remarca Amb la definicié de CorealgyD que hem explicitat, que compleix
(RealpyDP)°P = CorealyD, cal que en la definici6 1.7.1 de [32] de categoria de descens
cohomologic el functor (s, p, Ag) sigui contravariant monoidal.

2.2 Categories de models i descens

Sigui M una categoria de models simplicial. En aquesta seccié demostrem que
la subcategoria My d’objectes fibrants és una categoria de descens cohomologic,
prenent com a classe saturada de morfismes les equivalencies febles i com a functor
simple el limit homotopic, si M satisfa un criteri d’aciclicitat.

També obtenim el resultat dual: la categoria d’objectes cofibrants d’una catego-
ria de models simplicial és una categoria de descens homologic si satisfa el criteri
d’aciclicitat dual, prenent com a functor simple el colimit homotopic.
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2.2.1 Functor simple d’un codiagrama
Sigui M una categoria de models simplicial. El functor simple
s : CodiaggM — M
associa a un [J-codiagrama X l'objecte definit pel limit homotopic:

so(X) = holim X.

Si tenim (Y,0') — (X,0) un morfisme en CodiagyM donat per § : O — [0 i
a:0*Y — X, les propietats functorials del limit homotopic (vegeu la seccié 1.3.3)
ens permeten definir la composicio

soY = hoéij — hoéim oY — hoéimX = spX.

2.2.2 Fibra homotopica d’un morfisme i criteri d’aciclicitat

2.2.1 Definicié La fibra homotopica d’un morfisme f : X — Y en una categoria
de models simplicial M é€s

hofib f = holim(X — Y « 0).

2.2.2 Definicié (Criteri d’aciclicitat per ’esquerra) Una categoria de models
M satisfa el criteri d’aciclicitat per 'esquerra si un morfisme f: X — Y amb X
1Y fibrants és una equivaléncia feble si, © només si, la fibra homotopica hofib f és
aciclica per ’esquerra.

2.2.3 Simple d’un codiagrama cubic augmentat

En aquesta seccié expliquem primer com s’estén el functor simple als codiagrames
cubics augmentats. Aleshores demostrem que el criteri d’aciclicitat és equivalent
en una categoria de models simplicial a un criteri d’acicilicitat estes. La prova
generalitza una propietat dels cubs d’espectres, seguint [79, 1.1]. Per un resultat
similar en el cas d’espais topologics vegeu [23, 1.1].

Donat que un codiagrama augmentat té un objecte inicial, el lema 1.3.15 implica que
el limit homotopic d’un codiagrama ctibic augmentat Xt és feblement equivalent a
Xj. Per tant el simple d'un codiagrama ctbic augmentat no és el limit homotopic.
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2.2.3 Definicié FEl functor s s’estén als codiagrames cibics augmentats mitjancant
la construccio con de la seccio 2.1.3.

2.2.4 Lema Sigui M una categoria de models simplicial. Un O} -codiagrama X+
es pot veure com un morfisme de dos (0 | -codiagrames, f : X — X{. El simple
associat a XT és feblement equivalent al simple del OOt | -codiagrama que en cada
grau « €s la fibra homotopica de f,.

DEMOSTRACIO: Es dedueix de les propietats de Fubini (lema 1.3.5) i d’invariancia
homotopica (teorema 1.3.8) del limit homotopic, tenint en compte la definicié de
con d'un codiagrama ctibic augmentat (seccié 2.1.3) i que pel lema 1.3.14 el limit
homotopic de 0 — 0 <« 0 és feblement equivalent a 0, on 0 és I'objecte inicial de M.
O

Aquest resultat permet calcular el simple d'un codiagrama ctbic augmentat induc-
tivament, tenint en compte que si f : X — Y és un [0} -diagrama, el seu simple és
la fibra homotopica de f.

Un cub augmentat X* és aciclic per l'esquerra si el seu simple sq+ X1 és aciclic
per l'esquerra (definicié 1.2.5). Els cubs augmentats aciclics per 'esquerra també
s’anomenen cubs homotopicament cartesians.

2.2.5 Lema FI functor f : 0O, — O | definit per (i,) — (j) és homotopicament
cofinal per l’esquerra.

DEMOSTRACIO: Donat o = (1,5) € O, la categoria (f | f(a)) és isomorfa a la
categoria (O, | «) i per tant contractil. O

2.2.6 Lema a) El functor f: 0y x 0,1 — O, definit per f((0,1),k) = (0, k),
f((1,1),k) = (1,k) i f((1,0),k) = (1,0,...,0) és homotopicament cofinal per

I’esquerra.

b) Donat un diagrama E : 00, — M tal que By, és aciclic per a tot k € 0,1,
aleshores hi ha una equivaléncia feble holimp, E — holimp, | Eq _.

DEMOSTRACIO: Les categories necessaries sén contractils: la categoria (f | (1,0,...,0))
és isomorfa a J,,_1, la categoria (f | (0,k)) és isomorfa a ([J,—; | (k)) i la categoria

(f 1 (1,k)) és isomorfa a (O, | (1,k)).
La part b) es dedueix per cofinalitat, Fubini i invariancia homotopica (E; j, és aciclic):

hl E hol *E 2 holim holim E =
BimE = dhofim, £75 = lim holim Bron =
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= holim(x — % « holim Eq}) = holim Eq _
kEDn_l ’ Dn—l ’

O

2.2.7 Proposicié Sigui M una categoria de models simplicial que satisfa el criter:
d’aciclicitat per lesquerra. Sigui Xt un OF -codiagrama d’objectes fibrants. Hi ha
una equivaléncia feble

s X =~ hofib(Xy — hoDlim X).

DEMOSTRACIO: Fem servir induccié sobre n. El cas n = 0 es compleix per definicié.

Notem per M/ la categoria d’objectes fibrants de M. Definim E* : (07 — M per
EQJ = hOﬁb(Xo’j — Xl,j), 1 El,j = hOﬁb(XLj — Xl,j)' Ain, SD:{)(Jr ~ SD+_1E+’_.

Per inducci6 i pel lema 2.2.5,

SDI_lEaLv— ~ hofib(Ey — hDOIim E;_) ~ hofib(Ey — hoDlim E).

Per acabar n’hi ha prou amb veure que hofib(Xy — holimp, X) és feblement equi-

valent a hofib(Ey — holimg, E).

Amb aquest objectiu, definim Y+ : OF — M per Yo; = Y15 =Xy, onje ;.
Considerem el functor f : O, — 1 x O | definit per (i,j) — (1,j). Pel lema
2.2.6 aquest functor és homotopicament cofinal per I'esquerra. Com que (I} | té un
objecte inicial i per cofinalitat tenim que:

X1p...0 = holimX{_ = holim fH(X{) = holim Y.

n—1

Si calculem el simple del diagrama

Xo Yo =Xip,.0

ﬁ |-

holimg, X —— holimg, Y

per files obtenim hofib(Eg — holimg, E). Si calculem el seu simple per columnes
obtenim la fibra homotopica de la primera columna, hofib(Xg — holimg, X), ja que
la fibra homotopica de la segona columna és trivial pel criteri d’aciclicitat. O
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2.2.8 Proposicié Sigui M una categoria de models simplicial que satisfa el criter:
d’aciclicitat per Uesquerra. Sigui X+ un O} -codiagrama d’objectes fibrants. Alesho-
res X1 és aciclic per 'esquerra si i només si el morfisme natural Xy — holimg, X
és una equivalencia feble.

DEMOSTRACIO: Es dedueix de la proposicié anterior i el criteri d’aciclicitat. 0

2.2.4 Categories de models i descens

En aquesta seccié establim el teorema principal d’aquest capitol (teorema 2.2.12),
pel qual les categories de models simplicials que satisfan el criteri d’aciclicitat sén
de descens.

Sigui M una categoria de models simplicial i M ; la subcategoria d’objectes fibrants.
Sigui s el functor simple definit pel limit homotopic (vegeu les seccions 2.2.11 2.2.3):

s : CodiagyzM — M.

2.2.9 Definicié Donats 0,0 € 11, la transformacio natural de functors
MOy - SO ° Sy — SOxy

és la definida per la propietat de Fubini del limit homotopic (proposicid 1.3.5).

2.2.10 Lema Donat X un Ox ' -codiagrama de M, la transformacio natural po oy
és tal que el morfisme

poo(X) = so o sy (X) — soxy(X)
és un isomorfisme. Aquesta transformacié natural és a més natural en (0,00').

DEMOSTRACIO: Es dedueix de la propietat de Fubini del limit homotopic (proposicié
1.3.5). OJ

2.2.11 Definicié Donat [ un tipus de diagrama ciubic © X un objecte de M, el
morfisme
Ao(X) : X — F(B(O), X)

és la composicid de lisomorfisme X = F(A[0], X) (lema 1.2.15) i el morfisme induit
pel morfisme de conjunts simplicials B((J) — A[0].
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2.2.12 Teorema Sigui M una categoria de models simplicial que satisfa el criter:
d’aciclicitat per l'esquerra i amb [’objecte inicial 0 fibrant. Aleshores la categoria
M d’objectes fibrants, amb la classe E de les equivaléncies febles, el functor simple
s definit pel limit homotopic i i © X definits més amunt, és una categoria de descens
cohomologic.

DEMOSTRACIO: Vegeu (CD1)? a (CD8)? més avall. O

Fixem M una categoria de models simplicial amb 1’objecte inicial 0 fibrant, i con-
siderem M la categoria d’objectes fibrants.

2.2.13 (CD1)? My és una categoria cartesiana amb objecte inicial.

DEMOSTRACIO: Recordem que una categoria és cartesiana si té tots els productes
finits i My els té, ja que el producte d’objectes fibrants és fibrant. O

2.2.14 (CD2)? La classe d’equivaléncies febles és una classe saturada de morfis-
mes, estable per productes: si f : X — X' ig:Y — Y’ son equivaléncies febles,
aleshores f x g: X XY — X' XY’ és una equivaléncia feble.

DEMOSTRACIO: En tota categoria de models, la classe de les equivaléncies febles és
saturada [40, 8.3.10].

Quant a l’estabilitat per productes: obtenim X X Y com a limit homotopic d’un
diagrama discret i usem (CD5)P. O

2.2.15 (CD3)? s : CodiagyuM; — M és un functor covariant tal que si d : O —
00" és un morfisme de Il i X és un O-codiagrama de My, el morfisme s, X — spX
és una equivaléncia feble.

DEMOSTRACIO: El functor s ’hem definit en la secci6 2.2.1.
Recordem que la imatge directa 0,X és un [I'-codiagrama definit per

Xy sif=6(a),acl

(0.X)5 = {1 si B € \S(D)

Veurem ara que el morfisme s790,X — sgX és de fet un isomorfisme.

Podem suposar que [0 = Og = Og, X -+ xUg, i 0 = Op = Op x --- x Op,
amb t > s , i que el morfisme § ve induit per inclusions S; C 7T; i constants vs,1 €
TSJrl,...,’}/t € ﬂ
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El morfisme § indueix un subdiagrama §(Cg) en Or tal que els seus elements no
reben cap fletxa de fora del subdiagrama. Per tant §,X conté com a subdiagrama
tots els vertexs de X i tots els seus morfismes, pero de manera que aquests vertexs
no reben morfismes de fora del subdiagrama i per a o € g tenim que

B(Urldé(a)) = B(0s | ).

Tota la resta de morfismes de 9,X van a vertexs que sén 'objecte final 1.

Es clar aleshores que hi ha un isomorfisme entre sg,.0,X i sggX. H

2.2.16 (CD4)° Per tot objecte O de II, el functor sg : (O, M) — My és op-
monoidal © quasifort.

DEMOSTRACIO: De fet provem que sp és un functor opmonoidal fort. Tenim definit
el morfisme de Kiinneth 0 = oq(X,Y) : sp(X x Y) — sgX x snY, que en aquest
cas és un isomorfisme ja que holim preserva limits (proposicié 1.3.16):

s0(X x Y) = holim(X x Y) = holim(X) x holim(Y) = sg(X) x sg(Y)

Observem que o és natural en (X,Y).

El morfisme d’unitats o : sg(1x0) — 1 és clar que és un isomorfisme: la realitzacié
d’un diagrama constant en 1'objecte final 1 és de la forma F(K,1)=1 (vegeu els lemes
1.3.411.2.15).

Finalment, és clar que o i o' compleixen les restriccions d’associativitat i d'unitat

de manera que s és un functor opmonoidal. U

2.2.17 (CD5)? Si f : X — Y és un morfisme de O-codiagrames de My tal que
per tot a € U, f, és una equivaléncia feble, aleshores spf : sgpX — sgY és una
equivaléncia feble d’objectes fibrants.

DEMOSTRACIO: Aquesta és exactament la propietat d’invariancia homotopica del
limit homotopic (proposicié 1.3.8). OJ

2.2.18 (CD6) (s, i, \o) : I? — CorealuMy, O (sg: (O,Ms) — My), és un
functor monoidal quasifort.

DEMOSTRACIO: De fet provem que (s, 4, Ag) és un functor monoidal fort.
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Recordem de I'observacié 2.1.5 I'estructura de categoria monoidal de Corealpy My,
on l'objecte unitat és el functor d’avaluacié Av : (O, Mf) — M.

Un functor monoidal (s, y1, Ag) : (II?, x,0y) — (CorealyMy, o, Av) ve donat per
(i) un functor s : II? — CorealyMy,

(ii) per tota parella (O,0') de II, un morfisme de CorealyMy (i.e. una transfor-
macié natural de functors)

MOy SO o sy — SOxCy
natural en (OJ,00), i
(ili) un morfisme de CorealyM;
Ao Av — s,

compatibles amb les restriccions d’associativitat i d’unitat.

El functor és fort si a més p i A\g sén isomorfismes.

Si X € My el considerem com a un [y-diagrama, sg, X = F(x,X) = X (lema
1.2.15) i Av(X) = X. Es clar que tenim definida )¢ : Av — s, una transformacié
natural de functors tal que A\o(X) és un isomorfisme.

Veiem que p compleix la restriccié d’associativitat: per qualssevol objectes [, [ i
0" de II, el diagrama

MD,D’OlSDN S(DXD’)XD”
(SD o] SD/) oSy ———— SOx[ © SO ————— = S(OxO)x”
asp ,SD/,SD//\L S(G'EI,D/,D”)
lspoppr on BO,0r <0

SO o (Spy 0 SOy ) — S0 0 Sy < ————— SOx(O'x )

commuta (on tots els morfismes sén de fet isomorfismes).

Veiem també que \g compleix la restricciéo d’unitat: per qualsevol [ € 11, els dia-

grames
!

T

S, SO
Av o s —— s sgo Av ———spg
ADOOISD \L \LS(ZD) 1 ISD O>‘|:|0 \L iS(TD)
,d
SO, © SO —2> Sy x0J SO © SO, ——> SOx 0,

commuten.
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Tenim doncs definit un functor monoidal estricte (s, i, Ag) : 11 — CorealyMy. O

Donat O € I1, sg(X x O) = F(B(O), X) (vegeu el lema 1.3.4).

2.2.19 (CD7)? Pertot O e1l, A\g: idp, — sooin €s una transformacid natural

de functors, natural en [ € I1, compatible amb p i Ag, = Ao.

DEMOSTRACIO:

La naturalitat de A en [ és clara: per a tot morfisme [1g — [y de II, el diagrama

X id X

lADS(X) lADT()Q
SDT(iDX) = F(BDT, X) —— SDS(iDX) = F(BDS,X)

commuta.

També és clar que A és natural en X: si X — Y és un morfisme de My,

commuta.

Veiem que Ag és compatible amb u: el diagrama

. AgoA
’Lde $D(SD o iD) o (SD’ o iD/)
Aoxor l“

SOk Y © LOx [y

commuta. Finalment, Ag, i A\ s’han definit igual.

2.2.20 (CD8)? Suposem que el criteri d’aciclicitat se satisfa en M.

OJ

Per tot

diagrama X : Og — My, on S és un conjunt finit no buit ¢ tota augmentacio
e Xo — X, el morfisme A\, == sg(e) o A\n(Xo) : Xo — soX és una equivaléncia

feble si i només si el morfisme canonic 0 — sg+ X1 és una equivaléncia feble.

DEMOSTRACIO: Aquest resultat és de fet la proposicié 2.2.8.
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2.2.21 Remarca Observem que la hipotesi que M satisfa el criteri d’aciclicitat
només s’utilitza en la demostracié de (CD8)P.

2.2.22 Remarca Modificant la definicié del functor simple, de manera que apli-
qui un reemplagament fibrant functorial abans del limit homotopic, hauria de ser
possible estendre el teorema 2.2.12 a tota la categoria de models M.

2.2.5 Resultat dual

Podem dualitzar els resultats anteriors. En aquesta seccié enunciem el teorema dual
al teorema 2.2.12, aixi com les definicions duals que hi intervenen.

Sigui C una categoria petita i M una categoria. Un diagrama de tipus C o C-diagrama
és un functor C? — M.

Sigui C una categoria petita i a un element de C. Aleshores hi ha un isomorfisme
natural de categories

(€7l a)=(alC)?.

2.2.23 Definicié Sigui M una categoria de models simplicial © C una categoria
petita. St X és un C-diagrama, el colimit homotopic hocolim X és el coequalitzador
els morfismes

¢
[T =X.®BCld) K Il X.®@B(Cla)

(o:a—al)ecor ac0b(C)
on el morfisme ¢ en el sumand o : o — o és la composicid del morfisme
Oy X 1B(Cla) X ® B(Clo/) — Xy ® B(ClOzl)

amb la injeccio natural en el coproducte, i el morfisme ¢ en el sumand o : o — o'
és la composicio del morfisme

Ix, ® B(o.) : Xa® B(C|la') = X, ® B(C | )
(on o, : B(Cla') — B(Cla) amb la injeccio natural en el coproducte.

Si X és un C-diagrama constant (i.e. X, = X per tot « i tots els morfismes sén la
identitat) aleshores hi ha un isomorfisme

hocolimX =2 X ® BC.
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El colimit homotopic d'un C-diagrama de M és el coend del functor C? x C — M,
(v, ) — X, ® B(Cla). Sescriu

hocolim X = / Xa® B(Cla).

Aixi com les bones propietats del limit homotopic es tenen per als objectes fibrants,
les bones propietats del colimit homotopic es tenen per als objectes cofibrants.

2.2.24 Definicié La cofibra homotopica d’un morfisme f : X — Y en una categoria
de models simplicial M és

hocofib f = hocolim(1 «— X — Y.

2.2.25 Definicié (Criteri d’aciclicitat per la dreta) Una categoria de models
simplicial M satisfa el criteri d’aciclicitat per la dreta si un morfisme f: X — Y
amb X 1Y cofibrants és una equivaléncia feble si, i només si, la cofibra homotopica
hocofib f és aciclica per la dreta.

El functor simple
s : DiaggpM — M

associa a un [J-diagrama X l'objecte definit pel colimit homotopic:

so(X) = hocolim X.

Si tenim (X,0) — (Y,0) un morfisme en DiagyM donat per 6 : O — ' i
a: X — §*Y, les propietats functorials del colimit homotopic ens permeten definir
la composicio

sgX = hocolim X — hocolim §*Y — hocolimY = s/Y.
O O o

Per la propietat de Fubini del colimit homotopic, donats (I, € II, tenim una
transformacié natural de functors

Moo - SOxy — SO o sy

tal que po v (X) @ soxm (X) — sposy (X) és un isomorfisme per tot O x [I'-diagrama
X.

El morfisme Ao (X) : X ® B(Os) — X és la composicié del morfisme induit pel
morfisme de conjunts simplicials B((g) — A[0] i 'isomorfisme X ® A[0] 2 X (lema
1.2.15).

Amb aquestes definicions, dualitzant la demostracié del teorema 2.2.12 obtenim:



2.2. CATEGORIES DE MODELS I DESCENS 55

2.2.26 Teorema Sigui M una categoria de models simplicial que satisfa el criter:
d’aciclicitat per la dreta © amb l'objecte final 1 cofibrant. Aleshores la categoria M.
d’objectes cofibrants, amb la classe E de les equivalencies febles, el functor simple s
definit pel colimit homotopic i @ X definits més amunt, és una categoria de descens
homologic.

2.2.6 Categories de descens que s6n de models

Guillén i Navarro observen [32, 1.5.4] que si una categoria de descens verifica unes
hipotesis addicionals (CD3b) i (CD4b) (vegeu més avall els seus duals), aleshores el
functor simple es pot escriure com a end a partir del simple dels diagrames constants.

A partir d’aquest resultat provem que si una categoria és de descens i de models
simplicial i verifica els duals de (CD3b) i (CD4b) aleshores per a que el simple
coincideixi amb el limit homotopic n’hi ha prou amb que hi coincideixi per als
codiagrames constants.

2.2.27 Proposicié Suposem que (D, E,s, 1, \) és una categoria de descens que a
més verifica

(CD3b)°P Per tot morfisme § : O — 0" de I ¢ tot O-codiagrama X, el morfisme
sq0s X — soX €s un isomorfisme, i

(CD4b)? s commuta amb els limits finits.

S1 D té una estructura de categoria de models simplicial © donat X un objecte de D
es compleix que el simple del codiagrama constant s’obté segons

soq (X x Og) = F(B(Os), X),
aleshores per a qualsevol L1-codiagrama X hi ha un isomorfisme
so(X) = holim X.

DEMOSTRACIO: Pel dual de [32, 1.5.4] hi ha un isomorfisme natural

so(X) = /as(Da X Xa)-

Per hipotesi, i donat que hi ha un isomorfisme de categories B((J | o) = B(,),

So(X) = / F(B(0.).X.) = / F(B(Ola), X.),

i aquesta darrera és I'expressio com a end de holim X. O
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2.2.7 Criteri de transferéncia

Guillén i Navarro donen un criteri de transferéncia [32, 1.5.12] que permet provar
que una categoria és de descens quan els quasiisomorfismes s’obtenen per aixecament
dels quasiisomorfismes d’una categoria de descens coneguda.

2.2.28 Proposicié Sigui M la categoria d’objectes fibrants d 'una categoria de mo-
dels simplicial i s, p i A definits més amunt i D' una categoria de descens coho-
mologic tals que hi ha un functor covariant

Yv: Mp—D

tal que

(F'D1)® ¢ és un functor opmonoidal quasifort respecte el producte, és a dir, (1) ~ 1
i per tota parella (X,Y') d’objectes de M el morfisme natural o4(X,Y) : (X xY) —
W(X) x YY) és un quasiisomorfisme;

(FD2)P existeix un isomorfisme monoidal de functors monoidals
0:1¢os—soi: CodiagyM; — HoD',
és a dir, per tot O-codiagrama X de D, existeix un isomorfisme de HoD’
0(X) : ysp(X) — so¥(X),

que és natural en X i compatible amb el producte i els morfismes p @ A.

Aleshores si E és la classe de morfismes f de M tals que ¥(f) és un quasiisomor-
fisme de D', (Mg, E,s, i1, \) €s una categoria de descens cohomologic.

DEMOSTRACIO: S’obté del dual de [32, 1.5.12]. O

2.3 Exemples

El resultat que necessitem en els capitols segiients és que la categoria d’espectres
fibrants, en el sentit de Bousfield i Friedlander [5], és una categoria de descens
cohomologic amb el limit homotopic.

Primer de tot (seccié 2.3.1) tractem les categories de models simplicials estables i pro-
vem que donen categories de descens cohomologic i homologic. Com a cas particular
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hi ha la categoria d’espectres de conjunts simplicials, que tractem separadament en
la seccid 2.3.2. En la secci6 2.3.3 tractem els espais topologics i els conjunts simpli-
cials i demostrem que donen categories de descens homologic prenent com a classe
saturada de morfismes les equivalencies en una teoria d’homologia. Els complexos
de cocadenes de R-moduls els tractem en la seccié 2.3.5. El fet que les estructures
de categories de models de que disposen no siguin simplicials siné quasisimplicials
ens obliga a tractar el limit homotopic en una categoria de models quasisimplicial
just abans (seccié 2.3.4).

En [32] es ddéna estructura de categoria de descens a la categories de les algebres
diferencials graduades commutatives sobre un cos k de caracteristica zero i a la
categoria de complexos de cocadenes en una categoria additiva. Nosaltres no hem
tractat aquestes categories.

2.3.1 Categories de models estables

En aquesta seccié provem que les categories de models simplicials estables complei-
xen el criteri d’aciclicitat per la dreta i per I'esquerra i per tant sén de descens
homologic i cohomologic.

2.3.1.1 Suspensi6 i llacos en la categoria homotopica

Recordem que la categoria homotopica d'una categoria de models puntejada, no
necessariament, simplicial, té un functor de suspensid > amb un functor de llagos
adjunt per la dreta Q [41, 6.1.1] [65, 1.2].

Si partim d’una categoria de models simplicial, els functors de suspensi6 i de llacos
en la categoria homotopica provenen de functors en la categoria de models. Sigui
M una categoria de models simplicial puntejada. La suspensic ¥X d’un objecte X
és el pushout

X @A — X @ A!

|

*

i 'objecte llagos Q0X és el pullback
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Si X és cofibrant, XX és un model per a la suspensié de X en la categoria ho-
motopica. Si Y és fibrant, 2Y és un model per a l'objecte llacos en la categoria
homotopica [69, p.85].

2.3.1.2 Categories de models estables

2.3.1 Definicié [70] Una categoria de models estable és una categoria de models
puntejada on els functors §2 i 3 en la categoria homotopica son equivalencies inver-
ses.

La categoria homotopica d’'una categoria de models estable és triangulada [41, 7.1.6].
Les successions de cofibracié i de fibracié de [41, 6.2.6] (vegeu també [65, 1.3])
coincideixen llevat signe [41, 7.1.11] i defineixen els triangles distingits.

Donada f : X — Y una fibracié d’objectes fibrants amb fibra ¢ : I — X, hi ha una
successié de fibracio en la categoria homotopica, FF — X — Y amb una certa accid
de QY en F [41, teorema 6.2.1].

Recordem que una categoria de models és propia si es complexen les segiients con-
dicions:

1) tot pushout d’una equivaléncia feble a través d’una cofibracié és una equi-
valéncia feble.

2) tot pullback d’una equivalencia feble a través d’una fibracié és una equivalencia

feble.

2.3.2 Lema Sigui M una categoria de models simplicial estable © propia. Donat
un morfisme entre objectes fibrants f : X — Y, hi ha una successio de fibracio
W — X =Y amb W equivalent a la fibra homotopica.

DEMOSTRACIO: Sigui X — X’ — Y una factoritzacié de F' com a una cofibracié
trivial seguida d’una fibracié i W la fibra de X’ — Y. Aleshores hi ha una successi6
de fibracié W — X — Y (vegeu la prova de [41, Lemma 6.3.3]).

Com que M és propia, per [40, 13.4.4], la fibra W és naturalment feblement equi-
valent al pullback homotopic de (X — Y « x). Com que X i Y sén fibrants i M
és propia, per [40, 19.5.3] el pullback homotopic de (X — Y « %) és naturalment
feblement equivalent al limit homotopic de (X — Y « %), i.e. a la fibra homotopica

de f. O
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2.3.3 Proposicié (Criteri d’aciclicitat per I’esquerra) Sigui M una categoria
de models simplicial estable i propia. Un morfisme f: X —Y amb X 1Y fibrants
és una equivalencia feble si 1 només si la fibra homotopica hofib f és aciclica.

DEMOSTRACIO: Per saturacié i passant a la categoria homotopica, el resultat es
dedueix el lema anterior i de la segiient propietat de les categories triangulades: Si

xLvy %z vy

és un triangle distingit en una categoria triangulada, aleshores g és un isomorfisme
si i només si X = 0. 0

El criteri d’aciclicitat per la dreta també es compleix, on cal substituir la fibra
homotopica per la cofibra homotopica.

Deduim per tant del teorema 2.2.12 i del seu dual (teorema 2.2.26) el segiient.

2.3.4 Teorema La categoria d’objectes fibrants d’una categoria de models simplicial
estable i propia és de descens cohomologic amb el limit homotopic com a functor
simple i amb les equivaléncies febles com a classe saturada de morfismes.

Dualment, la categoria d’objectes cofibrants d’una categoria de models simplicial
estable i propia és de descens homologic amb el colimit homotopic com a functor
simple i amb les equivaléncies febles com a classe saturada de morfismes.

2.3.5 Remarca En la seccid segiient tractem especificament la categoria d’espec-
tres, que és una categoria de models simplicial estable. En [70] trobem d’altres
exemples de categories de models simplicials estables d’interes, incloent moduls
sobre espectres anell (ring spectra), prefeixos d’espectres, i categories d’espectres
relacionades amb la teoria d’homotopia estable equivariant i ’homotopia motivica
estable d’esquemes.

2.3.2 Espectres

En aquesta seccié recordem la definicié de la categoria d’espectres de Bousfield-
Friedlander [5] [71, seccié 5] [22, X.4] i la seva estructura de categoria de models
estable.

Donat X un conjunt simplicial puntejat, el functor de suspensié es defineix XX =
ST A X i el functor de llagos es defineix QX = F(S*, X).
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2.3.2.1 Definicid, equivaléncies febles, cofibracions i fibracions

2.3.6 Definicio Un espectre FE és una successio de conjunts simplicials puntejats
Ey per k > 0 juntament amb uns morfismes estructurals

g EEk — Ek+1.
Un morfisme d’espectres f : E — F és una successio de morfismes tals que els
diagrames
b
NE, —2 YR,
Sr+1

Ek+1 > FkJrl

commuten per tot k.

2.3.7 Remarca Els morfismes estructurals es poden descriure també pels seus ad-
junts ¢ : B — QF .

2.3.8 Definiciéo Un espectre fibrant és un espectre tal que cada E, és un conjunt
simplicial fibrant i els morfismes estructurals E,, — QF, 1 son equivaléncies febles.
Notem per Sp la categoria d’espectres fibrants.

Introduim els grups d’homotopia dels espectres, amb els quals es defineixen les
equivalencies febles.

2.3.9 Definicié FEls grups d’homotopia d’un espectre vénen donats per tot enter k
com
X = lim ., X,
n

on el limit directe és sobre el sistema de morfismes estructurals

ThpnXn — Thn2Xnp1 = o1 Xnp,n +k >0

Observem que si X és un espectre fibrant,
mk(X) = m(Xo) per k>0
i més generalment, també per a k negatiu,
7Tk<X) = 7Tk+an sik +n Z 0.
Observem també que, a diferencia dels espais topologics o dels conjunts simplicials,

en els espectres tenim definits grups d’homotopia per a tots els enters, inclosos els
negatius.
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2.3.10 Definicié Un morfisme d’espectres f : X — Y és una equivalencia feble si
indueix isomorfisme en els grups d’homotopia.

Observem que un morfisme d’espectres fibrants és una equivalencia feble si cada f,
és una equivalencia feble de conjunts simplicials.

2.3.11 Definicié Un morfisme d’espectres i : A — B és una cofibracié si es com-
pleizen les segiients condicions:

1) el morfisme i : A° — B° és un monomorfisme de conjunts simplicials, i
2) els morfismes induits
ST A B" Ugipan A" — Bttt

son monomorfismes de conjunts simplicials.

Definim les fibracions mitjangant la propietat d’aixecament per la dreta:

2.3.12 Definicié Un morfisme d’espectres f : X — Y és una fibracié st té la
propietat d’aizecament per la dreta respecte les cofibracions trivials.

Els espectres que hem definit com a espectres fibrants son efectivament els que
compleixen que el morfisme a I’espectre trivial és una fibracié (vegeu [22, Remark
X.4.16)).

2.3.2.2 Estructura simplicial en la categoria d’espectres

Si K és un conjunt simplicial puntejat i X un espectre, definim 'espectre X A K
per (X A K), = X,, A K, amb morfismes estructurals

S(Xy AK) 22X, AK — X AK.
Analogament definim 'espectre F/(K,Y) per F(K,Y), = F(K, X,,) amb morfismes
estructurals adjunts a
F(K, X,) — F(K, QX)) = QF (K, Xni1).

Si K i L sén conjunts simplicials puntejats i X un espectre, hi ha un isomorfisme
natural

F(K,F(L, X)) 2 F(K AL, X).
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Els functors de tensoritzacié i cotensoritzacié d'un espectre X per un conjunt sim-
plicial K es defineixen X @ K = X AKT 1 F(K,X)=F(K™', X).

2.3.13 Proposicié La categoria d’espectres, amb les cofibracions, equivaléncies fe-
bles i fibracions definides més amunt satisfa els axiomes d’una categoria de models
simplicial propia.

DEMOSTRACIO: En [22, X.4] i [69, 2.1] es comproven els axiomes de Quillen de
categoria de models simplicial propia. Es comprova també que és una categoria
completa i cocompleta. A més aquesta estructura de categoria de models és cofi-
brantment generada [48, lecture 3] [43, seccid 2] i per tant existeixen factoritzacions
functorials. OJ

La categoria homotopica de la categoria d’espectres s’anomena categoria d’homotopia
estable.

2.3.2.3 Successio exacta llarga de la fibra homotopica

2.3.14 Lema Sigui f : X — Y un morfisme d’espectres fibrants. Aleshores existeix
una successio exacta llarga natural

= Ff-m,X —-mY >n, Ff— -

DEMOSTRACIO: Es dedueix de la successié exacta llarga natural per al cas de con-
junts simplicials [22, I, lemma 7.3]. O

A diferencia dels espais topologics o dels conjunts simplicials, per als espectres també
hi ha una successié exacta llarga per a la cofibra homotopica d’un morfisme. Per al
cas d’espectres d’espais topologics vegeu [55, 7.4].

2.3.2.4 Estabilitat

Amb aquesta estructura la categoria d’espectres és una categoria de models estable.
Els functors de suspensié i de llagos sén, respectivament, X A St i F(S?, X). Per
veure que aquests functors defineixen equivaléncies en la categoria homotopica cal
introduir els functors de desplacament i de suspensio fals.

2.3.15 Definicié Donat m un enter i X un espectre, 'espectre desplacat X [m] és
{* sim—+n<0

n __

lespectre definit per X|m|" =
b finit p ] Xm™ sim +n > 0.
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2.3.16 Definicié Donat X un espectre, I'espectre de suspensio fals és [’espectre
Y X definit per
X" =S5 A X"

oc=S"No:SPASTAXT — St A X
Hi ha un morfisme natural ¥X — X[1], que és una equivaléncia feble:

2.3.17 Lema [46, lema 1.5] El morfisme natural XX — X[1] és una equivaléncia
feble.

Els espectres XX = S A X i X A ST no sén isomorfs, perd si que sén equivalents en
la categoria homotopica:

2.3.18 Lema [46, lema 1.9] Els espectres X i X A S' sén naturalment isomorfs
en la categoria homotopica.

2.3.19 Proposicié L’estructura de categoria de models de la categoria d’espectres
és una estructura de categoria de models estable.

DEMOSTRACIO: Pels lemes anteriors, el functor de suspensid i el functor de suspensié
fals son equivalents en la categoria homotopica a functors de desplacament i per tant
defineixen equivalencies en la categoria homotopica. O

Deduim per tant del teorema 2.3.4 que la categoria d’espectres fibrants és de descens:

2.3.20 Teorema La categoria Sp d’espectres fibrants té estructura de categoria de
descens cohomologic amb el limit homotopic com a functor simple © amb les equi-
valéncies febles com a classe saturada de morfismes.

2.3.21 Remarca Els criteris d’aciclicitat per la dreta i per I’esquerra per a espec-
tres es poden obtenir directament considerant les successions exactes llargues de
grups d’homotopia de la fibra i de la cofibra homotopica.

2.3.3 Conjunts simplicials i espais topologics

Guillén i Navarro demostren [32, 1.5.13] que la categoria Top dels espais topologics,
amb la classe distingida dels morfismes que indueixen isomorfisme en homologia
singular entera és una categoria de descens homologic. Defineixen el functor simple
[32, 1.3.2] com un coend que és isomorf al colimit homotopic.
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En aquesta seccié recuperem aquest exemple i, a més, obtenim el mateix resultat per
a conjunts simplicials i espais topologics cofibrants amb h,-equivalencies respecte a
una teoria d’homologia h,.

Recordem que una teoria d’homologia generalitzada h, definida en els parells d’espais
topologics és un sistema de functors h,(X, A), ¢ € Z, definits en la categoria ho-
motopica dels parells d’espais juntament amb transformacions naturals

91 hy(X, A) — hy_1(A),

on hy(A) es defineix com hy(A, (), i que compleixen els axiomes d’exactitud, excisio,
additivitat i d’equivaléncia feble (vegeu per exemple [58, Chapter 13]).

Sigui h, una teoria d’homologia generalitzada definida en els parells d’espais to-
pologics i que satisfa 'axioma del 1imit, en el sentit que preserva els colimits filtrats.
La teoria h, es transfereix als parells de conjunts simplicials (K, L) mitjancant la
realitzacié geometrica: h,(K, L) = h,(| K|, |L]).

Un morfisme f: X — Y de Sset o de Top és

i) una h,-equivalencia si h, f és un isomorfisme,
ii) una h,-cofibracio si és una cofibraci6 en Sset o en Top, i

iii) una h,-fibracié si té la propietat d’aixecament per la dreta respecte les h,-
cofibracions trivials.

2.3.22 Proposicié La categoria Sset té una estructura de categoria de models sim-
plicial amb les h.-equivalencies, hy-cofibracions i h,-fibracions i amb [’estructura
simplicial usual.

DEMOSTRACIO: Bousfield demostra [4] que és una categoria de models, i Goerss i
Jardine [22, X.Theorem 3.2] que és de models simplicial amb 'estructura simplicial
usual. 0

Com que l'estructura simplicial no canvia, el colimit homotopic en aquesta estruc-
tura simplicial és 1'usual. Com que les cofibracions no canvien, tots els conjunts
simplicials sén h,-cofibrants.

2.3.23 Proposicié La categoria Top té una estructura de categoria de models sim-
plicial amb les hy-equivaléncies, hy-cofibracions i h,-fibracions i amb [’estructura
simplicial usual.
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DEMOSTRACIO: La localitzacié de Bousfield també es pot fer en la categoria d’espais
topologics (vegeu [14], [40, Chapter 2]). Quant a l'estructura simplicial, la part
referent a l'estructura simplicial de la prova de [22, X.Theorem 3.2] es basa només
en la successié de Mayer-Vietoris, i roman valida per a Top. 0

Donat X un espai topologic, I'espai
CX =X x1/X x{0}
és el con de X. El con CX és contractil.
Donat f: X — Y un morfisme d’espais topologics, el colimit homotopic
C'f =hocolim(x «— X —Y)

és la cofibra homotopica de f. La cofibra homotopica també s’anomena con del
morfisme f (mapping cone), i s’obté fent C'f =Y Uy CX, on CX és el con de X.

Donada h, una teoria d’homologia generalitzada en els espais topologics, recordem
que una equivalencia feble indueix una h,-equivaléncia. Per tant un espai topologic
contractil té la h,-homologia d'un punt.

Demostrem a continuacié el criteri d’aciclicitat per la dreta per als espais topologics
i les h,-equivalencies.

2.3.24 Proposicié Sigui h, una teoria d’homologia generalitzada. Aleshores un
morfisme f: X — Y d’espais topologics €s una h,-equivaléncia si, i només si el con
del morfisme és aciclic per la dreta, i.e. C'f — % és una h,-equivaléncia.

DEMOSTRACIO: Raonant com [24, 19.14], s’obté que per tot ¢ hi ha un isomorfisme

he(f) : hy(CX, X) — hy(Cf,Y).

Les successions exactes dels parells (CX, X) i (Cf,Y) encaixen en una escala com-
mutativa amb files exactes

e g (X) g (CX) = By (CX,X) = g (X) =

L - |

hq(Y) ho(Cf) ——= ho(Cf,Y) —= hy 1 (V) —= - -

Pel lema dels cinc, tenim que f : X — Y és un h,-equivalencia si, i només si
CX — Cf hoés. El con C'X és contractil i per tant CX — * és una h,-equivalencia.
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Finalment, per 2 de 3, CX — Cf és un h,-isomorfisme si, i només si, C'f — % ho
és. O

Donat K un conjunt simplicial i f : K — L un morfisme de conjunts simplicials
definim el con CK i el con del morfisme C'f de manera analoga al cas d’espais
topologics. El functor de realitzacié geometrica

| |:Sset — Top

és adjunt per l'esquerra al functor singular, i per tant preserva els colimits. En
particular, donat f : K — L un morfisme de conjunts simplicials

|Cfl = LUy CK| = [L] Uy |[CK| = |L] Uy ClK] = C[f].

Aix0 ens permet demostrar el criteri d’aciclicitat per als conjunts simplicials i les
h.-equivalencies:

2.3.25 Proposicié Sigui h, una teoria d’homologia generalitzada. Aleshores un
morfisme f : K — L de conjunts simplicials és una h,-equivaléncia si, 1 només si el
con del morfisme és aciclic per la dreta, i.e. C'f — % és una h.-equivaléncia.

Apliquem ara el dual del teorema principal (teorema 2.2.26) i obtenim:

2.3.26 Proposicié Sigui h una teoria d’homologia generalitzada que satisfa ’axioma
del limit. La categoria Sset amb el colimit homotopic i les h,-equivaléncies és una
categoria de descens homologic.

2.3.27 Proposicié Sigui h una teoria d’homologia generalitzada que satisfa l’axioma
del limit. La categoria dels espais topologics cofibrants amb el colimit homotopic i
les hy-equivaléncies és una categoria de descens homologic.

2.3.28 Remarca Els espais topologics amb les equivalencies en homologia singular
son una categoria de descens sense necessitat de prendre espais cofibrants. Aixo és
degut a que el colimit homotopic té la propietat d’invariancia homotopica respecte les
equivalencies en homologia sense haver de suposar que els diagrames sén cofibrants
vertex a vertex [32].

2.3.4 Limit homotopic en una categoria de models
quasisimplicial

En aquesta seccié donem la definicié de categoria de models quasisimplicial i veiem
com podem donar una definicié explicita de limit homotopic en aquest cas, tot i
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no tenir una categoria de models simplicial. Farem servir aquesta nocié per a la
categoria de complexos de cocadenes (vegeu la secci6 2.3.5).

La definicié de categoria de models quasisimplicial és introduida per H. Fausk en
[15] i es defineix com un afebliment dels axiomes de categoria de models simplicial.
La mateixa idea apareix en [2] on els autors parlen de categoria de models simplicial
aproximada.

2.3.29 Definicié Una categoria de models quasisimplicial és una categoria de mo-
dels M que és una categoria simplicial i que satisfa SM7 i la segiient versio afeblida

de SM6:

weakSM6: Donats X 1Y objectes de M i K un conjunt simplicial, hi ha objectes

X®K i F(K,Y) de M tals que hi ha un isomorfisme natural de conjunts simplicials
Map(X @ K,Y) = Map(X, F(K,Y))

i un isomorfisme natural de conjunts

Sset(K, Map(X,Y)) =2 M(X ® K,Y).

L’axioma SM6 és més fort que ja demana isomorfismes de conjunts simplicials

Map(X @ K,Y') = Map(K, Map(X,Y)) = Map(X, F(K,Y))

Alguns resultats per a categories de models simplicials es mantenen per a categories
de models quasisimplicials. Per exemple els lemes 1.2.13 i 1.2.15 sén valids per a

categories de models quasisimplicials. També es mantenen les reformulacions de
I’axioma SMT.

Recordem ara la definicié de frame simplicial. Per a definir el limit homotopic en
una categoria de models n’hi haura prou amb tenir un frame simplicial functorial.

2.3.30 Definicié [40, 16.6.1] Sigui M una categoria de models i X un objecte de
M. Notem per cs, X [ objecte simplicial constant en X. Un frame simplicial en X
és un objecte simplicial X en M Jguntament amb una equivalencia feble cs, X — X
en lestructura de Reedy de (A, M) (vegeu la seccio 1.4.1) tal que

(1) el morfisme induit X — Xj és un isomorfisme, i

(2) si X és un objecte fibrant de M, aleshores X és un objecte fibrant de (AP M).
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Si M és una categoria de models simplicial i X un objecte de M aleshores 'objecte
simplicial X amb X,, = F(A[n], X) és un frame simplicial functorial [40, 16.6.4],
que s’anomena el frame simplicial natural en X.

En el cas d'una categoria de models quasisimplicial amb tots els objectes fibrants la
cotensoritzacié per Aln| també déna un frame simplicial functorial. En el cas simpli-
cial no es demana que tots els objectes siguin fibrants, pero en la demostracié es fan
servir equivalencies homotopiques simplicials, que no estan directament disponibles
en el cas quasisimplicial.

2.3.31 Proposicié Sigui M una categoria de models quasisimplicial amb tots els
objectes fibrants. Aleshores tot objecte X de M té un frame simplicial functorial X
definit per X,, = F(A[n], X).

DEMOSTRACIO: Cal veure que X — Xy = F(A[0], X) és un isomorfisme, que
cs. X — X és una equivalencia feble de Reedy i que X és fibrant de Reedy.

Pel lema 1.2.15, que ja hem observat que és valid en el cas quasisimplicial, tenim un
isomorfisme X = X, = F(A[0], X).

La resta es dedueix com en [40, 16.1.3] utilitzant SM7.

Com que totes les inclusions A[0] — A[n] sén cofibracions trivials i X és fibrant, tots
els morfismes F(A[n], X) — X = F(A[0], X) s6n fibracions trivials per la segona
reformulacié de SM7. D’aqui deduim que tots els morfismes F(A[0], X) — X =
F(A[n], X) sén equivaléncies febles i per tant ¢s, X — X és una equivalencia feble
de Reedy.

Falta veure que X és fibrant de Reedy. Cal veure que tots els morfismes X, =
F(A[n], X) — M,X son equivalencies febles, on M,X és el matching object de X
en [n] (vegeu la seccié 1.4.1). Per definicid,

Mn}/i = lim_ X,
a([n]lA)

on Z és la subcategoria plena de A amb morfismes exhaustius. Ara pel lema 1.2.13

M,X = F(colim A[-],X) = F( colim Afp], X) = F(0A[n], X).
a([n1a) [p=[n].p<n

Per tant cal veure que que els morfismes X,, = F(Aln], X) — F(90A[n], X) sén
equivalencies febles. Es dedueix de SM7 ja que X és fibrant i els morfismes 0A[n| —
A[n] sén cofibracions. O
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Per a definir el limit homotopic en una categoria de models amb un frame simplicial
functorial cal primer recordar la definicié de la corealitzacié d’un objecte simpli-
cial per un conjunt simplicial. Donat K un conjunt simplicial, notem per AK la
categoria dels simplexs de K.

2.3.32 Definicié [40, 16.3.1] Sigui M una categoria de models. Si'Y és un objecte
simplicial en M i K és un conjunt simplicial, aleshores Y és l'objecte de M que
és el limit del (AK)-diagrama en M que porta l'objecte Aln] — K de AK aY,, i
porta el diagrama commutatiu

[n] Alk]
N

al morfisme o : Y, — Y,,.

2.3.33 Definicié [40, 19.1.5] Sigui M una categoria de models amb un frame sim-
plicial functorial i C una categoria petita. Si X és un C-codiagrama en M aleshores
el limit homotopic holim X és [’equalitzador dels morfismes

H (XQ)B(Cla) %} H (Xa/)B(Cla)

ac0b(C) v (o:a—a’)eC

on }A(a és el frame natural simplicial en X, 1 la projeccidé de ¢ en el factoro : a — o'
és la composicio de la projeccio natural des del producte amb el morfisme

013 Cla) . (X) (Xa/)B(ClO‘)

i la projeccid de v al factor o : a — ' és la composicid de la projeccid natural des
del producte amb el morfisme

A~

F(B(o.),1x_,) : (ia,)B(Cla’) (X)) BCl)
ono.:(Cla)—(Cla).

Si M és una categoria de models simplicial aleshores per tot objecte X de M i
tot conjunt simplicial K 1’objecte XK , on X és el frame simplicial natural en X,
és naturalment isomorf a F'(K, X) [40, 16.6.6]. Per tant, si M és una categoria de
models simplicial amb el frame simplicial natural, la definicié 2.3.33 coincideix amb
la definici6 1.3.1.
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2.3.34 Proposicié Sigui M una categoria de models quasisimplicial amb tots els
objectes fibrants, X un objecte de M i K un conjunt simplicial. Sigui X el frame
simplicial de la proposicio 2.3.31. Aleshores la realitzacié X% és naturalment iso-
morfa a F(K, X).

DEMOSTRACIO: Es dedueix igual que el cas simplicial [40, 16.6.6], tenint en compte
que el lema 1.2.13 val per al cas quasisimplicial. 0

Com a conseqiiencia, en una categoria de models quasisimplicial el limit homotopic
es defineix amb el mateix coequalitzador que en una categoria de models simplicial.
Les propietats del limit homotopic per a una categoria de models simplicial de la
seccié 1.3.3 també es tenen per al limit homotopic definit per frames (vegeu [40,
Chapter 19]). Per tant podem refer els resultats de la seccié 2.2.4 per a categories
de models quasisimplicials i obtenim la segilient versié del teorema 2.2.12.

2.3.35 Teorema Sigui M wuna categoria de models quasisimplicial amb tots els
objectes fibrants i que satisfa el criteri d’aciclicitat per [’esquerra. Aleshores la ca-
tegoria M, amb la classe E de les equivalencies febles i el functor simple definit pel
limit homotopic és una categoria de descens cohomologic.

2.3.5 Complexos de cocadenes

Sigui A una categoria abeliana. Notem per Ch,(A) la categoria de complexos de
cadenes sense limitacié de grau. Els seus objectes son complexos de cadenes, i.e.
colleccions (Ch,, dy,)nez amb C,, € Aid, : C,, — C,,_; ital que d* = 0. Els morfismes
son els morfismes de complexos.

Guillén i Navarro demostren [32, 1.5.5] que la categoria Ch,(.A) és una categoria de
descens homologic, prenent com a classe saturada de morfismes els quasiisomorfismes
(morfismes que indueixen isomorfisme en homologia).

Notem per Ch*(.A) la categoria de complexos de cocadenes sense limitacié de grau.
Els objectes sén els complexos de cocadenes, i.e. colleccions (C™,d"),cz amb C™ € A
id':C" — C™1 i tal que d> = 0. Guillén i Navarro demostren [32, 1.7.2] que la
categoria de complexos de cocadenes Ch*(A) és de descens cohomologic, prenent
els quasiisomorfismes com a classe saturada de morfismes.

Si R és un anell commutatiu, notem per Ch,(R) la categoria de complexos de
cadenes de R-moduls i per Ch*(R) la categoria de complexos de cocadenes de R-
moduls. Notem per Ch,(R) la categoria de complexos de cadenes amb graus no
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negatius i per Ch™ (R) la categoria de complexos de cocadenes amb graus no positius.

A partir d’ara ens restringirem a a categories de complexos de R-moduls. Com que
no hi ha limitacié de grau, hi ha una isomorfisme de categories

p: Ch,(R) — Ch*(R)

donat per la reindexacié que canvia C, per C7P.

2.3.5.1 Estructures de categoria de models de Ch*(R)

Estem interessats en estructures de categories de models en Ch*(R) on les equi-
valencies febles siguin els quasiisomorfismes i on tots els objectes siguin o bé fibrants
o bé cofibrants. Les dues proposicions segiients donen estructures amb aquestes
condicions.

2.3.36 Proposicié Sigui R és un anell commutatiu. La categoria Ch*(R) té una

estructura de categoria de models (que anomenem estructura projectiva) on un mor-
fisme f: C* — D* és

i) una equivaléncia feble si indueix isomorfisme en homologia,
it) una fibracié si f*: C™ — D™ és un epimorfisme per tot n, i

iii) una cofibracio si té la propietat d’aizecament per l'esquerra respecte les fibra-
crons trivials.

DEMOSTRACIO: Aquest resultat és [41, teorema 2.3.11] per a cocadenes. 0J

2.3.37 Proposicié Sigui R és un anell commutatiu. La categoria Ch*(R) té una
estructura de categoria de models (que anomenem estructura injectiva) on in mor-
fisme f: C* — D* és

i) una equivaléncia feble si indueix isomorfisme en homologia,
it) una cofibracid si f*: C™ — D™ és un monomorfisme per tot n, i

iii) una fibracid si té la propietat d’aizecament per la dreta respecte les cofibracions
trivials.
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DEMOSTRACIO: Aquest resultat és [41, teorema 2.3.13] per a cocadenes. OJ

Aquestes dues estructures de categoria de models sén a més propies i cofibrantment
generades (vegeu [42, Theorem 1.7]).

Per a tenir una descripcié explicita del limit homotopic cal que la categoria de models
sigui simplicial o quasisimplicial. Veurem que la categoria Ch*(R) té una estructura
de categoria de models quasisimplicial.

Per a definir I'estructura quasisimplicial cal definir una tensoritzacié i cotensoritzacio
per conjunts simplicials. Les definirem a partir d’una tensoritzacio i cotensoritzacid
de complexos.

2.3.5.2 Tensoritzacio i cotensoritzacid

La tensoritzacié i la cotensoritzacié de dos complexos de cocadenes s’obté de la
definicié usual per a complexos de cadenes. Seguim la indexacié de [38, V.1], on les
definicions coincideixen amb les de [41, p.111] i [11, Caps. 9 i 10].

2.3.38 Definicié Donats X i Y complexos de cocadenes de R-moduls, la seva ten-
soritzacié X ® Y és el complex de cocadenes amb

(XeY)'= @ X" Y*
ptg=n
i amb diferencial d(x @ y) = dr @ y + (=1)Pz @ dy,x € XP,y € X9 i la seva
cotensoritzacié F(X,Y) és el complex de cocadenes amb
F(X.Y)"= [[ Homp(X7?, YY)
ptg=n

i amb diferencial (df)P? = (=1)PT4fP=149d + dfPa=t per a f = {fP9}, fP9: X P —
Y. La cotensoritzacié F(X,Y) també es nota Hom(X,Y).

Quan calgui cotensoritzar un complex de cadenes C, per un complex de cocadenes
D*, convertirem C, en un complex de cocadenes reindexant C), = C'7?.

Amb aquestes definicions se satisfa la propietat d’adjuncié usual:

2.3.39 Lema Donats X, Y i Z complexos de cocadenes de R-moduls, hi ha un
isomorfisme natural de complexos de cocadenes

FIX®Y,Z) = F(X,F(Y,Z)).

DEMOSTRACIO: Vegeu [38, Exercise V.1.1]. O
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2.3.5.3 Estructura de models quasisimplicial de Ch*(R)

Per a definir la tensoritzacié i la cotensoritzacié d’'un complex de R-moduls per un
conjunt simplicial fem servir el functor de normalitzacié N de la correspondencia de

Dold-Kan [80, 8.4].

2.3.40 Definicié [80, 8.3.6] Donat A un R-modul simplicial, el complex de cadenes

no normalitzat és el complex C(A) amb C(A), = A, id= > (-1)"d;.

El complex de cadenes normalitzat N(A) és el complex amb
N,(A)=A,NkerdyN---Nkerd,

i diferencial d = (—=1)"d,. Per construccié el complex normalitzat N(A) és un

subcomplex de C(A).

Notem per D(A) és el subcomplex de C(A) generat pels elements degenerats, i.e.

n—1

D, (A) = Z ims;.
i=0
2.3.41 Lema [80, 8.3.6] Donat A un R-modul simplicial, C(A) = N(A) @ D(A) i
per tant N(A) = C(A)/D(A).

2.3.42 Definicié Donat K un conjunt simplicial, R[K] és el R-modul simplicial
lliure generat per K.

Aquesta construccié defineix un functor adjunt per I'esquerra del functor d’oblit:

R[—] : Sset = sModp : U.

Recordem que la correspondencia de Dold-Kan [80, 8.4] és una equivaléncia de ca-
tegories entre els R-moduls simplicials i els complexos de cadenes de R-moduls amb
graus no negatius:

N :sModp — Ch, (R).

Notem per D el functor invers a N. El functor D és adjunt per la dreta de N. Si
C' és un complex no negatiu de cadenes, els n-simplexos de D(C') sén (vegeu per
exemple [21, 4.1])

D(C)n = Homen, (m) (N R[A[n]], C),

i les cares i degeneracions estan induides per les de An].
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Farem servir la seglient variant de la correspondencia de Dold-Kan, per a treballar
amb cocadenes:

N':sModgr S Ch™(R) : D'
on N = poN isi C és un complex no positiu de cocadenes els n-simplexos de D'(C')
son

D'(C), = HomCh—(R)(N'R[A[n]], ).

2.3.43 Definicié Donat X un complex de cocadenes i K un conjunt simplicial, la
tensoritzacio de X per K és el complex de cocadenes

X ® K =X ®g NRIK]|
1 la cotensoritzacié de X per K és el complex de cocadenes

F(K,X) = F(N'RIK], X).

El functor d’'inclusié j : Ch™ (R) — Ch*(R) és adjunt per l'esquerra del functor de
truncament 7/, que porta un complex de cocadenes

NG I RN L NG L @ LR
al complex no positiu
= O = O = ker(CY — CY) — 0.
2.3.44 Definicié Donats C' i D complexos de cadenes, definim el conjunt simplicial

Map(C, D) = D'T'F(C, D).

Donats C' un complex de cadenes i K i L conjunts simplicials, en general C'® (K x L)
no és isomorf a (C ® K) ® L. Aixo és degut a que en general NRK ® NRL
només és homotopicament equivalent a NR(K x L). L’equivaléencia homotopica
entre NRK ® NRL i NR(K x L) és conseqiiencia del teorema d’Eilenberg-Zilber
(vegeu [53, Theorem 8.1]). Observem que no és en general un isomorfisme: En
NRA[1] ® NRAI1] el R-modul de les 1-cadenes és el R-modul lliure amb quatre
generadors, corresponents als quatre costats del quadrat. La diagonal no apareix
directament com a cadena. En canvi en NR(A[1]xA[1]) el R-modul de les 1-cadenes
té 5 generadors: (00) x (01), (11) x (01), (01) x (00), (01) x (11) i (01) x (01) (vegeu
[53, p. 242]).

Per tant Ch(R) no pot ser una categoria de models simplicial amb aquesta tenso-

ritzacié i cotensoritzacié. En canvi si que es verifica que és una categoria de models
quasisimplicial:
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2.3.45 Lema Sigui R un anell commutatiu. La categoria Ch*(R) amb ['estructura
de categoria de models projectiva i la tensoritzacio i cotensoritzacio definits més
amunt és una categoria de models quasisimplicial on tots els objectes son fibrants.

DEMOSTRACIO: Seguim [15, lema 5.2]. Donats C'i D complexos de cocadenes i K
un conjunt simplicial hi ha un isomorfisme natural de complexos de cocadenes

F(C® K,D)= F(C,F(K,D))
i per tant un isomorfisme natural de conjunts simplicials

Map(C ® K, D) = Map(C, F(K,Y)).

Les diferents adjuncions disponibles donen els segiients isomorfismes de conjunts:

Sset (K, Map(C, D))

Sset(K,UD'T'F(C, D)) =

~ sMod(R[K], D'T'F(C, D)) =
~ Ch (R)(N'R[K],7F(C, D)) &
~ Ch*(R)(N'R|K], F(C,D)) =
>~ Ch*(R)(C ® N'R[K], D) &

~ Ch*(R)(C ® K, D).

Hem vist dones els isomorfismes naturals de weakSMG6.

Donada ¢ : K — L una inclusié de conjunts simplicials, aleshores NR[i] : NR[K] —
NRJ[L] és una cofibracié de complexos de cadenes en estructura projectiva i si i
és una equivalencia feble aleshores NR[i] és una equivalencia feble de complexos.
Per tant 'axioma SM7 es dedueix de I'estructura de categoria de models monoidal
simetrica de Ch*(R) [41, 4.2.13]. O

2.3.5.4 Criteri d’aciclicitat

La categoria Ch*(R) és una categoria de models estable. El functor de suspensié
porta un complex C al complex desplagat XC' amb (XC)" = C™ (vegeu [12,
Example 2.2]). La categoria homotopica és la categoria derivada.

Hem vist a la seccié 2.3.1 que les categories de models simplicials estables com-
pleixen el criteri d’aciclicitat. El lema 2.3.2 també és valid per a les categories de
models quasisimplicials, ja que es basa en ’equivalencia feble natural entre el pull-
back homotopic i el limit homotopic de [40, Proposition 19.5.3], que és valida en
una categoria de models amb un frame natural.
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2.3.46 Proposicié Sigui R un anell commutatiu. La categoria Ch*(R) amb els
quasiisomorfismes i el limit homotopic és una categoria de descens cohomologic.

2.3.5.5 Relacio entre el simple d’un diagrama cibic de complexos i el
limit homotopic

Com hem comentat més amunt, Guillén i Navarro demostren que la categoria
Ch*(R) és una categoria de descens cohomologic amb els quasiisomorfismes i amb
un cert functor simple. En aquest apartat recordem quina definicié de simple fan
servir i demostrem que és quasiisomorfa al limit homotopic.

Donat X un [J,-codiagrama de complexos de cocadenes, el simple de X [29, 1.6.1]
(32, 1.7.2] és el complex de cocadenes que en grau g és

(X)'= P X
dim a+p=q

i que té per diferencial

d= Z (_1)\a0+---+aj—1\—1Xaﬁa+ej + (_1)dimadxa

a;=0

en XP one; =(0,...,1,...,0).

yeensQin,)

Per exemple, el simple del codiagrama de complexos de cocadenes

. f .
Cio—=Ch
Tg
Cor
és el complex de cocadenes que en grau n és
n n—1 n
10 @ CY @ Cpy,

i que té diferencial d(z, a,y) = (O10z, —O11a + fxr — gy, 0ny). En aquest cas doncs
el simple és el que es coneix com a homotopy pullback dels morfismes de complexos

fig.

2.3.47 Definicié Donat S un conjunt finit no buit, sigui CE(Og) el complex de R-
cadenes orientades del complex simplicial de les parts no buides de S. Sigui CF,(0Og)
el complex de cocadenes dual definit per C(Ogs) = Homg(CH(Os), R).
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Per exemple el complex de R-cadenes orientades del complex simplicial de [J,, en
grau q ¢s

dim a=q
i la diferencial esta definida sobre els generadors per

p

Aag, -+ ] = Z (—1)lotteimliag o ay —1,. .. an).

a;j=1

2.3.48 Lema FEl simple d’un U-codiagrama cibic de compleros X és naturalment

isomorf a ’end del functor 0 x O — Ch*(R), (o, 8) — C*(0s) ® X,

so(X) %/C*(Da)@@Xa.

DEMOSTRACIO: Per [32, 1.3.1 i 1.7.2], el complex simple s(X) és naturalment
isomorf a l'end

/s(z x o) ® Xag.

Per tant n’hi ha prou amb veure que que s(Z x ,,) = C(0,,).

El simple del diagrama constant Z x [, és el complex de cocadenes que en grau ¢
és s(Z x 0,)9 = @aima—qZ[a] 1 tal que la diferencial en els elements de la base és

dla] = Y (—1)leottei g 4],

a;=0

Un element de C9(0,) = Hom(Cy(d,),Z) esta determinat per les imatges dels
generadors de Cy(0,) i per tant C(0,) = D g 0y Ll

Quant a la diferencial, sigui [a]* I'element de Hom(Cy(O,,),Z) que val 1 en [a] 1 0
en la resta d’elements de la base. Aleshores

3[04]* = Z€j[0{0,...,0[j+1,...,05n]*

a;=0
on €; és el signe amb el qual [a] apareix en l'expressié de O[ag, ..., +1,..., ay),
ie. € =|ag+ -+ aj_1|. Es compleix per tant I'isomorfisme cercat. O

Per acabar aquest apartat veurem que hi ha un isomorfisme de complexos de coca-
denes

C*(0s) ® X = F(C,(0s), X).
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2.3.49 Lema Sigui (C?,0P) un complex de cocadenes. Hi ha un isomorfisme natural
de complexos

(CF, %) = (CF, (=1)F0").

DEMOSTRACIO: Considerem els morfismes

- —id sip=20,1 mod 4,
id  sip=2,3 mod 4.

Es immediat comprovar que defineixen un morfisme natural de cocadenes que és un

isomorfisme. O

2.3.50 CoroHari El complez de cocadenes Cy(Og) és naturalment isomorf al com-
plex F(CE(Og), R), on considerem R com un complex de cocadenes concentrat en
grau 0.

DEMOSTRACIO: Es immediat de la definicié de cotensoritzacié i del lema 2.3.49. [J

2.3.51 Lema Siguin C,C", D, D’ complexos de cocadenes. Definim
v: F(C,C"Y® F(D,D") - F(C® D,C'"® D)

per (V(f®@g9)(z®@y) = (-1 (fr) @ (gy). Aleshores v és un morfisme de com-
plexos.

DEMOSTRACIO: Vegeu [11, p.171] per a complexos de cadenes. O

2.3.52 Lema Sigui X un complex de cocadenes de R-moduls. Hi ha un isomorfisme
de complexos de cocadenes

C*(0s) ® X = F(C,(Og), X).

DEMOSTRACIO: Pel corollari 2.3.50 i el lema 2.3.51, hi ha un morfisme de complexos

v C*(ds)®X = F(C,(dg), A)®F(R, X) — F(C,(0g)®R, ReX) = F(C,(Og), X).

Com que el complex de cadenes C,(Og) té un nombre finit de termes i cada C,(Og)
és un modul projectiu finitament generat, el resultat es dedueix usant el segiient fet
[53, V, proposié 4.2]: Si L és un R-modul projectiu finitament generat i M un R-
modul, aleshores hi ha un isomorfisme natural v : L* g M — Hompg(L, M) definit
per 4(f @m)(1) = f(1) - m. 0
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2.3.53 Lema Hi ha un isomorfisme

C.}(0n) = N(R[A]]).

DEMOSTRACIO: Observem que, donada p, Cf(Dn) és el R-modul lliure generat
pels p-simplexs no degenerats de A[n], que és exactament N,(R[A[n]]). Donat o =
lig, . .., 1p] un p-simplex no degenerat de A[n], en els dos casos la diferencial és la
suma alternada de les cares p — 1 dimensionals. 0

2.3.54 Proposicié Sigui O € II un tipus de diagrama cibic i X : 0 — Ch*(R) un
codiagrama de complexos de cocadenes de R-moduls. Hi ha una equivaléncia feble

soX = / C*(0y) @ X — hoiljim X.

DEMOSTRACIO: Per la propietat de Fubini i d’exactitud del functor simple i del
limit homotopic n’hi ha prou amb veure el resultat per a [ = [1,,.

Pels lemes 2.3.52 1 2.3.53,

sgX = /aC*(Da)®Xa = /aF(C*(Da),Xa) =

_ / F(N'RIA[0]], X.) = / F(Ala], X,.).

Per la proposicié 1.5.4 hi ha una equivalencia feble a holimp, X. O

2.4 Categories de descens cosimplicial

La nocié de categoria de descens simplicial és una variacié de la nocié de categoria
de descens homologic de Guillén i Navarro. Ha estat introduida per B. Rodriguez
[67]. Hi ha dues nocions duals: la de categoria de descens simplicial i la de categoria
de descens cosimplicial. Tractarem el cas cosimplicial.

Aixi com en les categories de descens cohomologic es té un simple per als codiagrames
cubics, en les categories de descens cosimplicial es té un simple per als objectes
simplicials.

Per simplificar la notacié escriurem AD per (A, D).
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2.4.1 Definicié [67, 2.1.18] Una categoria de descens cosimplicial ve donada per
(D, E,s,p,\), on:

(CDC1) D és una categoria amb productes finits i objecte inicial 0.
(CDC2) E és una classe saturada de morfismes de D estable per productes.
(CDC3) s: AD — D és un functor opmonoidal quasifort respecte el producte.

(CDC4) St D : AAD — AD és el functor diagonal, considerem els functors
s(As),sD : AAD — D. Aleshores i : s(As) — sD és una transformacié natural tal
que (Z) € E per a tot Z € AAD.

(CDC5) X\ : Idp — s(— x A) és una transformacid natural compatible amb p tal
que per a tot X € D, A\(X) € E.

(CDC6) Donat f: X —Y en AD tal que f, € E Vn aleshores s(f) € E.

(CDC7) Si f : X —Y és un morfisme en AD, aleshores sf € E si i només si el
simple del seu objecte cami cosimplicial és aciclic.

(CDC8) Es verifica que sY f € E si i només sisf € E.

Recordem aquelles definicions de [67] que utilitzem.
Un functor s : AD — D indueix un functor

As : AAD — AD
aplicant s per columnes, i.e. (AsZ), =s(m +— $Z, ).

Donat X € AD, I'objecte bicosimplicial X x A és constant per columnes, i.e. (X x
A)pm = Xp 1 lobjecte bicosimplicial A x X és constant per files, i.e. (X X A),,,, =
X

La compatibilitat entre A\ i p significa que els morfismes

sX 225 g(sX x A) 225 g x

s(Axy,)
—_—

sX s(n — s(X, x A)) 2222, X

son la identitat.

n
n—j-*

Sigui op : A — A el functor definit per op([n]) = [n], op(6}') = 6, _;, 0p(0}) = &
Es denota per T : AD — AD el functor obtingut per composicié amb op.

Ens proposem ara veure la relacié entre les categories de models simplicials i les
categories de descens cohomologic.
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2.4.2 Lema FEl functor diagonal D : A — A x A és homotopicament cofinal per
I’esquerra.

DEMOSTRACIO: Hem de veure que donat ([ki],[ks]) € A x A, el nervi de (D |
([k1], [k2])) és contractil.

Donat K un conjunt simplicial, notem per AK la categoria dels simplex de K (vegeu
[40, 15.1.6]), que té per objectes els morfismes simplicials A[n] — K i per morfismes
els corresponents triangles. El nervi B(AK) és naturalment feblement equivalent a
K 1[40, 18.9.3].

La categoria (D | ([k1], [ks])) és isomorfa a A(A[k;] x Alks]) i per tant el seu nervi
és contractil. 0

2.4.3 Lema FEl nervi BA és contractil.

DEMOSTRACIO: L’objecte [0] de la categoria A és un objecte final. Per [40, 14.3.14]
BA és contractil. O

Sigui M una categoria de models simplicial. El functor
s: AM — M

és el functor definit pel limit homotopic: sX = holima X.

Donat Z € AAM definim u(Z) : s(As)Z — sDZ com la composicié

s(As)Z = holim Z — holim DZ,
AxA A

on l'isomorfisme és I'isomorfisme de Fubini i el segon morfisme és I'induit pel functor
diagonal.

Donat X € M, definim A(X) : X — s(X x A) = F(BA, X) com el morfisme
X = F(A[0], X) — F(BA, X)

induit pel morfisme de conjunts simplicials BA — A[0].

Igual que en el cas de les categories de descens cohomologic, les propietats del limit
homotopic permeten demostrar que els objectes fibrants d’una categoria de models
simplicial compleixen els axiomes de categoria de descens cosimplicial llevat ’axioma
d’aciclicitat. Obtenim el segiient resultat.
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2.4.4 Proposicié Sigui M una categoria de models simplicial amb [’objecte inicial
fibrant. Considerem la categoria My dels objectes fibrants juntament amb les equi-
valéncies febles, el functor simple definit pel limit homotopic © X i p definits més
amunt. Suposem que satisfa (CDC7). Aleshores My és una categoria de descens
cosimplicial.

DEMOSTRACIO: Les propietats (CDC1) i (CDC2) sén exactament les propietats
(CD1)°? (CD2)° que ja hem vist per a les categories de models simplicials (vegeu
2.2.13 1 2.2.14). La propietat (CDC3) es demostra igual que (CD4)% canviant [J
per A (vegeu 2.2.16). La propietat (CDC6) és la propietat d’invariancia homotopica
del limit homotopic (proposici6 1.3.8). La propietat (CDC8) és clara ja que el limit
homotopic no té en compte 'ordre dels morfismes cara i degeneracio.

Quant a la propietat (CDC4), és clar que p defineix una transformacié natural. Com
que el functor diagonal és homotopicament cofinal per I'esquerra (lema 2.4.2), per
tot Z € AAD el morfisme

holim Z — holim DZ
AXA A

és una equivalencia feble i per tant u(Z) és una equivalencia feble.

Quant a la propietat (CDC5), és clar que A defineix una transformacié natural. Com
que BA és contractil (lema 2.4.3), els morfismes de la composicié

A[0] = BA — A[0]

sén equivalencies febles, on el primer morfisme és una inclusié. Per [40, 9.3.9.2a],
per a tot X € M el segon morfisme de la composici6

F(A[0], X) — F(BA, X) — F(A[0], X)

és una equivalencia feble, i com que la composicié és la identitat el primer morfisme
també és una equivalencia feble. Deduim que A(X) és una equivalencia feble.

Per finalitzar manca veure la compatibilitat entre A i y. Prenem X € AM;. El
functor de projeccié my : A X A — A, (n,m) — n indueix un morfisme

holim X — holim 75 X.
A AXA
Aquest morfisme és el mateix que la composicié

saX — s(sX x A) = holim(A x X),
AXA
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on el segon morfisme es 'isomorfisme de Fubini. El morfisme piayx : s(sX x A) —
sX és la composicié de I'isomorfisme de Fubini amb el morfisme induit pel functor
diagonal D : A — A x A. Per tant la composicié uaxx © Asx és la identitat, ja que
esta induit per la identitat.

Analogament demostrem que pxxa © s(Ax, ) és la identitat, fent servir la projeccié
T AXA— A (n,m)—m. O]

L’aplicacié d’aquest resultat depen doncs d’analitzar (CDC7). Dels exemples de
categories de descens cosimplicial tractats en [67], d’aquells que tenen estructura
de categories de models caldria estudiar la compatibilitat del simple amb el limit
homotopic. Entre aquests hi ha el de complexos de cocadenes en una categoria abe-
liana i el d’algebres diferencials graduades commutatives. En d’altres exemples, com
els complexos de cocadenes en una categoria additiva o els complexos de cocadenes
filtrats no és clar que es pugui aplicar el punt de vista de les categories de models.
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3

Descens cubic

En aquest capitol tractem amb functors en la categoria de varietats algebraiques
sobre un cos de caracteristica zero que prenen valors en una categoria de descens. La
primera secci6 esta dedicada al teorema d’extensié de Guillén i Navarro. En la segona
seccié recollim les successions espectrals associades a codiagrames d’espectres i a
functors de varietats a espectres. En la tercera seccié veiem els functors d’esquemes
a espectres com a prefeixos d’espectres, les categories de models de la categoria de
prefeixos i com es relacionen les aproximacions fibrants de prefeixos amb I'extensio
de Guillén i Navarro.

3.1 Sobre el teorema d’extensio de Guillén i
Navarro

En aquesta secci6 enunciem el teorema d’extensié de Guillén i Navarro [32], que estén
functors definits sobre les varietats llises a functors definits sobre totes les varietats.
L’extensio es defineix mitjangant la teoria de les hiperresolucions cubiques, de la
qual en recollim els elements més rellevants en el primer apartat. De la demostracio
del teorema d’extensié se'n deriven alguns resultats que no apareixen en op.cit. que
presentem en el darrer apartat.

3.1.1 Hiperresolucions cubiques

El teorema d’extensié de Guillén i Navarro es fonamenta en la teoria de les hiper-
resolucions cubiques, la qual permet substituir, en un sentit que recordarem tot
seguit, una varietat singular per un diagrama cubic de varietats llises. La principal
referéncia per a les hiperresolucions és [29, Exposé 1]. Vegeu també [28, capitol 2] i
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31).

La definicié d’hiperresolucié ctibica és constructiva i es basa el teorema de resolucié
de singularitats d’Hironaka per a varietats algebraiques sobre un cos de caracteristica
Zero.

Sigui k£ un cos de caracteristica zero. Notem per Sch(k) la categoria d’esquemes
reduits, separats i de tipus finit sobre k, als quals anomenem simplement varietats
algebraiques, o k-varietats, i per Sm(k) la categoria de les varietats llises.

3.1.1 Definicié Un diagrama cartesia de k-varietats
-~ j o~
Y—X
9 f

7

Y —X
és un quadrat aciclic si

(i) i és una immersid tancada,
(ii) f és un morfisme propi, i

(iii) el morfisme induit X \Y — X \'Y és un isomorfisme.
3.1.2 Remarca Un quadrat aciclic és el que en [8] s’anomena blow-up abstracte.

Recordem el teorema de resolucié de singularitats d’Hironaka [39]:

3.1.3 Teorema Per tota k-varietat X, existeix un quadrat aciclic
~ i~
Y—X
9 !

7

Y—X
on X és una varietat llisa i dimY, dimY < dim X.

Les versions més precises del teorema de resolucié de singularitats d’Hironaka per-
meten obtenir una resolucié X — X d’una varietat algebraica X per una successié
finita de blow-ups X;;1 — X, de centre llis contingut en el lloc singular de X;,
0<i<r,onX =Xpi X = X,. El teorema d’extensié de Guillén i Navarro fa
us d’aquesta versié més precisa i també del lema de Chow-Hironaka, pel qual tot
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morfisme biracional entre dues resolucions pot ésser dominat per una successié finita
de blow-ups de centres llisos.

Sigui Xog una k-varietat. Aplicant resolucié de singularitats obtenim un diagrama

cartesia
X1 — Xy

Lk

X01 4>X00

on f un morfisme propi, X9 és llisa, els morfismes horitzontals sén immersions
tancades i f indueix un isomorfisme de Xg; \ X33 en Xgo \ Xio. Si Xp3 1 Xog
fossin varietats llises aleshores el diagrama seria una hiperresolucié ctibica de X. En
general una resolucié de les singularitats de Xy no déona Xy, i Xy llises pero si de
dimensié inferior, la qual cosa possibilita un procés inductiu.

3.1.4 Definicié Sigui S una k-varietat. Una 2-resolucié de S és un diagrama car-
tesia de varietats
Znn —= Zo1

Lo
Zio—= Zw
on

1) ZOO - S,
2) Zy és una varietat llisa,
3) Z. és un quadrat aciclic,

4) el morfisme f: Zyy — S és exhaustiu, i és una transformacio biracional entre
les components irreductibles de dimensio maxima de Zy @ S.

Aquesta és la definici6 adoptada en [32, p.43], que és més restrictiva que la definicid
de [29, 1.2.7]. Més generalment es defineixen les 2-resolucions de diagrames de
varietats de tipus ordenable finit (vegeu la remarca 3.1.6).

Sigui r un enter, r > 1. Per tot enter n, 1 < n < r, sigui X2 una [Jf-varietat.
Suposem que per tot n, 1 < n < r, les (OF  -varietats Xgofl i X7, soén iguals.
Aleshores definim, per recurréncia sobre r, una [ f-varietat Z, = rd(X(,..., X7)
que s’anomena la reduccié de la manera segiient. Si 7 = 1, definim Z, = X!. Si
r =2 definim Z,, = rd(X]}, X2,) per

g o Xog »sia=1(0,0),
X2, Lsiael),
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per tot 3 € [Jj, amb els morfismes evidents, tal i com mostra el segiient diagrama.

X1211 X0211
e \ p
X1210 \L X(?IO
l X1201 JH X0201 X111 X(%l
e p e e
X1200 Xgoo - Xllo X&o

Si tenim r > 21 Y™ una [0 |-varietat tal que les (0 ,-varietats Xj,, i Y/2 ' sén
iguals, definim Z,, = rd(Y7 ™1, X7,) per

g Ygﬁ’l , st a = (0,0),
or o Sta el

per tot 3 € O ,, amb els morfismes evidents.

Aleshores definim

Zy =rd(rd(X}, ..., XI7N, XD).

3.1.5 Definicié Sigui S una k-varietat. Una hiperresolucié cibica augmentada
l-iterada de S és una O -varietat Z, tal que Zy = rd(X}, ..., X7) on

1) X! és una 2-resolucié de S,

2) per 1 <n <r, X0 és una 2-resolucidé de X7, i

le>

3) Zy és llisa per tot o € O,.

3.1.6 Remarca Les hiperresolucions cibiques es defineixen per a varietats S i en
general per a diagrames de varietats de tipus ordenable finit (vegeu la definicid
3.1.7). Aix0 permet resoldre morfismes i poder relacionar diferents resolucions d’una
mateixa varietat.

3.1.7 Definicié Un tipus de diagrama és ordenable finit [32, 1.1.2], [29, 1.1.9] si el
seu conjunt de morfismes és finit, els seus objectes tenen com a unic endomorfisme
la identitat i, si al conjunt d’objectes se’l dota amb la relacio de preordre "1 < j sii
només si Hom(i, j) és no buit” aleshores aquest preordre és un ordre. Notem per
la categoria dels tipus de diagrames ordenables finits.

Per exemple un objecte de II defineix un tipus de diagrama ordenable finit.
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3.1.8 Definicié Per a n > 2 un enter, una hiperresolucié cibica augmentada
n-iterada és una hiperresolucio cubica augmentada 1-iterada d’una hiperresolucio
cibica augmentada (n — 1)-iterada de S.

Una hiperresolucié cubica augmentada n-iterada s’anomena simplement hiperreso-
lucio de S. Per abtus de notacid, també es nota per X, la [J,.-varietat obtinguda per
restriccié de O0F a O,. El nombre r és la mida de la hiperresoluci.

El teorema 2.15 de [29, Exposé 1] assegura l'existencia d’hiperresolucions:

3.1.9 Teorema Si S és una k-varietat existeix una hiperresolucié cibica augmen-
tada Z, de S de tipus O, tal que

dim Z, < dim S — |a| + 1, per tot a € 0,.

3.1.1.1 La categoria d’hiperresolucions

Sigui 4 : S — T un morfisme de [-varietats. Sia: X, — Sib:Y, — T son
hiperresolucions cubiques de S i T respectivament, X, de tipus I x [ i Y, de tipus
I x ;. Aleshores un morfisme d’hiperresolucions ctbiques de X, en Y, sobre u és
un morfisme f, : X, — Y, de diagrames de tipus I x [, — I x[J; de la forma Id x ¢,
0 € 11, tal que el diagrama

commuta.

Notem per Hrec(/ — Sch) la categoria d’hiperresolucions ctbiques de I-varietats. Hi
ha un functor
w : Hre(I — Sch) — I — Sch

definit per w(X,) = 9 si X, és una hiperresolucié cibica de S i w(f,) = u si f, és
un morfisme d’hiperresolucions ciibiques sobre .
Sigui X;_gen €l conjunt dels morfismes f, de Hrc(l — Sch) tals que w(f,) és la

identitat. Notem per HoHrc(7 — Sch) la categoria que s’obté localitzant la categoria
d’hiperresolucions respecte els morfismes de ¥;_gcn:

HoHrc(I — Sch) = Hre(I — Sch)[E7 gl

Amb aquestes definicions podem enunciar un dels teoremes importants de [29, Ex-
posé 1] i el seu corollari:
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3.1.10 Teorema [29, 1.3.8] El functor
Ho(w) : HoHrc(I — Sch) — I — Sch
és una equivaléncia de categories.

3.1.11 CoroHari [29, 1.3.10] Sigui C una categoria. Notem per
w” : Cat(I — Sch,C) — Cat(Hrc(/ — Sch),()

el functor definit per w*(F) = Fow. Aleshores w* indueiz una equivaléncia entre la
categoria Cat(I — Sch,C) i la subcategoria plena de Cat(Hrc(I —Sch),C) definida
pels functors

G :Hrc(l —Sch) — C

que verifiquen la condicio segient:
(DC) Per tot morfisme f de X1_gen, G(f) és un isomorfisme de C.

En particular, per a definir un functor F': Sch(k) — C n’hi ha prou amb definir un
functor F’ : Hrc(Sch(k)) — C tal que envia els morfismes de Xgen(x) a isomorfismes.

3.1.2 Functors rectificats

Sigui C una categoria i D una categoria de descens cohomologic. Si F': C — D és un
functor contravariant i X és un diagrama cibic de C, aleshores el diagrama F(X) és
un codiagrama cubic de D al qual podem aplicar el functor simple i obtenir I’objecte

sF(X).
En algunes aplicacions es parteix d'un functor
G :C — HoD

que pren valors en la categoria homotopica. Si X és un diagrama cuibic de C,
el diagrama G(X) és un codiagrama cibic de HoD. En aquest codiagrama els
morfismes estan definits en la categoria homotopica i no podem aplicar directament
el functor simple.

En aquest apartat recordem la definicié de functor ®-rectificat, que permet resoldre
aquesta situacié. Per a més detalls vegeu la seccié 1.6 de [32].

Sigui D una categoria amb FE una classe saturada de morfismes i [ un tipus de
diagrama. En la categoria de I-codiagrames (I, D) considerem la classe saturada de
morfismes definits per E vertex a vertex, la qual defineix la categoria Ho(7, D).

Considerem ¢ la categoria de tipus de diagrames ordenables finits (definicié 3.1.7).
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3.1.12 Definicié Sigui C una categoria, D una categoria amb una classe saturada

de morfismes i G : C — HoD wun functor contravariant. Una ®-rectificacio G de
G ve donada per:

(R1) per tot tipus de diagrama ordenable finit J, un functor
Gy:(J?,C)— Ho(J, D),

(R2) si 1 és la categoria puntual, un isomorfisme de functors G4 = G, i

(R3) per tot morfisme § : [ — J de ® un isomorfisme natural de functors
Gs:Grods — 6p0Gy,

tal que
Giq; = 1da,, Gsios = (0p * Gy) o (Gs % 0¢),

i tal que si T : 8 — & és una transformacid natural de functors, el diagrama

Gr*t
Grody - Grody

o o

’ *Gg o oy
5D*OGJHT I(sDOGJ
és commutativ en Ho(I, D).

Diem que un functor G : C — HoD és un functor ®-rectificat si disposa d’una
d-rectificacio.

Es clar que si F': C — D és un functor, D una categoria de descens, el functor induit
C — HoD disposa d’una ®-rectificacié canonica.

3.1.13 Definicié Una transformacio natural de functors contravariants ®-rectificats

0 : F — G ve donada per

(MR) per tot tipus de diagrama ordenable finit I, un morfisme natural 0; : Gy — F;
tal que, per tot morfisme 6 : I — J de ® i tot J-diagrama Y : JP — C de C, el
diagrama de morfismes de Ho(I, D)

G1(6°Y) 252Gy (Y)
lez(é*Y) J{s*e‘,(y)

Fi(6*Y) —22w 6*Fy(Y)
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és commutatiu.

La transformacio 6 és un isomorfisme si 0 és un isomorfisme per tot tipus de dia-
grama ordenable finit I.

3.1.14 Proposicié Sigui C una categoria i D una categoria de descens cohomologic.
Sigui G : C — HoD un functor contravariant ®-rectificat. Si X és un diagrama cubic
de C, aleshores l'objecte sGg(X) de HoD esta ben definit, i hi ha definit un functor
d-rectificat

sG : Diagyp+C — HoD.

DEMOSTRACIO: Vegeu [32, 1.6.8]. O

Per simplificar les notacions, si G : C — HoD és un functor ®-rectificat, es nota
igualment G la seva rectificacio, i si X és un diagrama cibic de C, notem per sG(X)
I'objecte sG(X) de HoD.

3.1.15 Definicié Sigui C una categoria © D una categoria de descens cohomologic.
Sigui G : C — HoD wun functor contravariant ®-rectificat. Un diagrama cibic X de
C és G-aciclic si lobjecte sG(X) de HoD és aciclic.

3.1.3 El teorema d’extensio

3.1.16 Definicié Un diagrama cartesia de k-varietats

J ~

Yy ——X

b

Y ——=X
és un quadrat aciclic elemental si és un quadrat aciclic (definicid 3.1.1) i a més

(i) totes les varietats en el diagrama son irreductibles i llises, i
(ii) f és el blow-up de X a través de Y.

Estem en disposicié d’enunciar el teorema d’extensié de Guillén i Navarro.
3.1.17 Teorema [32, 2.1.5] Sigui D una categoria de descens cohomologic i
G : Sm(k) — HoD

un functor contravariant ®-rectificat que satisfa les segiients condicions:
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(F1) G(0) = 1, i el morfisme canonic G(X UY) — G(X) x G(Y) és un isomor-
fisme,

(F2) si Xo és un quadrat aciclic elemental en Sm(k), aleshores sG(X,) €és aciclic.

Aleshores hi ha una extensio de G a un functor ®-rectificat
GD : Sch(k) — HoD

tal que satisfa la condicié de descens
(D) si Xo és un quadrat aciclic en Sch(k), sGD(X,) és aciclic.

A més, aquesta extensid és essencialment unica: si G' és una altra extensid de G
satisfent la propietat de descens (D), aleshores hi ha determinat un tinic isomorfisme
de functors ®-rectificats GD = G'.

3.1.18 Remarca Sempre notem 1’objecte inicial per 0 i I'objecte final per 1.

Diem que el functor GD ha estat obtingut de G per descens.

La demostracié del teorema de Guillén i Navarro déona més que I’enunciat anterior.
De fet, si X és una varietat algebraica i X, — X és una hiperresolucié cibica, es
demostra [32] que, amb les hipotesis del teorema,

GD(X) = sG(X.),

déna un functor ben definit de Sch(k) a HoD, independent de la hiperresolucié X,
triada. A partir d’aquesta presentacio explicita deduim en la seccié segiient algunes
propietats addicionals de 'extensié de descens GD.

Guillén i Navarro apliquen el teorema d’extensid (i variants del teorema) a 1’homo-
topia de De Rham algebrica, al complex filtrat de Hodge-De Rham i a la teoria de
motius de Grothendieck. Hanamura [35] I'aplica als grups de Chow. Ha estat també
recentment aplicat per Levine i Krishna [50] als grups de Chow additius.

3.1.4 Propietats de les teories de descens
Observem primer que si tenim un functor G : Sm(k) — HoD que ja satisfa la

propietat (D) de descens, aleshores per unicitat de I’extensié hi ha un isomorfisme

G=GD.
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3.1.19 Proposicié Suposem que el functor G en el teorema 3.1.17 és de fet definit
per a totes les varietats, aizo és, tenim G : Sch(k) — HoD, i satisfa (F1) i (F2).
Aleshores hi ha una transformacio natural de functors ®-rectificats G = GD.

DEMOSTRACIO: Sigui X una varietat i X, una hiperresoluci ciibica de X, indexada
per un tipus ctbic O. El diagrama augmentat X, — X té una rectificacié Gg(Xe —
X). Prenent el simple del morfisme de diagrames ctibics

Go(X) x O — Go(X,)
obtenim el morfisme
s(Ge(X) xO) — sGe(Xe) = GD(X).

Ara la transformacié natural A\g de la definicié de categoria de descens déna un
morfisme natural

Ga(X) — s(Ga(X) x OU).

Composant els dos morfismes obtenim un morfisme natural
Go(X) — sGa(X,)
el qual determina una transformacié natural de functors ®-rectificats G = GD. [

A partir de la construccio i propietats de les hiperresolucions cibiques, es demostra
que el functor estes GD hereta moltes propietats del functor GG sobre les varietats
llises. A continuacié veiem algunes d’aquestes propietats.

3.1.20 Definicié Sigui M una subcategoria de Sch(k). Un functor contravariant
®-rectificat G : M — HoD és homotopicament invariant si per tota varietat X € M
la projeccio

X x Al — X

indueir un isomorfisme
G(X) S G(X x A).

3.1.21 Proposicié Sigur G un functor que satisfa les hipotesis del teorema 3.1.17.
Si G és homotopicament invariant (per a les varietats llises) aleshores GD és ho-
motopicament invariant.

DEMOSTRACIO: Donada X una varietat algebraica, fixem una hiperresolucié ctibica
de X, X,. Es clar que X, x A! és una hiperresolucié ctibica de X x A!. Considerem
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el diagrama de varietats X, x A! — X, i la seva rectificacié per G, Go(Xe) —

G@(X, X Al)

Per la definicié de GD, GD(X) = sG(X,). Per la invariancia homotopica de G i
I'exactitud del simple, sGg(X,) = s6G (X, x A). Ara, com que X, x Al és una
hiperresolucié ctibica de X x A, sG(X, x A') 2 GD(X x A'). O

3.1.22 Definicié Sigui M una subcategoria de Sch(k). Un functor contravariant
b-rectificat
G: M — HoD

amb D una categoria de descens té la propietat de Mayer-Vietoris si per qualsevol
varietat X € M i una descomposicio per oberts X = U UV, el quadrat induit per

les inclusions
X U
Vv N

~—U

v
és G-aciclic (definicid 3.1.15).
3.1.23 Proposicié Considerem les hipotesis del teorema 3.1.17. Suposem que G

té la propietat de Mayer-Vietoris (per a les varietats llises). Aleshores GD té la
propietat de Mayer-Vietoris per a totes les varietats.

DEMOSTRACIO: Donada X una varietat algebraica, fixem X, una hiperresolucié
cubica de X de tipus L.

Per la definicié d’hiperresolucié ctubica, les restriccions de X, en U,V i UNV donen
hiperresolucions d’aquestes varietats. Notem per U,, V, i (U NV),, respectivament,
aquestes restriccions.

Considerem el (J x [J{-diagrama

X, U,
R
Vo=—(UNV),

i la seva rectificacié Gg.

Per construccio, per tot index « tenim una descomposicié oberta X, = U, UV, amb
U,NV,=(UnNYV),, de manera que per la propietat de Mayer-Vietoris per a G i la
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propietat (CD8)° de categoria de descens, deduim que els morfismes
Go(Ua)
Ga(Xa)—s |
Go(Va) —= Ga((UNV)a)
son equivalencies febles per tot a.
Per la propietat d’exactitud de les categories de descens tenim que
Go(Ua)
SGo(Xe)—8,8 l
Go(Va) —=Ga((UNV)a)

també és una equivalencia feble. Pero per 'axioma de factoritzacié de les categories
de descens, el simple de la dreta és feblement equivalent a

SG@(U,)
: |
sGo(Ve) —=sGo((UNV),)
X—U
Per tant, tenint en compte la definicié de GD deduim que el diagrama 4} A
V=UnV
és G D-aciclic. U

A diferencia de les dues propietats anteriors (de Mayer-Vietoris i d’invariancia ho-
motopica), la seglient propietat només la definim per a functors que prenen valors
en la categoria de descens i no en la categoria localitzada.

3.1.24 Definicié Sigui M = Sch(k) o bé M = Sm(k). Un functor G : M — D,
D una categoria de descens, té la propietat del fibrat projectiu si donat €& un fibrat
vectorial sobre X de rang r i m : PE — X el fibrat projectiu associat, aleshores hi
ha una equivaléncia feble

ﬁamiﬂm&

compatible amb el pullback, i.e. sip:Y — X és un morfisme de varietats i P(Ey)
el fibrat projectiu associat a Ey = p*(E) aleshores el quadrat

[['GY)——G(P&y)

| |

[['GX) —G(PE)
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és commutatiu.

3.1.25 Proposicié Sigui G : Sm(k) — D un functor que compleiz les hipotesis
del teorema 3.1.17. Si G té la propietat del fibrat vectorial (per a les varietats
llises) aleshores donada X wuna varietat, £ un fibrat vectorial sobre X de rang r i
m: PE — X el fibrat projectiu associat hi ha un isomorfisme (en HoD)

f[ GD(X) ~ GD(PE).

DEMOSTRACIO: Donada X una varietat algebraica, fixem X, una hiperresolucié
cubica de X de tipus [J. Notem per p 'augmentacio p : X, — X. Sigui £ un fibrat
vectorial sobre X de rang r i m: P€ — X el fibrat projectiu associat.

Donat « € II, considerem el fibrat vectorial sobre X,, donat per &, = p*(£), i el seu
fibrat projectiu associat P(&,). Observem que com que X, és llisa, P(&,) també és
llisa. Per [25, (4.1.3)] hi ha un isomorfisme canonic

P(Sa) &= Xa Xx P(5>

Els P(&,) defineixen un diagrama cibic i una augmentacié P(&,) — P(E). Afir-
mem que P(&,) és una hiperresolucié cibica de P(£). Per la construccié de les
hiperresolucions n’hi ha prou amb veure que si Z és una varietat sobre X i

wW—1Z
|
és una 2-resolucio de Z, aleshores

P(&) xx W—=P(€) xx Z

| |

PE) xx W—=P(&) xx Z

és una 2-resolucié de P(&) x x Z. Aixo és clar ja que en el cub

P(&) xx W P(&) xx Z
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les cares laterals sén pullbacks, i les condicions de 2-resolucié de la cara inferior
passen per pullback a la cara superior. Per exemple ¢ és una immersié tancada, i
aquesta propietat és estable per extensio de base.

Tenim doncs que P(&,) és una hiperresolucié ctibica de P(€). Finalment per mul-
tiplicativiat i invariancia homotopica del simple tenim

[[E6D(X) = [[5.G(Xa) = 50 [[ G(Xa) = saG(P(E)) = GD(P(E)),
tal i com voliem veure. U
Donada X una varietat sobre k, notem per X[T] i X[T, T~ les varietats X xj
Spec(k[T]) i X xy Spec(k[T,T7']). La darrera propietat que considerem de les

teories de descens és per a functors que prenen valors en la categoria d’espectres
fibrants.

3.1.26 Proposicié Sigui G : Sm(k) — Sp un functor en espectres fibrants tal que
compleix les hipotesis del teorema 3.1.17. Suposem que donada X una varietat llisa,
hi ha una equivaléncia feble natural d’espectres

GX[T,T7') ~ G(X) x G(X)[1].
Aleshores donada X una varietat, hi ha un isomorfisme en HoD
GD(X[T,T™') =2 GD(X) x GD(X)[1].
DEMOSTRACIO: Donada X una varietat algebraica, fixem X, una hiperresolucié

cubica de X de tipus [

Denotem per X,[T,T!] el diagrama ctibic que en Pindex a és X, [T, T!]. Es clar
que X,[T, T~1] és una hiperresolucié ctibica de X [T, T~!]. Per tant GD(X[T,T~!]) =
sG(X,[T,T7Y). Per invariancia homotopica del simple, per hipotesi i per multipli-
cativitat del simple tenim equivalencies febles d’espectres

sG(Xo[T, T7Y)) = s(G(X,) x G(Xa)[1]) =~ sG(X,) x s(Gy(X,)[1]).

El functor simple d'un diagrama cibic d’espectres commuta amb el functor de des-
placament, ja que el limit homotopic d'un diagrama d’espectres es pot calcular grau
a grau (vegeu [71, 5.6]) i per tant

SG(Xo[T, T7Y)) =~ sG(Xa) % (sGy(Xa))[1].

Finalment aquest darrer espectre és GD(X) x GD(X)[1]. O
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3.1.5 Extensié amb suport compacte

En [32], els autors presenten diverses variacions del teorema principal. En aquesta
seccié considerem l'extensié corresponent a una teoria amb suport compacte.

Notem per Sch.(k) la subcategoria de Sch(k) amb els mateixos objectes pero amb
els morfismes propis i per V (k) la categoria de les varietats projectives i llises.

3.1.27 Teorema [32, 2.2.2] Sigui
G :V(k) — HoD

un functor contravariant ®-rectificat que verifica les condicions (F1) 1 (F2) del te-
orema 3.1.17. Aleshores hi ha una extensio de G en un functor contravariant ®-

rectificat
G°: Sch.(k) — HoD

que satisfa la propietat de descens (D) i, a més,

(D) siY és una subvarietat de X, aleshores hi ha un isomorfisme natural
GY(X-Y)= SD(T(GC(X) — G°(Y)).

La propietat (D.) és una propietat d’excisié que implica Mayer-Vietoris:

3.1.28 Proposicié Considerem les hipotesis del teorema 3.1.27. Suposem que D
satisfa (CD3b)? (vegeu la seccié 2.2.6). Aleshores el functor G¢ té la propietat de
Mayer-Vietoris.

DEMOSTRACIO: Sigui X una varietat i U, V oberts que recobreixen X. Considerem
X —U com a subvarietat tancada de X amb l’estructura reduida. Usant la propietat
(D), el simple del diagrama

Ge(X) ——= G4(X —U)

l |

G(V) ——=G(X — U)

calculat per files és
st (G(U) — G(UNV)),

i calculat per columnes és

soy (s (G9(X) = G°(V)) — G°(0)) = s, (s (G(X) = G(V)) — 1 1),
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que és isomorf a SDJ(GC(X) — G°(V)), per (CD3b)°".

Tenim doncs que el quadrat

Ge(X) Ge(U)
G(V) ——=G(UNV)

és aciclic ja que el seu simple calculat per columnes és
soy (s (G9(X) = G°(V)) — sy (G°(U) = G(UNV)))
i pel calcul anterior el morfisme
S (GE(X) = GX(V)) — 50 (G(U) — GX(U N V)

és una equivalencia feble. Per tant G¢ té la propietat de Mayer-Vietoris. [l

3.1.29 Remarca [’extensié amb suport compacte G¢ hereta moltes de les propie-
tats de GG per a les varietats llises, analogament al que hem vist en la seccié anterior
per a GD. Aixi per exemple si G té la propietat d’invariancia homotopica per a les
varietats llises, G¢ la té per a totes les varietats.

3.2 Successions espectrals

En aquesta seccié agrupem les successions espectrals que permeten estudiar func-
tors que prenen valors en la categoria d’espectres a través dels grups d’homotopia
d’aquests.

En primer lloc tractem les successions espectrals associades a codiagrames d’espec-
tres. En general un codiagrama d’espectres té associada una successio espectral amb
limit els grups d’homotopia del limit homotopic del codiagrama, que s’anomena
successié espectral de Bousfield-Kan. La successié espectral de Bousfield-Kan es
dedueix a partir de la successié espectral d’una torre de fibracions. Com que estem
interessats en els diagrames cubics, tractem especificament la successio espectral de
Bousfield-Kan d’un codiagrama ctibic d’espectres i hi identifiquem el terme Fy com
una cohomologia de Cech.

En segon lloc tractem la successié espectral que s’aplica a functors F' : Sch(k) — Sp
a partir de recobriments d’una varietat (seccié 3.2.4, "Descens de Cech”). Aquesta
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successié s’obté a partir dels codiagrames d’espectres que es construeixen a partir
dels recobriments.

Més endavant tractarem encara una altra successio espectral que es deriva de la suc-
cessié de Bousfield-Kan: la successio espectral d’hipercohomologia per a un prefeix
d’espectres en el site de Zariski d'una varietat X (vegeu secci6 3.3.5).

3.2.1 Successid espectral d’una torre de fibracions

Una torre de fibracions X (—) és una seqiiencia de fibracions d’espectres
—Xn) — X(n—-1) — ... — X(1) — X(0) — .

Un morfisme de torres és un morfisme de diagrames. Notem per tow(Sp) la cate-

goria de torres de fibracions.

L’estructura de categoria de models simplicial de Sp permet definir una estructura de
categoria de models simplicial en tow(Sp), on les equivalencies febles estan definides
grau a grau (vegeu [22, VL.1]).

Donada una torre de fibracions d’espectres, les successions exactes en homotopia
donen lloc a una successio espectral, que detallem en aquesta seccio.

Sigui

F(n) F(n—1) F(1) F(0)
una torre de fibracions, on F(n) és la fibra de X (n) — X (n —1). Posem

X = lim X (n).
Cada fibracié déna lloc a una successié exacta llarga

= mF(n) 5 mX(n) S mX(n—1) LN Te_1F(n) — -

Donat ¢ enter i p > 0, prenem DV = 7,_,X(p) i E{? = 7,_,F(p). Obtenim un
parell exacte de grups abelians {D{, EP o, 3,7} amb bigraus (—1,—1),(1,0) i

(0,0), i d’aqui una successié espectral.

Les diferencials estan indexades d, : FP4 — EPTM4t=1 Ta primera diferencial és
dy = Bv. La diferencial d, esta induida per 3 - (o™ )71 . ~.
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3.2.1 Remarca Observem que el bigrau de la diferencial no és 1'usual. Si fem
el canvi Ef'? = EP7Y obtenim les diferencials amb el bigrau habitual. Aquesta
indexacio peculiar es mantindra posteriorment en la successié espectral de Bousfield-
Kan, i és la que fa servir Thomason en [71]. D’altres autors, com per exemple [19],
fan el canvi d’indexacié.

Com que colim, 7, X (p) = 0, la successié espectral és, en la terminologia de Board-
man [3], condicionalment convergent a

H, =lim~m, X (p).
P

Filtrem pels nuclis
F.H, = ker(H, — m, X(r)).

Aquesta filtracié de H, pels subgrups F,.H, = ker(H, — m,X(r)) és completa i
Hausdorff [3, Lemma 5.4]. A més com que colim,, 7, X (p) = 0 la filtraci6 és exhaus-
tiva. Seguint la nomenclatura de Boardman [3], tenim que la successié espectral
convergeiz fortament a H, = lim 7, X (p) si tenim isomorfismes

Egéq = Fqu*p/FerlHq*p-
3.2.2 Proposicié [3, Theorem 7.4]

Sigui EP? la successid espectral d’una torre de fibracions X (). Son equivalents:

(i) lim} EP? = 0
(i1) limllj X (p) = 0 i la successio espectral és fortament convergent a H, =
lim,, 7, X (p).
Fins aqui hem considerat la successio espectral des del punt de vista algebraic. Des
del punt de vista geometric apareixen els grups 7, X = m,(lim, X (p)).

La successié exacta de Milnor ens relaciona 7, (lim, X (p)) i lim, 7, X (p). Donada
X() una torre de fibracions i n qualsevol, hi ha una successié exacta natural de
Milnor [71, Lemma 5.41]

0 — lim ', 1 X (p) — 7, (lim X (p)) — lim 7, X (p) — 0.
) ) )

Per tant si es déna la condicié lim) ,41X (p) = 0 tenim un isomorfisme

T (lim X (p)) = lim 7, X (p),
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i el limit de la successio espectral té significat geometric.
Si la successié espectral collapsa, la condicié lim} E»? = 0 es compleix i per tant

tenim:

3.2.3 Lema Sigui EP9 la successio espectral d’una torre de fibracions X() i X =
lim X (n). Sid,. =0 perr > N, aleshores la successio espectral convergeix fortament
amy_pX.

3.2.4 Lema Sigui EP9 la successio espectral d’una torre de fibracions X() i X =
lim X (n). Si o bé

(i) Ja tal que EY? =0 per p > a; o bé

(i) 3b tal que EY? =0 per q > b,

aleshores la successid espectral convergeix fortament a m,—, X i la filtracio de m X
és finita i de longitud com a molt a en el cas (i) i com a molt b —k en el cas (ii).

En particular, si la torre és finita, i.e. X(p) = X(N) per p > N, tenim que F(p) =
per p > N i estem en el cas (i) del lema.

3.2.2 Successio espectral de Bousfield-Kan

Donat un codiagrama d’espectres fibrants X : C — Sp, la successié espectral de
Bousfield-Kan es construeix prenent el reemplacament cosimplicial del codiagrama
i considerant la successié espectral d'un objecte cosimplicial (vegeu [71, Proposition
5.29]), la qual es dedueix de la successi6 espectral d’'una torre de fibracions.

La successié espectral de Bousfield-Kan també s’anomena successio espectral d’ho-
motopia. El terme E5? s’identifica com la cohomologia de la categoria C amb coe-
ficients en el functor 7, X.

3.2.5 Definicié La cohomologia HP(C,G) d’una categoria amb coeficients en un
functor G : C — Ab és el p-é functor derivat del limit:

H?(C,G) = lim PG,

3.2.6 Proposicié [71, Proposition 5.13] Sigui C una categoria petita i X : C — Sp
un functor en espectres fibrants. Aleshores hi ha una successio espectral natural

ra _ {HP(C;WqX) sip>0
Pl —

= m,_p holim X.
0 altrament ¢
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Les diferencials estan indezades d, : EP4 — EPY=1 " La convergéncia és forta si
C té dimensio cohomologica finita o st ;X =0 per ¢ > N.

3.2.7 Lema [71, Lemma 5.3.1] El terme EY? de la successid espectral 3.2.6 per a
un espectre cosimplicial X : A — Sp €és la cohomologia p-ena del grup cosimplicial
X .

3.2.8 Remarca Si apliquem la successié espectral de Bousfield-Kan a una torre de
fibracions, la successié espectral es redueix a les successions exactes curtes de Milnor
6, X1.7.4]

3.2.3 Successio espectral per a un codiagrama cubic
d’espectres

Abans de considerar la successié espectral per a un [J,,-codiagrama d’espectres trac-
tem el cas d'un [;-codiagrama.

3.2.3.1 Successid exacta llarga d’un quadrat homotopicament cartesia

Es ben conegut que un quadrat homotopicament cartesia d’espectres déna lloc a
una successio exacta llarga:

3.2.9 Proposicié Donat un quadrat homotopicament cartesia d’espectres fibrants

i

A—C
f g

B—>D
hi ha una successio exacta llarga

=T, A > 71,0 o, B —m,D— w1 A— ---

DEMOSTRACIO: Com que el quadrat és homotopicament cartesia, les fibres ho-
motopiques de f i de g sén feblement equivalents. Considerem la successié exacta
llarga de cada fibra homotopica (lema 2.3.14) i per naturalitat de la successié tenim
el seglient diagrama commutatiu amb files exactes:

-+ —— 0, (hofib f) —— 7, (A) — 7, (B) — 7,1 (hofib f) —— -

T Tk

-+ —— 7, (hofib g) —— 7, (C) —— 1, (D) —— 7,1 (hofibg) —— - - -
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La successi6 exacta llarga es dedueix aleshores del lema de Barratt-Whitehead [60,
p.97] [24, 17.4]. 0

D’altra banda, un quadrat és homotopicament cartesia si el vertex inicial és fe-
blement equivalent al limit homotopic de la resta (proposicié 2.2.7). Per tant un
[J;-codiagrama d’espectres fibrants dona lloc a una successié exacta llarga amb el
limit homotopic.

3.2.10 CoroHari Donat X un U;-codiagrama d’espectres fibrants, hi ha una suc-
cessio exacta llarga

+ — mp(holim X) — 7, X1 @ 1, X190 — T X113 — 1 (holim X) — -+

3.2.3.2 Cohomologia d’una categoria ctibica com a cohomologia Cech

En aquesta seccié veiem com identificar el terme EY? de la successié de Bousfield-
Kan 3.2.6 aplicada a un codiagrama cuibic d’espectres amb una cohomologia de

Cech.
Sigui G un [J,-codiagrama de grups abelians, G : [, — Ab.

Introduim una topologia en [J,, com en [49, p.4]. Els conjunts U, = {8 € 0,|8 > «}
formen una base dels oberts de [J,,.

Uy

UO U2

Figura 3.1: Oberts Uy, Uy, Uy corresponents a [ls.

3.2.11 Definicié FEI feix sobre U, associat a un codiagrama de grups abelians G :
O, — Ab és el feix T definit per Ta(U) = limyepy G-
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Observem que hi ha una equivalencia de categories entre la categoria dels feixos de
grups abelians sobre [, i els codiagrames de grups abelians en [J,,.

3.2.12 Definicié La cohomologia de Cech d’un [,-codiagrama G : O, — Ab,
que notem HP(G), és la cohomologia de Cech del feix Tg respecte el recobriment

{U{O}, Cey U{n}}.

El segiient resultat, que identifica la cohomologia de la categoria [, amb la seva co-
homologia de Cech, també es dedueix de [51, example I1.111.3.2.3, lemma I1.111.3.2.6].

3.2.13 Proposicio Sigui G un [, -codiagrama de grups abelians. Aleshores la co-
homologia de la categoria O,, a coeficients en el functor G, H?(O,,G) = lim® G,
coincideiz amb cohomologia de Cech de G.

DEMOSTRACIO: Raonem com en la prova de [61, lemma A.3.2.].

Com que el complex de Cech és un complex de grups abelians on cada grup és un
producte i en la categoria de grups abelians els productes son exactes, tenim que H
és un Jd-functor.

Per provar que els H™ donen els functors derivats del limit n’hi ha prou amb veure
que:

a) Hi ha un isomorfisme natural lim = H°.
b) Tot [J,-codiagrama G es pot injectar en un codiagrama Cech-aciclic.

Per veure a) fem servir la propietat de cofinalitat. Considerem la subcategoria
J0, de O, formada pels subconjunts no buits de {0,...,n} de cardinal 1 o 2.
Es comprova facilment que aquesta subcategoria és cofinal en [,,. Per cofinalitat,
limpm, G = limg, G. Ara es comprova que H°(G) = ker([], Gi — [ Guny) =
limaDn G.

Per veure b) observem que tot codiagrama G es pot injectar en un codiagrama
flasque [49, proposition 1.1] i que per tant és Cech-aciclic [37, proposition 111.4.3].00
3.2.3.3 Successid espectral per a un codiagrama cubic d’espectres

Apliquem els resultats de les seccions anteriors a un codiagrama cubic d’espectres
fibrants X : [J,, — Sp.
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3.2.14 Proposicioé Sigui X un U, -codiagrama d’espectres fibrants. Aleshores hi ha
una successio espectral convergent

HP(O,; 7, X p >0 )
EPT = B X) - sip 2 = 7,_, holim X.

0 altrament On
Les diferencials estan indexades d, : EP? — EPT™TT=1 Fl terme ES? és igual a la
cohomologia de Cech del O, -codiagrama de grups abelians T X.

DEMOSTRACIO: La successié espectral és a partir del terme Fs la successié 3.2.6.

En aquesta situacié la cohomologia de la categoria [, a coeficients en el functor m,X
és per la proposicié 3.2.13 la cohomologia de Cech del codiagrama X : O, — Ab
(definici6 3.2.12).

La convergencia és deguda a la finitud de [J,,. 0

3.2.15 Remarca Donat que el terme EY? de la successié espectral 3.2.14 és igual
a la cohomologia de Cech del [,-codiagrama de grups abelians X, aixo suggereix
que la successié espectral té terme EP'? igual a

EYY = @ 7¢(Xa),

la|=p+1

de manera que FE;’? és el corresponent complex de Cech. En la seccié segiient cons-
truim una successié espectral amb aquest terme F; i que conjecturalment coincideix
amb la successio 3.2.14.

3.2.16 Remarca Sigui I un conjunt ordenat dirigit, i.e. per tota parella o, 3 d’ele-
ments de [ existeix un element v € I tal que v > a iy > (. Suposem que [ és
numerable. Considerem 7 la categoria associada. Sigui G : Z°? — Ab un functor
contravariant. Aleshores

lim PG =0

per p > 2 (vegeu [56, 13.2] i [49, seccié 2]). Aquest resultat no s’aplica en el cas
d’un codiagrama [J,, — Ab, ja que la categoria L% no és pas dirigida.

3.2.3.4 Construccié alternativa

Donat un codiagrama cubic d’espectres fibrants X : [0, — Sp, la successié es-
pectral de Bousfield-Kan es construeix prenent el reemplacament cosimplicial del
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Figura 3.2: Pagina FEs de la successi6 espectral d'un [J,,-codiagrama.

codiagrama i considerant la successié espectral d’un objecte cosimplicial (vegeu [71,
Proposition 5.29]), la qual es dedueix de la successi6 espectral d’una torre de fibra-
cions.

En aquesta seccié donem una alternativa, que consisteix en construir directament
una torre de fibracions a partir d’'un codiagrama cubic d’espectres fibrants. Vegeu
(62, Section 3] per a una construccié similar.

El segiient resultat relaciona el simple d’'un codiagrama cibic amb el simple d'un

codiagrama augmentat.

3.2.17 Lema Sigui X : [, — Sp un codiagrama cubic d’espectres fibrants i X
el diagrama cubic augmentat obtingut de X afegint Xg = *. Aleshores hi ha una
equivaléncia feble

SD:{X >~ QSDnX.

DEMOSTRACIO: Es un corollari immediat de la proposicié 2.2.7. O

3.2.18 Lema Sigui X : U, — Sp un codiagrama cibic d’espectres fibrants amb
tots els morfismes que no son la identitat constants, i.e. que factoritzen per x.
Aleshores hi ha una equivaléncia feble

] ~ |Oé‘—1
hoDl}LmX ~ HQ X,

DEMOSTRACIO: Considerem el diagrama augmentat X del lema anterior. Per in-
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duccié s’obté que

SDIX — H Q‘Q’IXG
Pel lema anterior obtenim el resultat. O

Sigui X : [J,, — Sp un codiagrama ctbic d’espectres fibrants.

Per p > —1 considerem el diagrames ciibics FPX definits per

Xa, if Jof <p+1,
x, if |a|>p+1.

(%), = {

Observem que F~1X és el diagrama constant definit per * i que F"X = X. Obtenim
una successio de diagrames ctbics

F"X — F"'X — .. — F'X — %

que vertex a vertex és una successié de fibracions d’espectres. Prenent limits ho-
motopics respecte de 'index cubic, per la proposicié 1.3.7 tenim una successio de
fibracions

so(F"X) — sg(F"'X) — ... — sg(F'X) — *.

3.2.19 Definicié La torre de fibracions associada a un U, -codiagrama d’espectres
fibrants X és la torre

. — sg(F"X) — sg(F"X) — sp(F" 'X) — ... — sg(F'X) — *.
on FPX per p > 0 és el diagrama cubic definit per

Xa if ol <p+1,

FPX), =
( Ja { x, if |a|>p+1.

3.2.20 Proposicié Considerem la successié espectral EV? de la torre de fibraci-
ons associada a un U, -codiagrama d’espectres fibrants X. La successio espectral és
convergent 1

P9 __
BV = P 7Xo = 750X
|lal=p+1

Les diferencials dy sén tals que E7? és el corresponent complex de Cech.

DEMOSTRACIO: La convergencia és conseqiiéncia del lema 3.2.4.
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Donat que el limit homotopic preserva les successions de fibracio, els termes F; son
EY? = 7y, p(soGrrX), on GrPX és el O-codiagrama obtingut vertex a veértex com la
fibra dels morfismes FPX — FP71X.

Aquests diagrames compleixen

Xa, si |aj=p+1,

PYY) —
(GTX)O‘_{ x, if |o| #£p+ 1.

Tenen tots els morfismes que no sén la identitat constants i pel lema anterior tenim

50, GrPX ~ H OPX,,

la|=p+1

i per tant es dedueix que

BT = 7qp(s0, Gr'X) = mg_p( H ¥Xa) = @ g Xa-

|laj=p+1 laf=p+1

Les diferencials d; son tals que E7*? és el corresponent complex de Cech. Vegem com
s’expressen les diferencials

d: BV = P 7Xe— B = P X,

lo|=p+1 |or|=p+2

a partir dels morfismes induits en homotopia pels morfismes del diagrama.

Notem els indexs ctibics per a = (ap, . .., a,,) € {0,1}*TL. Siguie; = (0,...,1,...,0),
amb totes les coordenades zero excepte la i-ena. Fixem [ € [J,,. Considerem el di-
agrama ctbic X’ amb

X3 sia=0
X, =3 Xp4., sia=083+e¢

* altrament

Considerem el morfisme de diagrames X — X'. Per naturalitat de la successié
espectral de la torre de fibracions tenim un diagrama commutatiu

B (X) —— B(X')

f

BYF9(X) — By (X))
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de manera que per a calcular la diferencial ens podem reduir al cas d'un codiagrama
cubic X’ amb només dos espectres diferents del trivial. En aquest cas la diferencial
és el morfisme de connexi6 de la successio de fibracio

X, S PF fgm — QFIX

on el morfisme ¢ té en compte 'ordre dels vertexs del diagrama, i per tant és, llevat
signe, (ngrel)* (vegeu [58, Section 8.6], [52, I11.2]). L’ordre dels vertex del diagrama
indueix el signe que correspon al complex de Cech. U

3.2.4 Descens de Cech

En aquesta seccié tractem la successié espectral que s’aplica a functors F' : Sch(k) —
Sp a partir de recobriments d’una varietat. Aquesta successié s’obté a partir de
codiagrames d’espectres que es construeixen a partir dels recobriments.

Sigui F' : Sch(k) — D un functor contravariant, D una categoria de descens i X
una varietat. Sigui U = {Uy,...,U,} un recobriment obert finit de X.

Les interseccions dels oberts de U donen lloc a un diagrama ctbic. Posem U = Uy ¢
iper a=(ag,...,a,) € {0,1}", a # 0, Uy, =N U;. Tenim el diagrama cubic

a;=1 "1
F(U,), que anomenem resolucid cibica de Cech de F respecte U.

Si F': Sch(k) — D té la propietat de Mayer-Vietoris, tenim el segiient resultat per
a F(U,), que és analeg a [78, 6.3].

3.2.21 Proposicié Sigui D una categoria de descens, F' : Sch(k) — D un func-
tor contravariant que té la propietat de Mayer-Vietoris, X una varietat 1 U =
{Uo, ..., Uy} un recobriment obert finit de X.

Posem Uy, o= X ipera=(ag,...,a,) €{0,1}", a #0, Uy =, _, Ui. Alesho-
res el morfisme canonic

F(X) - SDnF(UOCO7---704n)

és una equivaléncia feble.

DEMOSTRACIO: Per induccié sobre n el nombre d’oberts del recobriment. Per n = 2
es dedueix de la propietat de Mayer-Vietoris i de (CD8)P.

Volem veure que sg+ F'(Usg,...a,) és aciclic. Per la proposicié 2.2.7, el simple del
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diagrama

F(X> SDn—1F<U07a17---7an)
l l (3.1)
F(Ul,O,...,O)HSDn,1F(U1,a1,...,o¢n)

és el mateix que s+ F'(Ua,,...a,)- Per tant n’hi ha prou amb veure que el diagrama
(3.1) és homotopicament cartesia.

Posem V = U; U---UU,. El conjunt {Uy,...,U,} és un recobriment de V' i per
induccid el morfisme F(V) — s, , F'(Upag....an) ¢ una equivalencia feble.

El conjunt {Uy N Uy,...,Uy N U,} és un recobriment de Uy NV i novament per
inducci6 el morfisme F(UyNV) — s, , F' (Ut ae....an) és una equivalencia feble.

Tenim doncs el diagrama commutatiu

F(UyuV)=F(X) F(V) s,  F(Uoan,...an)

| | |

F(Uy) = F(Urp,..0) —=FUNV)—">s0, ,F(Ura,..0n)

on el quadrat de ’esquerra és homotopicament cartesia, d’on deduim que el diagrama
(3.1) ho és. d

Si D és la categoria d’espectres fibrants, la proposicié 3.2.9 déna lloc a la successio
exacta de Mayer-Vietoris.

3.2.22 Proposicié Donada X una varietat, F' : Sch(k) — Sp un functor contra-
variant en espectres fibrants que té la propietat de Mayer-Vietoris 1 U 1V oberts de
X. Aleshores hi ha una successio exacta

=T, FOUV) >, FU)@m,F(V) >, FUNV) - m, 1 FIUUV) — ...

Apliquem ara la successié espectral d’un diagrama ctbic d’espectres (proposici6
3.2.20) a F(U,). Si F té la propietat de Mayer-Vietoris, el limit de la successié
espectral és m,_,F'(X).

3.2.23 Proposicié Sigui X una varietat, F' : Sch(k) — Sp un functor contra-
variant en espectres fibrants i U = {Uy,...,U,} un recobriment obert finit de X.
Aleshores hi ha una successio espectral convergent

By = EB T F'(Ua) = mg—p80, F (Uay, ... )-

lo|=p+1
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El terme ED? és igual a la cohomologia de Cech del prefeix me L'
EPY = HY(U; 7, F).

St a més F té la propietat de Mayer-Vietoris, el limit de la successio espectral és
Tg—pF(X):
BV = P mF(Us) = 7y, F(X).

|a|=p+1

DEMOSTRACIO: Apliquem ara la successié espectral d’un diagrama ciibic d’espectres
(proposicié 3.2.20) al diagrama ctbic F'(U,). Quant a la darrera afirmacid, si F' té

la propietat de Mayer-Vietoris, per la proposicié 3.2.21 hi ha una equivalencia feble
F(X) — sg,F(Uag.....om)- OJ

3.3 Prefeixos d’espectres i cd-topologies

Un functor contravariant

F :Sch(k) — Sp

és un prefeix d’espectres en la categoria Sch(k). En les categories Sch(k) i Sm(k)
es defineixen diverses topologies de Grothendieck mitjancant quadrats commutatius.
Cada topologia déna lloc a diferents estructures de categoria de models en les cate-
gories de prefeixos d’espectres. Fixada doncs una topologia t en Sch(k), la categoria
de prefeixos

Pre(Sch(k), Sp)

té una estructura de categoria de models i per tant tot prefeix F' té un model fibrant
F*. En aquesta secci6 estudiem en quines condicions I'extensié de Guillén-Navarro
d’un functor contravariant F' : Sch(k) — Sp coincideix amb el reemplagament
fibrant F' de F en lestructura de categoria de models dels prefeixos d’espectres
fixada una topologia t en Sch(k).

3.3.1 Categories de models de prefeixos d’espectres

Donat C un site de Grothendieck notem per Pre(C,Sp) la categoria de prefeixos
d’espectres en C, i.e. la categoria de functors contravariants de C a espectres.

La topologia de C no intervé en la segiient definicié d’equivalencia feble global:
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3.3.1 Definicié Un morfisme f : E — E’ entre prefeizos d’espectres en un site C
és una equivalencia feble global si E(U) — E'(U) és una equivaléncia feble per tot
objecte U.

El site C té una topologia t i estan definides les categories de feixos en C. Si F' és
un prefeix, notem per a;F' el feix associat al prefeix F.

Donat un site C, considerarem l’estructura de categoria de models de Pre(C, Sp)
estudiada per Jardine en [44] i [45]. Aquesta estructura depen de la topologia de
Grothendieck. Comencem definint les equivalencies febles locals:

3.3.2 Definicié SiC és un site, un morfisme f : E — E' entre prefeizos d’espectres
és una equivalencia feble local si indueiz un isomorfisme

arm.(E) — am(E")

de feizos de grups d’homotopia estable.

El segiient teorema és de Jardine[45]:

3.3.3 Teorema Donat un site C, hi ha una estructura de categoria de models en
Pre(C,Sp) on un morfisme f: E — E’ és

i) una equivaléncia feble si és una equivaléncia feble local.
ii) una cofibracio si per tot objecte U de C, E(U) — E'(U) és una cofibracio.

iii) una fibracio si f té la propietat d’aizecament per la dreta respecte tots els
morfismes que son alhora cofibracions i equivalencies febles.

En [8, §3] anomenen aquesta estructura ' estructura de categoria de models injectiva
local, 1 nosaltres seguim aquesta nomenclatura.

3.3.4 Definicié Per a cada categoria de prefeizos d’espectres Pre(C,Sp) en un
site C amb una topologia t firem una aproximacid fibrant functorial E — E* per a
I’estructura de categoria de models injectiva local.

Les propietats de descens tenen a veure amb quan E — E! és una equivaleéncia feble
global. Un prefeix amb aquesta propietat 'anomenem quasifibrant:

3.3.5 Definicié [8, definition 3.3] Un prefeix d’espectres F' en un site C amb una
topologia t és quasifibrant si el reemplagament fibrant F — F*' és una equivaléncia
feble global.
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El segiient resultat es troba a [45] (vegeu també [59, Proposition 3.17]).

3.3.6 Proposicié Un equivaléncia feble local entre prefeizos fibrants d’espectres és
una equivaléncia feble global.

En particular si F és un prefeix fibrant d’espectres aleshores és quasifibrant.

3.3.7 Remarca Es pot veure que, imposant condicions de finitud sobre C, la ca-
tegoria (Pre(C,Sp),S,W), on S és la classe de les equivalencies febles globals i
W la de les equivalencies febles locals, és una categoria de Cartan-Eilenberg en el
sentit de [30]. Els prefeixos que hem anomenat quasifibrants corresponen als feixos
CE-fibrants en aquesta estructura.

3.3.2 Les cd-estructures i topologies associades

En aquesta seccié recordem la definicié de cd-estructura donada per Voevodsky en
[76] i de la seva topologia associada.

3.3.8 Definicié Sigui D una categoria amb objecte inicial. Una cd-estructura en
D és una classe P de quadrats commutatius

B——Y (3.2)

b

A—=X

que €és tancada per isomorfisme. FEls quadrats de la classe s’anomenen quadrats
distingits.

Una cd-estructura en D defineix una topologia de Grothendieck en D. La topologia
tp associada a la cd-estructura P és la topologia de Grothendieck més petita tal que
per a un quadrat distingit de la forma (3.2) el sieve (p, e) generat pels morfismes

{p:Y—-Xe:A- X}

és un covering siteve i tal que el sieve buit és un covering sieve de l'objecte inicial.
La classe Sp de recobriments és la classe més petita de families de morfismes de la
forma {U; — X }e; que satisfan les segiients condicions (vegeu [76, Section 2]):

1) tot isomorfisme {f} és en Sp
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2) per tot quadrat Q distingit de la forma (3.2) i families {p; : Y; — Y }iey,
{gj : Aj — A} ey en Sp la familia {p o p;,e 0 q;}icrjes és en Sp

3.3.9 Definicié Un prefeix d’espectres E té la propietat MV per a una familia de
quadrats P si E transforma quadrats de P en quadrats d’espectres homotopicament
cartesians.

Per exemple, la propietat (D) de descens del teorema 3.1.17 és la propietat MV
respecte els blow-ups abstractes.

Voevodsky defineix en [76, Section 2] les nocions de cd-estructura completa, fitada
i regular. Les cd-estructures completes, fitades i regulars tenen bones propietats en
relacié amb l'estructura de categoria de models dels prefeixos, tal i com mostren els
seglients resultats.

El segiient resultat el farem servir més endavant i de fet es fa servir en la demostracié
del teorema que enunciem a continuacio.

3.3.10 Proposicié Sigui C una categoria amb una cd-estructura completa, fitada i
reqular P. Una equivaléencia feble local entre prefeizos que satisfan la propietat MV
per P és una equivalencia feble global.

DEMOSTRACIO: Aquest resultat per a prefeixos de conjunts simplicials és [76,
lemma 3.4]. En la demostracié de [8, theorem 3.4] s’estén aquest resultat a pre-
feixos d’espectres. 4

El segiient resultat, provat per Voevodsky per a prefeixos de conjunts simplicials
(vegeu [76]), assegura que sota certes condicions els prefeixos que satisfan la propietat
MYV sén precisament els quasifibrants.

3.3.11 Teorema [8, theorem 3.4] Sigui C una categoria amb una cd-estructura
completa, fitada i reqular P. Sigui E un prefeix d’espectres en C. Aleshores E és
quasifibrant si, © només si, E té la propietat MV per P.

Si un prefeix E satisfa les condicions equivalents d’aquest teorema per a una topolo-
gia t generada per una cd-estructura completa, regular i fitada P diem que E satisfa
t-descens, o descens per a la topologia t.

3.3.12 CoroHari Sigui C una categoria amb una cd-estructura completa, fitada i
reqular P. Aleshores un prefeix d’espectres fibrant té la propietat MV per a P.
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3.3.3 Les cd-estructures en categories d’esquemes

Considerem les segiients cd-estructures en la categoria Sch(k):

a) La ed-estructura de Nisnevich on un quadrat distingit, o un quadrat de
Nisnevich elemental, és un quadrat de la forma

UxxV——V
U X

on U — X és una immersi6 oberta i V' — X és un morfisme étale que és un
isomorfisme sobre X \ U.

La topologia associada amb la cd-estructura de Nisnevich és la topologia de Nisne-
vich (vegeu [77, Proposition 2.16)).

b) La cd-estructura dels blow-ups abstractes on els quadrats distingits sén els
quadrats aciclics (definicié 3.1.1), també anomenats blow-ups abstractes.

La topologia associada amb la cd-estructura dels blow-ups abstractes 'anomenarem
topologia abs.

c) La cd-estructura combinada en Sch(k) és la uni6 de les cd-estructures de
Nisnevich i dels blow-ups abstractes. Consisteix en tots els quadrats de Nisnevich
elementals i els quadrats aciclics.

La topologia generada per la cd-estructura combinada és la topologia cdh (vegeu
[77, Section 2]).

d) La cd-estructura de Zariski en Sch(k) on un quadrat de la forma 3.2 és
distingit si p i e s6n immersions obertes i X = p(Y) Ue(A).

La topologia generada per la cd-estructura de Zariski és la topologia de Zariski.
En la categoria Sm(k) considerem les segiients cd-estructures:
a’) La cd-estructura de Nisnevich en Sm(k).

b’) La ecd-estructura dels blow-ups llisos on els quadrats distingits sén els
isomorfs a blow-ups de varietats llises amb centre llis.

¢’) La cd-estructura combinada en Sm(k) és la unié de les cd-estructures de Nis-
nevich i dels blow-ups llisos. Consisteix en tots els quadrats de Nisnevich elementals
i els blow-ups de varietats llises amb centre llis.

La topologia scdh és la topologia generada per I'estructura combinada en Sm(k).
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3.3.13 Exemple Les hiperresolucions cibiques donen lloc a recobriments en la
topologia abs formats per varietats llises. Suposem que Z, és una hiperresolucio
cubica l-iterada de X de mida r. Aleshores prenem les varietats que tenen un index
cibic (ayp, . .., ) amb només un «; diferent de zero.

3.3.14 Proposicié Sigur X una varietat 1 Xo una hiperresolucio cubica de X . Sigui
E un prefeiz d’espectres quasifibrant en la topologia abs. Aleshores

E(X) = holim F(X,).

DEMOSTRACIO: Com que és quasifibrant, el prefeix E té la propietat MV per
als blow-ups abstractes, i.e. aplicat a un quadrat aciclic déna un diagrama ho-
motopicament cartesia d’espectres. Per tant, utilitzant la propietat de Fubini del
limit homotopic, deduim que una 2-resolucié d’un diagrama cubic és un diagrama
cubic homotopicament cartesia. Per induccié tenim que la hiperresolucié augmen-
tada X, — X és un diagrama cibic homotopicament cartesia i per (CD8)% deduim
el resultat. O

Amb la hipotesi de resolucié de singularitats, que sempre considerem ja que ens
situem en el cas d’un cos k de caracteristica zero, les set cd-estructures que hem
citat sén completes, fitades i regulars (vegeu [77, Section 2] i la discussié que segueix
al lema 4.5 de op.cit.). Per tant podem aplicar la proposici6 3.3.10, el teorema 3.3.11
i el corolari 3.3.12. En particular observem el segiient.

3.3.15 Lema Si F és un prefeiz d’espectres en Sch(k), FN® té la propietat MV
respecte els quadrats de Nisnevich elementals, F* té la propietat MV respecte els
blow-ups abstractes, F°™ té la propietat MV respecte tots dos tipus de quadrats i
FZar ¢ la propietat de Mayer-Vietoris.

DEMOSTRACIO: Es un cas particular del corollari 3.3.12. 0

3.3.4 Comparacio amb ’extensiéo de Guillén-Navarro

En aquesta seccié veiem que, sota certes hipotesis, donat F' un prefeix d’espectres
en Sch(k), I'extensié F'D coincideix amb F®* o amb Fedh,

3.3.16 Remarca Si F' és un prefeix d’espectres en Sch(k) que compleix les hipotesis
del teorema 3.1.17, aleshores té la propietat MV respecte els quadrats aciclics ele-
mentals. Recordem que un quadrat aciclic elemental és un blow-up on totes les
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varietats sén irreductibles i llises. Se’n deriva la propietat MV respecte tots els
blow-ups llisos.

Donat un prefeix F' en Sch(k), notem per rF el prefeix en la subcategoria Sm(k)
obtingut per restriccié. El segiient lema observa que en la topologia abs les equi-
valéncies febles locals es conserven per restriccio.

3.3.17 Lema Donat f : A — B un morfisme de prefeizos d’espectres en Sch(k), si
f és una equivaléncia feble local en la topologia abs, aleshoresrf :rA — rB és una
equivaleéncia feble local en la topologia dels blow-ups llisos.

DEMOSTRACIO: Es basa en el fet que, amb la hipotesi de resolucié de singularitats,
tot objecte de Sch(k) té un abs-recobriment per objectes de Sm(k), i tot abs-
recobriment d’un objecte de Sm(k) té un refinament que és un recobriment en la
topologia dels blow-ups llisos (vegeu la prova de [77, lemma 4.6]). Il

3.3.18 Lema Sigui F' un prefeiz d’espectres en Sch(k) que té la propietat MV
respecte els blow-ups llisos. Aleshores donada X una varietat llisa hi ha una equi-
valencia feble

F(X) — Fab5(X).

DEMOSTRACIO: Es raona com en la prova de [8, Theorem 3.12]. D’una banda, per
hipotesi F' té la propietat MV per als blow-ups llisos i per tant rF' també. D’altra
banda, pel corollari 3.3.12, F®* té la propietat MV per als blow-ups llisos i per tant
rFeh també. Per definici el reemplacament fibrant ' — F%* és una equivalencia
feble local en la topologia abs, i pel lema 3.3.17, 7 F' — rF%* és una equivaléncia feble
local en la topologia dels blow-ups llisos. Tenim una equivalencia feble local entre
prefeixos que satisfan la propietat MV, i per la proposicio 3.3.10 és una equivalencia
feble global en Sm(k), i.e. F(X) — F%(X) és una equivalencia feble per X llisa.
OJ

3.3.19 Proposicié Sigui F' un prefeiz d’espectres en Sch(k) tal que compleix les
hipotesis del teorema 3.1.17. Aleshores hi ha un morfisme (en HoSp)

FD — Fabs

tal que FD(X) — F%(X) és una equivaléncia feble per tota varietat X.

DEMOSTRACIO: Per la remarca 3.3.16 F té la propietat MV respecte els blow-ups
llisos. Pel lema anterior, F'**(X) és feblement equivalent a F(X) per a X llisa.



120 CapriTOoL 3. DESCENS CUBIC

Pel corolari 3.3.12, F'% té la propietat MV respecte els blow-ups abstractes, i.e.
Fs gatisfa la propietat (D) de descens. Per tant, per unicitat de I'extensié de
Guillén-Navarro tenim el resultat. U

Podem demostrar un resultat analeg per a la topologia cdh. Primer observem que
en la topologia cdh les equivalencies febles locals també es conserven per restriccié.

3.3.20 Lema [8, lemma 3.11] Donat f : A — B un morfisme de prefeizos d’espec-
tres en Sch(k), si f és una equivaléncia feble local en la topologia cdh, aleshores
rf:rA—rB és una equivaléncia feble local en la topologia scdh.

DEMOSTRACIO: Es basa en el fet que, amb la hipotesi de resolucié de singularitats,
tot objecte de Sch(k) té un cdh-recobriment per objectes de Sm(k), i tot cdh-
recobriment d'un objecte de Sm(k) té un refinament que és un scdh-recobriment
(vegeu la prova de [77, lemma 4.6]). O

Per a que F i F°¥ coincideixin en les varietats llises cal suposar que F té la propietat
MYV per als blow-ups llisos i per als quadrats de Nisnevich llisos.

3.3.21 Lema Sigui F' un prefeix d’espectres en Sch(k) que té la propietat MV
respecte els blow-ups llisos i respecte els quadrats de Nisnevich elementals llisos.
Aleshores donada X una varietat llisa hi ha una equivaléncia feble

F(X) — F"(X).

DEMOSTRACIO: Es raona com en la prova de [8, Theorem 3.12]. D’una banda, F' té
la propietat MV per a quadrats de Nisnevich elementals llisos i per a blow-ups llisos
i per tant rF' té la propietat MV per a l'estructura combinada en Sm(k). D’altra
banda, pel corolari 3.3.12, F°¥ té la propietat MV per a I'estructura combinada en
Sch(k), i per tant rF°% té la propietat MV per a l'estructura combinada en Sm(k).
Per definicié el reemplacament fibrant ' — F° és una equivalencia feble local en
la topologia cdh, i pel lema 3.3.20, rF — rF°" és una equivalencia feble local en
la topologia scdh. Tenim una equivalencia feble local entre prefeixos que satisfan la
propietat MV, i per la proposicié 3.3.10 és una equivalencia feble global en Sm(k),
i.e. F(X)— Feh(X) és una equivalencia feble per X llisa. O

3.3.22 Proposicié Sigui F' un prefeiz d’espectres en Sch(k) tal que compleix les
hipotesis del teorema 3.1.17 © a més té la propietat MV respecte els quadrats de
Nisnevich elementals llisos. Aleshores hi ha un morfisme (en HoSp)

FD — chh
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tal que FD(X) — Fh(X) és una equivaléncia feble per tota varietat X .

DEMOSTRACIO: Per la remarca 3.3.16 F té la propietat MV respecte els blow-ups
llisos. Pel lema anterior, F°¥(X) és feblement equivalent a F(X) per a X llisa.
Pel corollari 3.3.12, F°¥ té la propietat MV respecte els blow-ups abstractes, i.e.
Fedh gatisfa la propietat (D) de descens. Per tant, per unicitat de l'extensié de
Guillén-Navarro tenim el resultat. 0

3.3.23 Corolari Sigui F un prefeiz d’espectres en Sch(k) tal que compleix les
hipotesis del teorema 3.1.17 i a més té la propietat MV respecte els quadrats de Nis-
nevich elementals llisos. Aleshores els prefeizos F%* i F" son globalment feblement
equivalents, 1.e. per a qualsevol varietat X

Fabs (X) ~ Fth<X).

DEMOSTRACIO: Per la proposicié 3.3.19, F® és globalment feblement equivalent
a FD, I'extensié de Guillén-Navarro de F. Per la proposicié 3.3.22, F° també és
globalment feblement equivalent a F'D. O

3.3.24 CoroHari Sigui F' un prefeiz d’espectres en Sch(k) tal que compleix les
hipotesis del teorema 3.1.17 i que a més satisfa la propietat MV per a blow-ups
abstractes i per als quadrats de Nisnevich elementals llisos. Aleshores F satisfa
cdh-descens.

DEMOSTRACIO: Com que F satisfa descens per als blow-ups abstractes, pel teorema
3.3.11 F' i F® sén globalment feblement equivalents. Pel corolari anterior F* i
Fedl s6n globalment feblement equivalents. Deduim que F' i F°¥ sén globalment
feblement equivalents i que per tant F' satisfa cdh-descens. O

3.3.5 Successio espectral d’hipercohomologia

Sigui X una varietat i E' un prefeix d’espectres en el site de Zariski de X. Hi ha un
functor de Godement [71, 1.32] [59, 3.2]

E—T°F

de prefeixos d’espectres a prefeixos cosimplicials d’espectres. La hipercohomologia
de X amb coeficients en E és I'espectre

Hy,,(X: E) = holim T*E(X).
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La successio espectral d’hipercohomologia s’obté aplicant la successié espectral de
Bousfield-Kan (proposicié 3.2.6) a 'espectre cosimplicial T*E(X).

3.3.25 Proposicié Sigur X una varietat i E un prefeiz d’espectres en el site de
Zariskr de X. Hi ha una successio espectral convergent

qu = Hgar(X; aﬂ-qE) = 7T‘]—]?]I_]I.Zar()(; E)?
on armylJ és el feix associat al prefeix m E.

DEMOSTRACIO: Aquesta és la successié espectral de [71, proposici6 1.36]. Quant a
la convergencia, es té per a X de dimensié cohomologica de Zariski finita. Aquest
és el cas en que ens situem ja que un esquema noetheria de dimensié de Krull finita
té dimensié cohomologica de Zariski finita (vegeu [37, I11.2.7]). O

De fet H3,, (—; E) és un prefeix, que anomenem prefeix d’hipercohomologia.

3.3.26 Proposicié Sigut X una varietat i E un prefeiz d’espectres en el site de
Zariski de X. El prefeix d’hipercohomologia HY,,.(—; E) és fibrant i hi ha una equi-
valéncia feble local E — HY,, (—; E).

DEMOSTRACIO: Apliquem [59, Proposition 3.20]. Les hipotesis es compleixen ja
que el site de Zariski té prou punts i té dimensié cohomologica de Zariski finita. [J

Per tant el prefeix d’hipercohomologia HY, . (—; F) és una aproximacié fibrant del
prefeix E en l'estructura injectiva local.

El segiient resultat és degut a Brown-Gersten [7, theorem 4]. Thomason n’indica
una demostracié en [71, exercise 2.5], que Mitchell desenvolupa en [59, teorema
4.1] usant la categoria de models de prefeixos d’espectres de Jardine. Nosaltres el
demostrem a partir de la proposicio anterior i el teorema 3.3.11.

3.3.27 Proposicié Si X és una varietat, i E és un prefeix d’espectres que té la
propietat de Mayer-Vietoris en el site de Zariski de X, aleshores l’augmentacio

E(X) — HY,,(X; E)
és una equivalencia feble.

DEMOSTRACIO: El prefeix E té la propietat MV en la cd-estructura de Zariski i
pel teorema 3.3.11 és quasifibrant. Per la proposicié anterior, £ — HY, (—; E) és
una equivalencia feble local entre prefeixos que satisfan la propietat MV i per la
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proposicié 3.3.10 és una equivalencia feble global, d’on deduim el que volem veure.

OJ

Per tant si E' té la propietat de Mayer-Vietoris, el limit de la successio 3.3.25 és
Te—pE(X):

3.3.28 Proposicié Sigut X una varietat i E un prefeiz d’espectres en el site de

Zariski de X que té la propietat de Mayer-Vietoris. Hi ha una successio espectral
convergent

EY*=H, (X;ar,E)= 1, ,E(X),

on arm Ll és el feix associat al prefeix m,E.
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4

Descens per a la teoria K

algebraica

En el aquest capitol apliquem el teorema d’extensié a la teoria K algebraica, obtenint
la teoria K de descens. En la secci6 4.1 detallem I’espectre de teoria K que utilitzem
i les propietats de la teoria K de les varietats llises. En la seccié 4.2 provem que
podem aplicar el teorema d’extensié i obtenim la teoria D. Amb els resultats de les
seccions anteriors obtenim algunes propietats de D i demostrem que és equivalent
a la teoria K homotopica de Weibel. Obtenim també una teoria K amb suport
compacte. FEn la seccié 4.3 provem que hi ha una filtracié finita functorial i ben
definida F? en K D,(X) que és trivial per a varietats llises.

4.1 Teoria K algebraica

Si € és una categoria exacta, els grups de teoria K de & K,(£), per p > 0 van
ser definits per Quillen [64] com els grups d’homotopia 7,41 (BQE) del nervi de la
categoria Q&, definida en op.cit. La suma directa en la categoria exacta £ indueix
una estructura monoidal simetrica en la categoria &, a la qual s’aplica una infinite
loop space machine (vegeu per exemple [57]) i s’obté un espectre fibrant. L’espectre
de llagos d’aquest espectre és I'espectre de teoria K de Quillen K9(€).

Notem per Exact la categoria de les categories exactes i els functors exactes. Podem
suposar (vegeu [19, 5.1.1]) que tenim definit un functor

K° : Exact — Sp
en espectres fibrants de manera que donada una categoria exacta &
(K9(&))o = QBQE.

4.1.1 Definicié Fls grups de teoria K d’una categoria exacta € son els grups d’ho-
motopia

Kn(E) = mm(K2(E)).
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Aquests grups son functorials respecte els functors exactes entre categories exactes.

Passem ara a considerar la teoria K de les varietats.

4.1.2 Definicié FEls grups de teoria K de Quillen d’una varietat X son els grups
de teoria K de la categoria exacta P(X) dels fibrats vectorials algebraics en X :

Kn(X) = Kn(P(X)).

Si f: X — Y és un morfisme de varietats, el functor exacte f* : P(Y) — P(X)
déna morfismes de grups f*: K,,(Y) — K,,(X), de manera que els grups de teoria
K de les varietats sén functorials.

No obstant, els espectres K?(P(X)) no sén estrictament functorials respecte la va-
rietat. L’operacié X +— P(X) no és un functor estricte, ja que donats morfismes
f: X —=Yig: X — Z els functors (g o f)* 1 f* o g* sén canonicament isomorfs
pero no iguals. Una manera de rectificar aquest pseudofunctor és substituir la cate-
goria P(X) per una categoria equivalent P(Sch/X). A continuacié en recordem la
definicid, seguint [17, Appendix C] (vegeu també [19, 5.1.2] o [20, section 5.3]).

Sigui X un esquema noetheria. Considerem el site de Zariski gran Sch/X dels
esquemes de tipus finit sobre X.

4.1.3 Definicié Un feix P : Sch/X — Ab és un O-modul si per tot Y € Sch/X
la restriccio de P al site de Zariski petit de Y dona un Oy -modul Py .

4.1.4 Definicié Sigui P : Sch/X — Ab un O-modul. Diem que P és un big vector
bundle en X si se satisfan les segiients condicions

1) Per tot' Y € Sch/X, el Oy-modul Py és un fibrat vectorial algebraic en 'Y
(i.e. un Oy-modul coherent localment lliure).

2) Per tot morfisme f 1Y — Z en Sch/X el morfisme induit f*(Pz) — Py és
un isomorfisme.

Dit d’una altra forma, un big vector bundle consisteix en donar per cada morfisme f :
Y — X un fibrat vectorial Py en Y i per tot morfisme h: (f:Y — X) — (¢9: Z —
X) en Sch/X un isomorfisme h*(P,) — Py amb les condicions de compatibilitat
adequades respecte la composicié.

Denotem per P(Sch/X) la categoria dels big vector bundles considerada com a
subcategoria plena de la categoria de O-moduls.
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4.1.5 Lema ([19, Lemma 5|, vegeu també [1, IV.4.10]) El functor d’oblit
P(Sch/X) — P(X)
és una equivaléncia de categories.
4.1.6 Definicié Per tot esquema de tipus finit f : X — Y el functor de restriccio
f*:P(Sch/Y) — P(Sch/X)
és el functor que porta una familia (9 : Z —Y) — P, a la familia (h: Z — X) —

Phof-

Amb aquesta construccié donada una cadena de morfismes X % Y I, 7 els functors
(fog) ig*o f* coincideixen. Aquest functor és compatible amb el pullback usual
de fibrats vectorials sota ’equivalencia de categories anterior.

4.1.7 Definicié L’espectre de teoria K és l’espectre fibrant corresponent a la cate-
goria P(Sch/X):
K9 (X) = K9(P(Sch/X)).

Donat f : Y — X un esquema de tipus finit sobre X, el functor exacte f* :
P(Sch/X) — P(Sch/Y) defineix un morfisme d’espectres f* : K(Y) — K9(X)
de manera que (fog)* = g*o f*. D’aquesta manera obtenim un functor contravariant

K? : Sch(k) — Sp
de varietats a espectres fibrants tal que
Kpn(X) = 1,,K9(X).

Aquest és l'espectre de teoria K que considerem i el notem simplement K(X).
Repassem a continuacio algunes propietats de la teoria K de les varietats llises.

La teoria K de les varietats llises satisfa la propietat d’invariancia homotopica i de
Mayer-Vietoris:

4.1.8 Proposicié FEl functor IC és homotopicament invariant per a les varietats
llises. ILe., donada X una varietat llisa, la projeccié X x A' — X indueiz una
equivaléncia feble

K(X) — K(X x Ab).
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DEMOSTRACIO: Donada X una varietat, sigui M(X) la categoria exacta dels feixos
coherents en X. Es defineix G(X) = K9(M(X)). Si X és una varietat llisa la inclusié
exacta P(X) C M(X) indueix una equivalencia feble I(X) — G(X), propietat que
s’anomena dualitat de Poincaré [64].

La invariancia homotopica de K es dedueix del resultat corresponent per a G [64,
Section 7, 4.1] i la dualitat de Poincaré. 0

4.1.9 Proposicié Sigui X una varietat llisa i U 1V oberts de X. Aleshores el
quadrat

KU UV) K(U)
K(V) KUNV)

és homotopicament cartesia.

DEMOSTRACIO: Es dedueix del resultat corresponent per a G [64, Section 7, 3.5] i
la dualitat de Poincaré (vegeu la prova anterior). 0

La teoria K del fibrat projectiu associat a un fibrat es pot calcular a partir de la
teoria K de la varietat:

4.1.10 Proposicié Sigui X una varietat, 1 £ un fibrat vectorial sobre X de rang r.
Sigui m: PE — X el fibrat projectiu associat. Aleshores hi ha una equivaléncia feble

ﬁIC(X) — K(PE)

donada per la formula
r—1
(T, T1, .oy Tpm1) ZW*(%) ® [Ope(—1)].
i=0

DEMOSTRACIO: Vegeu [64, Section 8§]. O

Recordem que donada X una varietat sobre k, notem per X[T] i X[T,T7'] les
varietats X x Spec(k[T]) i X xy Spec(k[T,T1]).

4.1.11 Proposicié Donada X una varietat llisa, hi ha una equivaléncia feble

K(X[T,T7Y) ~ K(X) x K(X)[1].
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DEMOSTRACIO:

Es raona com en la prova de [74, Proposition 6.8] i es demostra que (X [T, T~!])
K(X) x ¥I(X). Apliquem aleshores els resultats de la seccié 2.3.2.4.

1R

4.1.1 L’espectre no connectiu de teoria K

Una construccié alternativa a la construccié ) de Quillen és la construcciéo S de
Waldhausen, que s’aplica a les categories amb cofibracions i equivalencies febles en
el sentit de Waldhausen. Una categoria exacta és una categoria de Waldhausen
prenent com a cofibracions els monomorfismes admissibles i com a equivalencies
febles els isomorfismes. La construccié S associa a una categoria de Waldhausen
C un conjunt simplicial SC (vegeu per exemple [17, Appendix C1]). Els iterats
d’aquesta construccié es fan servir per a definir un espectre fibrant de teoria K de
Waldhausen K" (C). Donada € una categoria exacta, la considerem com a categoria
de Waldhausen i aleshores hi ha una equivalencia feble natural entre K2 (&) i KV (&)
(vegeu [74, Section 1]).

Thomason [74] defineix la teoria K dels esquemes a partir de la categoria de comple-
xos perfectes. Donada X una varietat, un complex E* de Ox-moduls és un complex
perfecte si és localment quasiisomorf a un complex fitat de fibrats vectorials alge-
braics. Els complexos perfectes defineixen la categoria de Waldhausen Perf(X), i
la teoria K de Thomason d’una varietat X es defineix KT7(X) = KW (Perf(X)).
Si X té una familia amplia de fibrats de linia, en particular si X és llisa, K77 (X)
és naturalment feblement equivalent a K?(X) (vegeu [74, Proposition 3.10]).

L’espectre KT7(X) és connectiu, i.e. m,K(X) =0 per n < 0. A partir d’aquest es-
pectre es defineix I'espectre no connectiu de Bass KP(X) (vegeu [74, Section 6]). Per
a les varietats llises hi ha una equivaleéncia feble KT7(X) — KB(X) [74, Proposition
6.8].

4.2 Teoria K algebraica de descens

En aquesta seccié apliquem el teorema d’extensié de Guillén i Navarro 3.1.17 per a
obtenir una variant de la teoria K de les varietats singulars que satisfa descens.

4.2.1 Teorema Sigui k un cos de caracteristica zero. El functor

K : Sm(k) — Sp,
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admet una extensio unica, llevat isomorfisme unic de functors ®-rectificats, a un

functor ®-rectificat
KD : Sch(k) — HoSp

tal que satisfa la propietat de descens (D):
(D) si X4 és un quadrat aciclic en Sch(k), sKD(X,) és aciclic.

DEMOSTRACIO: Per la proposicié 2.3.20, sabem que Sp és una categoria de descens.
Per tant, per a aplicar el teorema de descens de Guillén-Navarro 3.1.17 cal verificar
les propietats (F'1), (F'2). La primera és immediata.

La propietat (F'2) és conseqiiencia del calcul de Thomason en [73] de la teoria K
algebraica d’un blow-up a través d’una subvarietat amb una immersio regular, tal i
com ha estat observat per diversos autors (vegeu, per exemple [34], [19], [8, Remark
1.16], i la prova de [16, Proposition 6.19]).

En el context dels diagrames ciibics d’espectres proposem la segiient presentacié de
la propietat (£'2). Considerem un quadrat aciclic elemental i el quadrat d’espectres
obtingut aplicant el functor de teoria K

Hem de veure que aquest quadrat d’espectres és aciclic. Si IV és el feix conormal de
Y en X, aleshores Y = P(V), de manera que el morfisme

d
v J[KY) — K@),

induit pel functor que en una seqiiencia de complexos perfectes esta definit per

d—1

(Eo, -, Ea-1) — @D Opv) (—i) @ Lg*E;,

i=0
és una equivalencia feble (vegeu [74, theorem 4.1] i també [72]).

Per al blow-up X Thomason demostra (vegeu [73, Théoreme 2.1]) que el morfisme

d: K(X) x I:IIC(Y) — K(X)
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induit pel functor que en complexos perfectes esta donat per

d—1
<F7 E17 LRI Ed*l) = f*F D @J*(OP(N)<_Z) ® Lg*EZ)7
=1

també és una equivalencia feble.

Tot element z de Ky(Y) defineix un morfisme
2U:K(Y) — K(Y)

com en [73, (1.4.4)]. El feix localment lliure N defineix [A_1(N)] = 7, (—1)"[A'N]
en Ko(Y).

Definim 5/ : K(X) x [[*""K(Y) — [[*K(Y) component per component per g*i*
en la primera component i pel morfisme donat per la multiplicacié per A_;(N) en
les Y-components.

Per la férmula d’autointerseccié [73, (3.1.4)] el diagrama

K(X) x [[4TK(Y) 2= K(X)

b b

["KY) ———K()

és commutatiu. Com que ® i ¥ sén equivalencies febles, és un quadrat aciclic.

Considerem ara el diagrama cibic augmentat commutatiu

K(X) < [T K(Y)
Iy l

l K(Y) k —1"K(Y)
* I /

on els morfismes horitzontals posteriors sén inclusions en el primer factor.

Com que els quadrats del costat dret i esquerra sén aciclics, el diagrama és aciclic.
Per tant per provar que el quadrat anterior és aciclic, que és el que voliem veure, n’hi
ha prou amb demostrar que el quadrat posterior és aciclic. En el quadrat posterior
els morfismes horitzontals tenen la mateixa cofibra, i per tant és aciclic tenint en
compte que en la categoria d’espectres els quadrats homotopicament cartesians i
cocartesians coincideixen ([41, Remark 7.1.12]). O
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4.2.2 Definicié Donada una k-varietat X, denotem per KD,(X) els grups d’ho-
motopia de KD(X),
KD, (X) :=m.(KD(X)).

4.2.1 Algunes propietats de KD

Com que KD és una extensié de la teoria K de les varietats llises, donada X una
varietat llisa hi ha un isomorfisme en KD(X) — K(X) en HoSp.

La propietat de descens (D) déna lloc a successions exactes (vegeu la proposicid
3.2.9):

4.2.3 CoroHari Sigui X, un quadrat aciclic en Sch(k). Aleshores hi ha una suc-
cessio exacta

. — KDo(X) =% KD (X)® KDo(Y) 2% KD, (Y) - KDy_1(X) — ...

Més generalment, donada X una k-varietat, KD(X) es defineix, tal i com hem dit
en la seccié 3.1.3, com el simple del codiagrama ctibic d’espectres K(X,), on X, és
una hiperresolucié cubica de X. Per tant de la proposicié 3.2.20 en deduim:

4.2.4 Proposicié Sigut k un cos de caracteristica zero 1 X una k-varietat alge-
braica. Sigui X, una hiperresolucio cubica de X. Aleshores hi ha una successio
espectral convergent

BT = EB Ky(Xa) = KDy (X).

|a|=p+1

Si X és de dimensi6 d, podem prendre hiperresolucions ctibiques de mida d (vegeu el
teorema 3.1.9), la successié espectral és diferent de zero només en la franja 0 < p < d
del primer quadrant (ja que la teoria K negativa de les varietats llises és zero) i per
tant:

4.2.5 CoroHari Sigui k un cos de caracteristica zero © X una k-varietat algebraica
de dimensio d. Aleshores

KD,(X)=0, n < —d.
Tal i com s’ha explicat en la seccié 3.1.4, KD hereta moltes propietats de la teoria
K algebraica de les varietats llises.

De la propietat d’invariancia homotopica per a la teoria K de les varietats llises
(proposicié 4.1.8) en deduim el segiient, aplicant la proposici6 3.1.21.
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4.2.6 Proposicié KD és homotopicament invariant, aixo és, per tota varietat X
la projeccié X x A' — X indueiz una equivaléncia feble KD(X) =2 KD(X x Al).

De la propietat de Mayer-Vietoris per a la teoria K de les varietats llises (proposicions
4.1.9) en deduim el segiient, aplicant la proposicié 3.1.23.

4.2.7 Proposicié KD té la propietat de Mayer-Vietoris, aixo és, si X = U UV,
amb U,V oberts, aleshores el quadrat

KD(X) KD(U)
KD(V)—=KDUNYV)
és homotopicament cartesia. 0

De la proposicié 4.1.10, aplicant la proposicié 3.1.25, en deduim el segiient.

4.2.8 Proposicié Sigur X una varietat, © £ un fibrat vectorial sobre X de rang r.
Sigui m: PE — X el fibrat projectiu associat. Aleshores hi ha una equivaléncia feble

f[ KD(X) — KD(PE).

De la proposicié 4.1.11, aplicant la proposicié 3.1.26, en deduim el segiient.

4.2.9 Proposicié Donada X una varietat, hi ha una equivaléncia feble

KD(X[T, T7']) ~ KD(X) x ZKD(X).

De la propietat de Mayer-Vietoris se’'n dedueix la corresponent successio exacta:

4.2.10 Proposicié Donada una varietat X iU ¢V oberts de X, hi ha una successio
exacta

DEMOSTRACIO: Apliquem la proposicié 3.2.22, tenint en compte que KD té la
propietat de Mayer-Vietoris. 0]

Més generalment, per descens de Cech (seccié 3.2.4), obtenim les segiients successi-
ons espectrals associades a recobriments:
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4.2.11 Proposicié Sigui X una varietat i U = {Uy, ..., U,} un recobriment obert
finit de X. Aleshores hi ha una successio espectral convergent

BV = @@ KDy(Us) = KDy p(X).

la|=p+1

El terme Ey d’aquesta successid és és By = HP(U, KD,).

DEMOSTRACIO: Apliquem la proposicié 3.2.23, tenint en compte que KD té la
propietat de Mayer-Vietoris i que és un functor ®-rectificat. O

La propietat de Mayer-Vietoris per a KD permet també obtenir la successio espectral
d’hipercohomologia (seccié 3.3.5):

4.2.12 Proposicié Sigui X una varietat. Hi ha una successio espectral convergent
EY" = Hp,,(X;aKDy) = KDy (X),

on aK D, és el feix en la topologia de Zariski associat al prefeixz KD,.

DEMOSTRACIO: Apliquem la proposicié 3.3.25, tenint en compte que KD té la
propietat de Mayer-Vietoris i que és un functor ®-rectificat. O

4.2.2 Equivaléncia amb la teoria K homotopica

En aquesta seccié considerem la teoria K homotopica definida per Weibel en [78],
amb la formulacié de Thomason [74, 9.11].

Donat un anell R, considerem 'anell simplicial AR amb

AR" = Rlto, t1,...,ta) /() _ti =1).

Les cares i les degeneracions estan definides per

0 sii =7, tittiy sii=j,
dz<t]) = tj si g <1, Si(tj) = f,‘j si g <1,
tj—l Sl] > i, tj+1 Sl] > 1.

Donada X una varietat, es defineix KH(X) com el colimit homotopic de 1'espectre
simplicial que s’obté aplicant P al producte fibrat de X i Spec(Ak):

KH(X) = hog%l)im(n — KB (X x, Spec(Ak))).
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La propietat fonamental de KH és la seva invariancia homotopica: el morfisme
KH(X) — KH(X x A') és una equivaléncia feble (vegeu [74, 9.11a)).

En [34, teorema 3.5], Haesemeyer demostra que la teoria K homotopica KH d’una
varietat algebraica X satisfa I'axioma de descens (D):

4.2.13 Proposicié La teoria K homotopica IKKH satisfa la propietat de descens (D),
i.e. si Xo €s un quadrat aciclic en Sch(k), sKH(X,) és aciclic.

DEMOSTRACIO: Aix0 és [34, Theorem 3.5]. Haesemeyer anomena blow-ups abstrac-
tes els quadrats aciclics, i demostra que donat un blow-up abstracte X,, el quadrat
d’espectres KH(X,) és homotopicament cartesia. D’aquesta propietat en diu satisfer
descens respecte tot blow-up abstracte. 0

Aquesta proposici6 s’obté de fet com a corollari de [34, Theorem 6.4], que afirma
que KH(X) = K"(X) (vegeu la secci6 3.3).

Com que la teoria K H coincideix amb la teoria K per varietats llises [78], podem
aplicar la propietat d’unicitat del teorema d’extensié 3.1.17 i obtenir:

4.2.14 CoroHari Sigui X una varietat algebraica sobre un cos de caracteristica
zero. Hi ha un morfisme natural KD(X) — KH(X), en HoSp, que és una equi-
valencia feble. O

Aquest resultat es pot enunciar també com un resultat d’unicitat per a la teoria K
homotopica.

4.2.15 CoroHari Sigui k un cos de caracteristica zero. La teoria K homotopica
KH és linic functor (®-rectificable) Sch(k) — HoSp, llevat equivaléncia, que
satisfa la propietat de descens (D) i és equivalent al functor K sobre les varietats
llises. O

4.2.3 Teoria K algebraica amb suport compacte

Podem fer servir els mateixos arguments de la prova del teorema 4.2.1 juntament
amb D'extensié a suport compacte (seccié 3.1.5) per estendre la teoria K algebraica
de les varietats projectives llises sobre un cos de caracteristica zero a una teoria amb
suport compacte:

4.2.16 Teorema FEl functor
K:V(k) — Sp



136 CAPITOL 4. DESCENS PER A LA TEORIA K ALGEBRAICA

admet una extensio unica, llevat isomorfisme unic de functors ®-rectificats, a un

functor
K¢ : Sch.(k) — HoSp

tal que satisfa la propietat de descens (D) i la propietat de descens a suport compacte:

(D.) siY és una subvarietat de X, aleshores hi ha un isomorfisme natural

KX —Y) 2 holim(K(X) — K(Y) «— ).

Aixo és, la propietat (D,.) diu que la successié
KX -Y)— KYX) — KY),

és una successié de fibracié en HoSp.

En [19, Section 5.3] Gillet-Soulé defineixen una K-teoria amb suport compacte sa-
tisfent (D), i per tant per la unicitat de I'extensié a suport compacte tenim:

4.2.17 CoroHari Sigui X wuna varietat algebraica sobre un cos de caracteristica
zero. Aleshores K¢(X) és naturalment isomorf en HoSp a la teoria K algebraica
amb suport compacte introduida per Gillet i Soulé en [19, Section 5.3]. U

4.3 Una filtracié pel pes en KD,(X)

En aquesta seccié provem que hi ha filtracions ben definides en els grups KD, (X),
o equivalentment en K H,(X), i en els grups K¢(X), que sén trivials per X llisa. En
el cas de suport compacte, obtenim la filtracié pel pes obtinguda per Gillet-Soulé
[19].

Fixem k un cos de caracteristica zero. Sigui X una varietat algebraica. La successié
espectral 4.2.4 associada a una hiperresolucié cibica X, de X indueix una filtracié
en els grups K D, (X). El nostre objectiu es provar que aquesta filtracié en KD, (X)
és independent de la hiperresolucié cibica X,. Seguirem la seccié 3 de [33] de ben
aprop, on els autors analitzen la filtracié pel pes en un context abelia.

4.3.1 Torres d’espectres fibrants

Primer introduim una estructura de descens cohomologic en la categoria de torres
de fibracions tow(Sp).
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Recordem (seccié 3.2.1) que una torre de fibracions X (—) és una seqiiencia de fibra-
cions d’espectres

—Xn) —Xn-1) — ... — X(1) — X(0) — .

Si definim les equivalencies febles per a torres de fibracions i el functor simple per a
diagrames cibics objecte a objecte, és immediat provar el segiient resultat:

4.3.1 Proposicié La categoria de torres de fibracions tow(Sp) amb les equivalén-
cies febles i el functor simple per a diagrames cubics definits objecte a objecte és una
categoria de descens. O

Introduim ara una segona estructura de descens en tow(Sp). Recordem que si X (—)
és una torre de fibracions, hi ha una successi6 espectral functorial

BV =7y p(F(p)) = mgp(X),

on F(p) és la fibra del morfisme X (p) — X(p—1)1 X = lim X (p) (vegeu la seccid
3.2.1).

4.3.2 Definicié Diem que un morfisme de torres f : X(—) — Y (—) és una Es-
equivalencia feble si el morfisme E3*(f) induit en els termes Ey de la corresponent
successio espectral és un isomorfisme.

Observem que si f, : X(p) — Y(p) és una equivalencia feble, per tot p > 0,
aleshores f indueix un isomorfisme en els termes F; de la successié espectral i per
tant també és una Fs-equivalencia feble.

Definim ara un functor simple compatible amb les Fs-equivalencies febles: donada
una torre de fibracions X(—) i un enter n > 0, notem per X[n|(—) la torre de
fibracions definida per

OIS L

X(p_n)7 pZTM

amb els morfismes evidents, de manera que la nova torre és obtinguda per translacié
de n posicions a l'esquerra de la torre X (—).

4.3.3 Definicié Sigui O un tipus cubic i Xo(—) un O-diagrama de torres de fi-
bracions. Definim un nou O-diagrama de torres de fibracions dX (—) de la segiient

forma:
(dX)a(=) = Xalla] = 1](-),
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amb morfismes induits per X,. Definim el simple sy de Xo(—) com la torre de
fibracions obtinguda aplicant limits homotopics en cada grau cibic de dX (=), aixo
€s,

52(Xe)(p) := s(dXe(p)) = ho}yim Xolp—laf +1).

Per exemple, donat un Oj-diagrama X(—) de torres de fibracions

. — X(1) — X(0) —— x
(

el nou diagrama dX,(—) és el diagrama

o — X(1) — X(0) —— «
| |

. — Y(0) —  x —— x
| I

oo — Z(1) —— Z(0) —— «

i el seu simple sy en grau p correspon a l'espectre
holim(X(p) — Y(p—1) «— Z(p)).

4.3.4 Lema Per tot diagrama cubic de torres de fibracions Xo(—) hi ha un isomor-
fisme de complexos de grups abelians

Ey(52Xe(=)) — s(a— E(Xa(-))).

DEMOSTRACIO: La notacié s(a — E}JY(X,(—))) es refereix al functor simple ordi-
nari per a complexos de cocadenes de grups abelians (vegeu la seccié 2.3.5.5). El
grup en grau p d’aquest complex és

s(am BY(Xa(2)) =slam mrFa(r) = @ myr(Falr)).
|| +r=p+1
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D’altra banda, per definici6, per cada p, seXe(p) és el simple del diagrama cibic
d’espectres dX,(p), i per tant el complex E19(s9X,(—)) és el terme F; de la successié
espectral associada a la torre de fibracions

. 8dXe(p) — ... — sdXe(1) — sdX(0) — x*.

Denotem per F,(p) la fibra de la fibracié6 X,(p) — X,(p —1). Com que els limits
homotopics commuten, la fibra de la fibracié sdXe(p) — sdX.(p—1) és isomorfa al
simple de 'espectre associat al codiagrama cibic dF,(p). En aquest diagrama tots
els morfismes sén constants i aixi

sdFy(p) = [[Q“' Falp—lal+ 1) = J[ @ "F.(r),

o || +r=p+1

i per tant els seus grups d’homotopia vénen donats per

BV = myp(sdFu(p)) = @ Tg—r(Fa(r)).

o] +r=p+1

Per finalitzar hem de veure que les diferencials de

Ef'(s:Xo(=) = @ mr(Fulr)
|| +r=p+1
ide
sla= Ef'(Xa(2) = @ mr(Falr)
|| +r=p+1

coincideixen. La diferencial té dues components, una relativa a 'index de la torre i
I’altra relativa a I'index cubic. La component relativa a I'index de la torre es raona
reduint-se, per naturalitat de la successio espectral, al diagrama ctibic de torres amb
totes les torres trivials llevat d’una. La component relativa a I'index ciibic es raona
analogament a com ho hem fet en la prova de la proposicié 3.2.20. O

4.3.5 Proposicié FEl simple sy i les Fy-equivalencies febles defineixen una estruc-
tura de categoria de descens cohomologic en tow(Sp).

DEMOSTRACIO: Observem que un morfisme f entre torres de fibracions és una
Es-equivalencia feble si i només si el morfisme Fi(f) de la corresponent successi6
espectral és un quasiisomorfisme de complexos. Si GrCh*(Z) denota la categoria
de complexos graduats de grups abelians, el functor

E, : tow(Sp) — GrCh*(Z)
X(=) — B
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commuta amb les sumes directes i, pel resultat anterior, commuta amb el functor
simple s5, de manera que el resultat es dedueix del criteri de transferencia [32, 1.5.12]
(vegeu també la secci6 2.2.7). O

4.3.2 Un criteri d’extensio per a torres

En el segiient resultat notem Hos(tow(Sp)) la categoria homotopica obtinguda de
tow(Sp) invertint les Es-equivalencies febles.

4.3.6 Proposicié [compareu amb [33, proposition (3.10)]]. Sigui G : Sm(k) —
HoSp un functor ®-rectificable © notem per

(G,7) : Sm(k) — Hos(tow(Sp))

el functor constant associat. Aleshores (G, T) compleix la propietat (F2) si i només
st per tot quadrat aciclic elemental la successio

0 — mG(X) = 1,G(X)®mG(Y) 2% r,G(Y) — 0,

és exacta.

DEMOSTRACIO: La propietat (F'2) per al functor (G, 7) afirma que el morfisme
EP(G(X), m) — E[s:G(X,)
és un quasiisomorfisme. Observem que tenim

B(G(x).7) = { GO P20

D’altra banda, la pagina E; de la successio espectral de soG(X,) es redueix a la
successio exacta

mG(X) ® mG(Y) "2 7.G(Y),

i per tant la propietat (F'2) és equivalent al fet que el morfisme de complexos de
grups abelians

T G(X) = (1,G(X) @ m,G(Y) =2 1,G(Y)),

és un quasiisomorfisme, que és la condicié enunciada en la proposicio. O

Retornem ara a les aplicacions a la teoria K algebraica. La seglient proposicié ha
estat provada també per Gillet-Soulé directament dels calculs de Thomason, vegeu
(19, theorem 5]:
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4.3.7 Proposicié Per a tot quadrat aciclic elemental de Sm(k) i tot n > 0, la
successio

0 — Ko(X) =% K,(X)® K, (Y) ™% K,(Y) — 0,

és exacta.

DEMOSTRACIO: Tal i com hem recordat en la prova del teorema 4.2.1, un quadrat
aciclic elemental déna lloc a un quadrat homotopicament cartesia d’espectres de
teoria K, i per tant tenim una successio exacta

s Ko(X) T K (X) @ K (Y) S K, (V) -5 K (X)) — ..

Ara bé, pel calcul de Thomason de la teoria K algebraica d'un blow-up [73], hi ha
isomorfismes

cp:Kn(X)@Kn(Y) — K, (X),

e E_B K (Y) — K,(Y),

donats, respectivament, per

d—1

gp('x?yla"wydfl) = f*<'r)+@.]*(gilug*(yl))7
d—1

o, vr, - ya1) = @A UG W)
=0

Amb aquestes identificacions el morfisme f* correspon a la inclusi6é de K,,(X) en el

primer factor de K, (X), i per tant el morfisme f* —i* és injectiu. Aixo escindeix la
successié exacta de més amunt en les successions exactes curtes requerides. 0

Ara, per les proposicions 4.3.6 1 4.3.7 podem aplicar el criteri d’extensié del teorema
3.1.17, de manera que obtenim:

4.3.8 CoroHari FEl functor de teoria K algebraica constant
(K, 7) : Sm(k) — Hos(tow(Sp))

admet una extensid essencialment inica KD(—) : Sch(k) — Hos(tow(Sp)) que

satisfa la propietat de descens (D). Més encara, per a una varietat X la torre de
fibracions KD(—)(X) satisfa KD(n)(X) = KD(X) per an>> 0.



142 CAPITOL 4. DESCENS PER A LA TEORIA K ALGEBRAICA

DEMOSTRACIO: Hem de justificar només la darrera afirmacié. Donada una varietat
X i una hiperresolucié X,, de mida ¢. Per definici6 del functor de descens KD(—), la
torre D(—)(X) és 'obtinguda aplicant el simple s, al diagrama de torres constants
K(X.), aixo és, és la torre els espectres de les quals sén els limits homotopics del
diagrama dK(X,)(n) per cada n (vegeu la definicié 4.3.3). Observem que aquest
diagrama és constat per an > £ i, a més, és precisament el diagrama cibic X,, d’on
deduim el resultat. O

Com que la successio espectral d’una torre de fibracions és functorial en la categoria
Hoy(tow(Sp)) a partir del terme FE5, del corollari anterior deduim:

4.3.9 Corolari Hi ha una filtracié finita functorial i ben definida F? en KD, (X)
que €s trivial per a varietats llises.

DEMOSTRACIO: La finitud de la filtracié és consequencia de la finitud de les hiper-
resolucions. O

4.3.10 Remarca Equivalentment, per 4.2.14, per a una varietat X el darrer corol-
lari defineix una filtracié finita functorial en els grups de teoria K algebraica ho-
motopica K H,(X).

Finalment, observem que el mateix procediment es pot aplicar a la teoria K alge-
braica amb suport compacte. en aquest cas, per la unicitat de les extensions de
descens i [19, theorem 7], deduim:

4.3.11 CoroHari Hi ha una filtracio creizent finita functorial i ben definida WP en
KS(X) que és trivial per a varietats llises completes. Aquesta filtracid coincideix
amb la filtracid pel pes definida per Gilet-Soulé en [19].
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